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Decodificagao de lista para codigos de F. K.
Schmidt usando Bases de Grobner

Taciana A. Souza, Francisco M. Assis, Leocarlos B. S. Lima

Resumo— Cédigos de F. K. Schmidt sdo cédigos algébrico-
geométricos que consistem numa generalizacdo dos cédigos

2

de Hermite. Neste artigo é apresentado um algoritmo de
decodificacdo de lista para codigos F. K. Schmidt, que exi-
bem melhor desempenho em comparacido com algoritmos de
decodificacio tnica, que siao menos flexiveis. O algoritmo apre-
sentado emprega bases de Grobner sobre médulos e consiste
numa generalizacdo do algoritmo proposto por Lee e O’Sullivan,
em 2009, para codigos de Hermite.

Palavras-Chave— Codigos algébrico geométricos, decodificacio
de lista, curva de F. K. Schmidt, Bases de Grobner.

Abstract—F. K. Schmidt codes are algebraic geometric codes
that consist on a generalization of Hermitian codes. In this paper,
a list decoding algorithm for F. K. Schmidt codes is presented,
which yields better performance than single decoding algorithms,
that are less flexible. The presented algorithm employs Grobner
basis on modules and is a generalization of an algorithm proposed
by Lee and O’Sullivan, in 2009, for Hermitian codes.

Keywords— Algebraic geometric codes, List decoding, F. K.
Schmidt curve, Grobner basis.

I. INTRODUCAO

Neste artigo é apresentado um algoritmo de decodificacdo
de lista para cédigos algébrico-geométricos (AG) definidos
sobres curvas, introduzidos por F. K. Schmidt (FKS). Este
algoritmo é uma generalizacdo do algoritmo introduzido por
Lee e O’Sullivan [1] para a classe de c6digos de um ponto
definidos sobre a curva de Hermite.

O problema da decodificagdo de lista consiste em obter uma
lista com L palavras-cédigo que estdo dentro de uma esfera
de Hamming centrada do vetor recebido v. Desse modo, dada
a distincia de Hamming do cdédigo, a decodificacdo de lista
permite a recuperagdo de erros além do limite L%J erros de
uma palavra recebida.

As vantagens da decodificagdo da lista foram consideradas
pela primeira vez em 1957, por Peter Elias [2], explorando
o comportamento assintdtico da probabilidade de erro em
canais discretos sem memoria. Em 1997, Sudan [3] introduziu
o problema de recuperar polindmios de um dado conjunto
de pontos, que é um problema de grande interesse teoria de
codificacdo e aprendizagem [2], [6], [4], [12].

Em 1999, Shokrollahi e Wasserman [12] apresentaram um
esquema de decodificacdo de lista para cédigos algébrico-
geométricos. Em 2001, em sua tese, Guruswami [19] apre-
sentou uma investigacdo detalhada da decodificagdo da lista,
e demonstrou seu potencial, sua viabilidade e sua importancia
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como um conceito combinatdrio e algoritmico. Além disso,
em 2006, Guruswami [4] apresentou alguns resultados al-
goritmicos centrais da decodificagdo de lista, que culminaram
com a dedugdo da capacidade de decodificacdo da lista.

Algoritmos de decodificacdo de lista consistem em duas eta-
pas bdsicas: interpolacio, que consiste em encontrar polindmio
interpolador a partir da mensagem recebida, e a fatoragdo,
na qual sdo encontradas as raizes do polindmio interpolador,
formando uma lista que contém L palavras-cédigo, incluindo
a palavra-cédigo que foi enviada.

Na decodificag¢do de lista para cédigos AG, a interpolagdo
obtém um polindmio em uma varidvel sobre um corpo de
funcdes em vdrias varidveis, cuja fatoracdo é um problema
que envolve um grande nimero de operacdes algébricas. Nesse
sentido, na busca por algoritmos eficientes para executar a
fatoragdo, em 2000, Roth e Ruckenstein [10] apresentaram
um procedimento eficiente para decodificacio de lista de
codigos de Reed-Solomon, no qual a etapa de fatoracdo utiliza
um algoritmo de reconstrucdo para determinar as raizes de
polindmios em uma varidvel sobre anéis polinomiais. A fim
de generalizar este algoritmo para cédigos AG, Wu e Siegel
[16] estenderam o algoritmo rapido de Roth e Ruckenstein
para encontrar raizes de polindmios em uma varidvel sobre
um corpo de funcdes. No presente trabalho, os algoritmos
de interpolacdo e fatoragdo citados foram implementados
utilizando o software Macaulay?2.

A. Codigos Algébrico-Geométricos

Os cdédigos algébrico-geométricos (AG) foram introduzidos
por Goppa [20], e sdo baseados na teoria das curvas algébrico-
geométricas. Em 1982, Tsfasman et al. [7] apresentaram
estudo sobre cédigos AG, mostrando que estes ultrapassam
o limite de Gilbert-Varshamov, o que tem um significado
importante no desenvolvimento na teoria de c6digos corretores
de erros.

Definicdo 1: Seja X uma curva projetiva suave de género
g.

e Um divisor D é uma soma formal D = ZP€X npP,

comnp€eZenp=0,VPecX,

e Um divisor é chamado efetivo se todos os valores de np

forem ndo-negativos (D > 0);

o O grau do divisor D é deg(D) = > np.

Defini¢do 2: Seja F um corpo finito com ¢ elementos. Seja
D um divisor sobre uma curva XX'. Definimos o espaco vetorial
L(D) sobre F por

L(D) = {f €F(X)": () + D= 0} U{0} (1)

Observe que se D = > n;P; — > m;Q,, com n;,m; > 0,
entdo L(D) consiste da fungéo nula e das fungdes f no corpo
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de fungdes que tém zeros de multiplicidade pelo menos m;
em (); e ndo tém polos, exceto possivelmente nos pontos P,
com ordem no maximo 7.

Defini¢do 3: Um c6digo algébrico-geométrico C'(D, G) de
comprimento n sobre F é a imagem do mapeamento linear
ev : L(G) — F" definido por

ev(f) = (f(Pl)mf(PQ)’ 7f(Pn))7 2

em que Pp, Py, --- | P, sdo pontos racionais de uma curva X.

B. Cddigos de F. K. Schmidt
Seja X uma curva FKS definida pela equacdo [14]

Xyl +y=2a° ©)

em que s|(q+ 1) e o género g de X' é $(q—1)(s —1).

Se s = g+1, entdo X' é uma curva de Hermite. Seja F(X)/F
o corpo de funcoes de Hermite sobre [F. Se s < g + 1, entdo
F(X)/F é isomorfo a um subcorpo do corpo de fungdes de
Hermite.

O niimero de pontos racionais na curva FKS é N = ¢(1 +
(g —1)s) + 1 e o ponto no infinito é denotado por Q. Seja
G = u@ um divisor de F(X)/F, entdo a base de L(uQ) é
dada por [14]

{z'y/10<j < q—1,0<1i, ig+js < u}.
O cédigo FKS ¢ definido por
FKS, =C(D,G),

emque D =P +P,+---+ P,, P, ¢ um ponto racional e
n=N-—1.

Observe que se u < n, entdo ev € um mapeamento injetor
em L(u@) e, pelo teorema de Riemann-Roch, a dimenséo de
FKS, éigual a dim L(u®) = u+ 1 — g para m > 2g — 1.
Além disso, a distincia minima de FK S, é n —m [1].

Exemplo 1: Sejam q¢ = 3 e s = 2. Considere o corpo finito
F = GF(9) = {0,1,a,a? a% a* a®,a% a"}. A curva FKS
serd

Xy 4y =2

Esta curva FKS tem n = 15 pontos racionais € um ponto no
infinito @, e género g = 1.
Considere m = 7, entdo o cédigo de FKS ¢é definido pelo
mapeamento
ev: L(7Q) — F"
ev(f) = (f(P1)7f(P2)7 o

em que P, Ps,--

af(P15))

-, P15 sdo pontos racionais da curva X.

II. DECODIFICACAO DE LISTA

A ideia da decodificacdo tnica impde restricdes ao deco-
dificador para que seja considerada apenas a palavra que for
mais proxima da mensagem original. Contudo, na década de
1950, de modo independente, Elias [2] e Wozencraft [15]
propuseram que, ao invés de uma unica palavra na saida
do decodificador, poderia se obter uma lista com L palavras
c6digo que estdo a uma distdncia menor ou igual a d do
vetor recebido. Mesmo quando o decodificador € limitado a

produzir um nimero relativamente pequeno de respostas, a
decodificacdo da lista permite a recuperacdo de erros além do
limite de (d —1)/2.

Um cédigo corretor de erros € considerado um bom cédigo
quando possibilita praticamente atingir a capacidade do canal
com probabilidade de erro arbitrariamente pequena. Nesse sen-
tido, Elias [2] mostrou que, para um cédigo C' de comprimento
n e taxa R, é possivel escolher um tamanho da lista L grande
o suficiente, de modo que a probabilidade de erro média sobre
todos os cédigos € quase tdo pequena quanto aquela do melhor
codigo considerado. Neste caso, demonstrou que quase todos
os codigos sdo aproximadamente tdo bons ou comparaveis aos
melhores cédigos.

Defini¢do 4: Um cddigo linear C' de comprimento n sobre
um corpo finito F é chamado (e, b)-decodificdvel se toda esfera
de Hamming de raio e contida em F™ cont¢ém no maximo b
palavras cédigo.

Observe que um c6digo [n, k,d] sobre F, com bloco de
comprimento n, dimensdo k e distdncia minima d é (|(d —
1)/2], 1)-decodificdvel.

Sudan [3] mostrou que um cédigo Reed-Solomon de com-
primento n e dimenséo k é (e, b)-decodificdvel, em que e é
aproximadamente n — v/2kn e b é aproximadamente +/2n/k.
Shokrollahi e Wasserman [12] generalizaram este resultado
para a classe dos c6digos AG e demonstraram o teorema
seguinte.

Teorema 1: Seja C' um cédigo AG de comprimento n e
dimensdo k sobre uma curva algébrica de género g. Seja y :=
k+g—1e p :=[v2an+ g —1]. Entdo, C é (n — 8 —
1, [v/2n/~])-decodificdvel [12].

O passo da interpolacio na decodificagao de lista de c6digos
AG pode ser visto como o problema de encontrar o polindmio
minimal de um ideal com relacdo a uma certa ordenacio
monomial. Para resolver esse problema, Lee e O’Sullivan
[1] apresentaram um algoritmo baseado na teoria das bases
de Grobner sobre médulos (uma generalizagdo da nocdo de
espago vetorial, em que o conjunto de escalares é um anel).
Nesse algoritmo, inicialmente, é obtido um ideal a partir da
palavra recebida e dos pontos racionais da curva que definem o
divisor D, ou seja, Py, P»,--- , P,. Em seguida, os geradores
do ideal sdo convertidos em uma base de Grobner de um
médulo, e o polindmio minimal dessa base é encontrado, ou
seja, o polindmio interpolador.

Considerando que as curvas FKS sd3o um caso geral de
curvas hermitianas [14], observe que a curva de Hermite
corresponde ao caso particular da curva FKS, no qual s =
g+1. Nossa contribuic@o, neste trabalho, € adaptar o algoritmo
apresentado por Lee e O’Sullivan [1] ao caso da curva FKS,
em que s < q + 1. Desse modo, sao enunciadas a seguir
algumas notacdes e defini¢des necessarias.

Seja X uma curva FKS definida pelo polindmio absoluta-
mente irredutivel X°*—Y?—Y sobre F. O anel de coordenadas
de X € o dominio de integridade

R=TF[X,Y|(X*-YI-Y). (4)

O corpo de fungdes de X é o corpo de fracdes K de
R. Sejam z e y as classes residuais de X e Y em R,
respectivamente. Assim, 2° —y? —y =0e R = F[z, y].
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Sejam {1, 92, -, ¢} uma base de L(uQ). Seja P; =
(v, B;) um ponto racional X, com «;, 5; € F. Definimos H;
para 1 < j <n por:

(X - X)(YI+Y =B - B)
(X —ai)(Y = i)

Seja h; a classe residual de H; em R, e para uma palavra
recebida v = (v, va,- -+ ,v,) € F™. De modo andlogo ao que
foi apresentado para curvas de Hermite por Lee e O’Sullivan
[1], definimos h, para a curva FKS por:

H;=— € FIX,Y]

n

hv = Z :vihi

i=1

de modo que h;(P;) = 1 e 0 caso contrdrio, isto é, h; se anula
nos pontos P; em que j # 4. Isto implica que ev(h,) = v for
v e ™.

Sejam S = X x Aj uma superfice e o anel de coordenadas

R[Z] = F[Xv Yv Z]/<XS -Y7-— Y>v

em que z denota a classe residual de Z no anel quociente.
Fixando um inteiro positivo m, chamado de multiplicidade,
definimos um ideal de R][z],

I’U,m = <Z - hv7n>ma

em que n = L

A fim de adaptar os resultados dos teoremas e lemas
apresentados por Lee e O’Sullivan [1] para a curva FKS foi
observado que na demonstragdo do Lema 4 [1], € necessario
considerar algumas mudancas, as quais sdo apresentadas a
seguir.

Lema 1: Seja m um inteiro positivo. Seja v um vetor de
F". Entdo,

dimzR[2]/(z = hy,m)™ =1 ( m;r 1 )

Seja € R com t = d(v, ev()). Entéo,

dimpR[z]/({(z — hy, )™ + (z — u)) = m(n —t).
Demonstragdo: Considere o ideal

I=(X*—Y9—Y)+(Z—H,, X" - X)™

O conjunto de zeros de I é denotado por V(I) =
{(ai, Bi,v:),1 < i < n}. Essencialmente, o que foi mostrado
em [1] é que, se (a,b,c) € V(I), entdo (a,b,c) = (o, Bi, vi),
para algum 1 < ¢ < n. Contudo, para a curva FKS & necessdria
uma verificacdo adicional para valores de a. Destacamos aqui
essa verificacdo.

Observe que, se (a,b,c) € V(I), como (X7 — X)™ € I
temos que a? — a = 0. Assim, a € F. Contudo, ao contrario
das curvas de Hermite, a curva FKS admite apenas s(¢+1)+
1 elementos possiveis na primeira coordenada de um ponto
racional P;. Entdo, é necessdrio verificar se (a,b,c) atinge
esse requisito. Portanto, desde que a € T, temos

a* — b —b=0= (a°— b —b) =a —b" — b =0 (5)

Se a® € GF(q) (que é a verificagdo necessdria mencionada),
entdo a ultima igualdade a direita pode ser reescrita como:

a® = b7 — b1 =0 (6)
Subtraindo a equagdo a esquerda em (5) de (6), obtemos
b —b)=0=b" —b=0=beF.

as—qu—bq—(as—

Entdo, (a,b) € F? é um ponto racional da curva FKS, para
algum 1 <i<ne (Z—-H,)™ €l = c=uv;.

Seja O(q, 8,,0,) 0 anel local K[X,Y, Z](x_a, v —p,,2—uv:)-
Assim como foi apresentado no trabalho de Lee e O’Sullivan
[1], o Teorema 2.2 no Capitulo 4 de Cox et al. [1] garante
que, como V(I) é finito, temos um isomorfismo natural

K[X,Y, Z]/1 = @ Oai 0 /1O Bi0:)-
i=1
Fixe o valor de 7 e o automorfismo
(X,KZ) = (X+ai,Y+ﬂi,Z+Ui)
induz o isomorfismo
O(Qi7Bi;U'i)/IO(a'i7ﬂi7'Ui) = O/IO,

em que O = K[X,Y, Z]<X,Y’Z>.
Substituindo (X, Y, Z) por (X +«;,Y +05;, Z+v;) na curva
X, obtem-se:

I = <(X+ai)s_Yq—ﬁg—Y—ﬂi>+<Z+AX+BK qu—X>m,

para algum A, B € K[X,Y]. Pela Proposicéo 2.11 em Cox et
al. [8], e como V(I') é finito e contém a origem, tem-se:

dimkO/I0 = dimx K[ X,Y, Z]|/I'K[|X,Y, Z]]
Observe que
(X +ai) = (Y +8) = (Y +5) =0

Utilizando o bindmio de Newton no termo (X + «;)® tem-
se:

(X"‘O[,L-)S: < S )XSOK»L'O""( ‘i )X81O[2++< z )XOOQS

S

(X‘FOQ)S = XS+< i > X571051'+' . +( s—1 > XOziSil‘FOziS

Pelo Teorema da Preparacdo de Weierstrass

YVi4Y - (X + o) + 68+ =YI+Y - X°—
s
1

s_l ..... _ S

) X o ( s—1
(Y — XP)U,

para algum P € K|[[X]] e a unidade U de K[[X,Y]].

Considere o ideal de K[[X,Y, Z]],

) Xo® ' —a® + B0+ Bi

I'K[[X,Y,Z]] = (Y — XP) + (Z,X)™.
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Assim K[[X,Y, Z]|/I'K[[X,Y, Z]] =
para todo ¢

dimx K[X,Y, Z)/I = n dimg[X, Z)/(X, Z)™ =

KX, Z|(X,Z)™,

dimx K[X,Y, Z)/T = n < m;l )

|
Teorema 2: Suponha que f € I,, seja ndo nula. Seja
w = degy(f). Se ¢ = ev(p) é uma palavra cédigo de C
satisfazendo d(v,c) < n —w/m, entdo f(p) =0 [1].
Considere a ordenagdo monomial necessdria para adaptacio
do Algoritmo I [1] conforme definimos a seguir. Seja {2 =
{2y 210 < 3,0 < j < ¢—1,0 < k} o conjunto de mondmios
de R[z]. O grau do mondmio x'y’2* é dado por

degy (z'y 2%) = qi + sj + uk
Para dois mondmios z?1y71 2k, x2q92 2%2 € (), definimos:
xllyhzkl >u xwyj'zzk'z’

se deg, (z1y712F) >, deg, (z%2y722%2) ou ky > k.

Analogamente ao algoritmo proposto por Lee e O’Sullivan
[1], definimos o @Q-polindmio do ideal I); como o unico
elemento em I, ,, com o menor termo lider com relagio a
ordena¢do monomial >,,.

Desse modo, pode-se observar que uma condi¢do importante
para a eficiéncia do Algoritmo I [1] é que a ordem total >,
definida em R = F'[z,y], deve também determinar uma ordem
monomial total no médulo livre (médulo que possui uma base)
R]z]; sobre F'[x], para a curva de Hermite. Contudo, observou-
se que ao aplicar o Algoritmo I para a curva FKS, se fixarmos
R[z]; como um mdédulo em F[z], a ordenagdo total de R =
F[z,y] ndo serd mantida em F[x].

Observe que o grau de y na curva FKS € igual a ¢, tal que
s<qg+1=s<gq,emque s é o grau de x. Desse modo, y
tem um grau maior que x. Portanto, para preservar a ordem
monomial >, devemos adaptar o Algoritmo I considerando
R[z]; como um mddulo livre em F'[y].

O anel R = [z, y] pode ser considerado como um mddulo
livre sobre F'[y] com uma base {1, z,--- , 2571}, Assim, R[2];
¢ um moédulo livre sobre Fly] com uma base {z72¢|0 < i <
L0<j<s—1}

Na construcdo do ideal I, ,,,; definimos 1 = yqz —yY,€eo0
conjunto de geradores de I, ,,; como um médulo sobre F'[y]
sera:

{27G;0<i<1;0<j<s—1}.

Na proxima secao € apresentado o algoritmo de interpolacao
para cdédigos FKS como uma adaptacio do Algoritmo I
[1] para cdédigos de Hermite de um ponto. Desse modo,
destacamos o Algoritmo II como nossa contribuicdo e, além
disso, apresentamos um exemplo que foi implementado com
o auxilio do software Macaulay?2.

III. RESULTADOS

Seja T = {(i,7)|0 < i < 1,0 < j < ¢ — 1}, ordenado
lexicograficamente. Entdo, {z72°|(i,j) € T} é uma base para
R][z]; como um F[y]-médulo. O indice de f € R[z]; é o maior

valor de (i,7) € T, tal que o coeficiente de 272" é ndo-nulo.
Observe que ind(x/G;) = (i,7). O peso de um elemento da
base 272% é ui + gj. Assim, se o termo lider, com relagfio 2
>, de f € R[z]; é y*272¢, entdo ind(It(f)) = (i, ).

Observe que o algoritmo atualiza o conjunto de geradores
até ind(lt(g,)) = r, para todo r € T. No final do algoritmo,
o conjunto atualizado de geradores € uma base de Grobner de
Iv,m,l-

A. Algoritmo II - FKS

O algoritmo encontra o elemento de I, ,,; com o menor
termo lider. o

Seja giij) = D jner Ui, (rn@ 2° para (i,5) € T
durante a execugdo do algoritmo.

Inicialmente, configure g; ;) < 2’ G; para (i, j) € T.

II1. Configure r < (0,0).

I12. Tome o sucessor de r. Se r € T, entdo prossiga. Caso
contrario, va para o passo II6.

113. Faca p < ind(lt(g,)). Se p = r, entdo volte ao passo
112.

4. Tome d < deg(arp) —
le(arp)le(app) .

II5. (a) Se d > 0, entdo faga

deg(app) € ¢ <

Gr < Gr — cydgp

(b) Se d < 0, entdo, armazene g, em uma varidvel
temporadria,
gp < 9gr

gr Y %9 — cgp

Volte para o passo II3.

I16. Saida g(; ;) com o menor termo lider, e termina o
algoritmo.

Exemplo 2: : Seja F um corpo finito com ¢? elementos, em
que ¢ = 3 e considere a curva FKS sobre F com s = 2. Sejam
os pardmetros u =7, [l = 2 e m = 2. A curva FKS sobre Iy
¢ dada por

22—y —y=0

SejaF = {0,1,a,a2,a% a* a® ab a’}. A base do espaco

linear L(uPy) serd {1,x,y, 22, zy,y?, xy*}.
Seja w a mensagem enviada, ev a palavra cédigo, e o vetor
erro € v a mensagem recebida:
w=1[1,0,c,0,0,0,0].
ev = [1,046,a,a7,0,043,0427a57a4,a7,0,a3,a2,a5,a
e=1[1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0].
v=[a,a’% a,a’,0,a 0% o’ at,a”, 0,0, 0% a’, al).
Usando o Algoritmo II construimos o seguinte ideal

4].

2

I?),2,2 - <G07 Gla G2>a
em que
Go = y'® + 10 + 2
Gl _ y23 o ay22 + y21 _ Oly20 + y17 + y15 _ Oéy14 + y13

+Zy9 *Oéylz fozy10+y7fozy6+y5 fzyfozy4+ozy2 — .
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G2 —_ y28+ay27+ay26 _ay25 _ay24+ay23 +ay22 —|—0¢y21

oy rayt® gt —aylT+azy P+ (—at 1)yt —zyl2—ay'®

razy + oy’ — ay'? — 2® + ay'! + ay'® + 248 — azy®
+(—a—1D)y 42y +2° —azy® —ay®+ oy +azy+(a—1)yt—2

—ay® + a?y? +ay + 1.

Para o ideal Iv72)2 = <G0,yGQ,G1,yG1,G2,yG2>,
determina-se uma base de Grobner e o polindmio minimal
desta base, que serd o polindmio interpolador.

Usando o Algoritmo II obtemos a base de Grobner:

g =y"C—z8+ay’ — ¥+ 22+ azy—z+ %y  +ay+1

g1 = xyw - zxys + cmcy9 — xyS +22z+ QZTY — 2T+ agny

+oary+x

g2 = 217 — ay'® —y? + 22y + azy? + a?yd —y

g3 = zygz - ozxylo — xyg + ZQIy + ozzzyQ + a2xy3 — 2y

g = 2292 + azy® + 202 + a2yt — ay® 4+ 42

gs = zgxy2 + az:ry3 + zxy2 + ozzsvy4 — a:ry3 + my2

O polindmio com menor termo lider é o g4. Logo,

Q = 2242 + azy® + 242 + a2yt — P + o2

A fatoragio do polindmio é @ = [z — (ay + 1)]2.

Portanto, z = ay + 1 € uma raiz de multiplicidade igual a
dois.

Observe que os coeficientes da raiz z = ay + 1 escrita
na base de L(uP,) dada correspondem & mensagem enviada
w=11,0,,0,0,0,0].

IV. CONCLUSOES

Algoritmos de decodificagdo de lista tém melhor desempe-
nho mesmo quando sdo necessdrias listas ”com apenas uma
palavra c6digo”, ou seja, em comparagdo com algoritmos de
decodificacdo unica, que sdo menos flexiveis. Nesse sentido, a
nossa contribui¢ao nessa pesquisa foi a adaptagdo do algoritmo
de decodificacdo de lista proposto por Lee e O’Sullivan [1]
para utiliagdo em cédigos obtidos sobre curvas FKS. Para isso,
observou-se que, no caso da curva FKS, em que s < ¢+ 1, é
necessdrio alterar a ordem monomial dos polindmios.

O algoritmo apresentado foi desenvolvido para cédigos de
um ponto. Para trabalhos futuros, estamos interessados em
adaptar o algoritmo de decodificacdo de lista para cédigos AG
multiponto obtidos a partir das curvas FKS, uma vez que tais
c6digos podem ter melhores pardmetros do que os codigos AG
de um ponto [18].
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