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Caracterizagao do Espectro em Sistemas OFDM
Considerando os Efeitos do Ruido de Fase

Paulo Ribeiro Lins Junior e Marcelo Sampaio de Alencar

Resumo— A transmissdo de miltiplos sinais ortogonais ¢ um
esquema utilizado por varios sistemas de comunicacoes atual-
mente. No entanto, osciladores reais podem gerar flutuacoes
de fase que provocam alargamento do espectro desses sinais,
podendo ocasionar interferéncia interportadora. Este artigo apre-
senta uma nova abordagem analitica para a caracterizacio
do espectro do sinal OFDM, considerando o ruido de fase
dos osciladores. Sao deduzidas expressdes para a funcio de
autocorrelacio e a densidade espectral de poténcia para trés
casos, ruido de fase com baixa, média e alta varidncia, com
base na metodologia desenvolvida por Alencar [1]. Simulacdes
sdo usadas para avaliar os resultados analiticos, considerando
formatos diferentes de pulso do sinal modulante.

Palavras-Chave— OFDM, Ruido de Fase, Espectro, Analise
Estocastica.

Abstract— The transmission of multiple signals that are mutu-
ally orthogonal is widely used for many communications systems
today. However, real oscillators generates phase fluctuations that
cause broadening of the spectrum of these signals, causing
intercarrier interference. This paper presents a new analytical
approach for the characterization of the OFDM subcarriers
spectrum, considering the phase noise of oscillators. Expressions
are derived for the autocorrelation and power spectral density for
three cases, low, medium and high variance of the phase noise,
based on the methodology developed by Alencar [1]. Simulations
are used to evaluate the analytical results, considering different
pulse formats.

Keywords— OFDM, Phase Noise, Spectrum, Stochastic Analy-
sis.

I. INTRODUCAO

A multiplexacdo por divisdo em frequéncia ortogonal
(OFDM - Orthogonal Frequency Division Multiplexing) é
uma técnica de transmissdo multiportadora cujas subporta-
doras sdo ortogonais. Essa caracteristica faz com que exista
a possibilidade de sobreposi¢cdo dos sinais no dominio da
frequéncia sem causar interferéncia entre as subportadoras,
tornando desnecessario o uso de banda de guarda entre as
subportadoras e melhorando a eficiéncia espectral [2].

O conceito de transmissdo de multiplos sinais ortogonais
entre si no dominio do tempo como forma de melhorar a
eficiéncia do sistema foi originalmente proposto por Robert
W. Chang em seu artigo seminal intitulado Synthesis of Band-
Limited Orthogonal Signals for Multichannel Data Transmis-
sion [3]. O termo OFDM, no entanto, s6 foi utilizado pela
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primeira vez na patente requerida pelo préoprio Chang em
1970 [4].

Em 1969, J. Salz e S.B. Weinstein propuseram o uso de
transformada discreta de Fourier (DFT - Discrete Fourier
Transform) [5] em vez dos entdo convencionais bancos de
geradores senoidais e demoduladores, o que diminuiu consi-
deravelmente a complexidade de implementagdo dos modems
OFDM. O uso do prefixo ciclico foi proposto somente em
1980 [6].

Também em meados da década de 1980, o OFDM comecou
a ser considerado para aplicagdes praticas de transmissdo sem
fio. Em 1985, Cimini apresentou, pela primeira vez, resultados
analiticos e experimentais do uso de OFDM, implementado
com DFT, para combater os efeitos da interéncia co-canal
e do multipercurso em um sistema de comunicagdes maéveis
digital [7].

A Figura 1 apresenta o esquema de um transmissor OFDM.
Nessa arquitetura, um fluxo de dados serial incidente na
entrada do transmissor é convertido em N fluxos paralelos
¢i. i € {1,2,3,...,N}. Os dados sdo entdo aplicados a
moduladores correspondentes a cada uma das subportadoras.
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Fig. 1. Diagrama conceitual do transmissor OFDM.

Dessa forma, cada subportadora pode ser representada
por [2]

sk(t) = ci(t) - q(t) - 72, (1)

em que £k = 1,2,3,..., N, sendo N o nimero de subporta-
doras, ci(t) é a informagdo da k-ésima portadora e ¢(t) é a
funcdo que representa o formato do pulso.

O sinal na saida do modulador mostrado na Figura 1 é dado
por
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A condicdo de ortogonalidade do OFDM ¢ a diferenca entre
as frequéncias de duas subportadoras adjacentes k e [ seja

1
fk_fl:nf k7le{152737"'7N}7 (3)

em que T é o tempo de duragdo do simbolo OFDM.

A possibilidade de sobreposi¢do das subportadoras no
OFDM, idealmente sem interferéncia interportadora, deixa o
sistema susceptivel a efeitos de dispersdo, que podem acarretar
alargamento do espectro das portadoras transmitidas.

Uma das principais causas desse alargamento é o ruido
de fase gerado por osciladores. Osciladores praticos ndo sio
ideais e, portanto, sdo susceptiveis ao surgimento de ruido de
fase, uma flutuagdo aleatéria da fase da portadora. A literatura
apresenta diversos modelos para a caracterizacdo de ruido
de fase no sistema OFDM, alguns considerados clédssicos e
comumente usados no projeto de esquemas de monitoramento
ou mitigacdo do ruido de fase. Pollet et. al. apresentam um
modelo para taxa de erro de bit em sistemas OFDM sobre um
canal aditivo gaussiano, considerando desvio de frequéncia e
ruido de fase com distribui¢do de probabilidade de Wiener [8].
Tomba analisa o desempenho no receptor, considerando quatro
esquemas de modulagdo para as subportadoras e ruido gaus-
siano [9]. Armada apresentou uma andlise do desempenho de
sistemas OFDM considerando a presenca de ruido de fase
e estudou a dependéncia do nidmero de subportadoras na
manutengdo do desempenho do sistema [10].

Todos esses modelos t€ém pontos em comum: a aproximacao
para pequenos sinais, no intuito de simplificar os célculos e
a considerac¢do de que o ruido de fase tem uma distribuicio
gaussiana. Essa abordagem pode ser util em alguns casos,
mas alguns trabalhos mostram que a considera¢do sobre a
distribuicdo de probabilidade gaussiana para o ruido de fase
responsavel pela interferéncia interportadora nio € vélida para
todos os casos [11]. Além disso, ndo ha garantias fisicas de
que osciladores gerem apenas flutuacdes de fase com pequena
variancia [12].

Este artigo apresenta uma nova abordagem analitica para
a caracterizacdo do espectro do sinal OFDM, considerando
como significativas as flutuacdes de fase geradas por oscilado-
res ndo ideais. Sdo deduzidas expressdes para a funcdo de au-
tocorrelac@o e a densidade espectral de poténcia usando teoria
de processos estocdsticos, com base na metodologia proposta
por Alencar, originalmente para a caracterizacdo de espectros
de sinais modulados em frequéncia [1]. O modelo considera
trés casos, ruido de fase com baixa, média e alta variancia, e
¢é vélido para qualquer distribuicdo de probabilidade do ruido
de fase, sendo, por isso, generalista.

O restante do artigo é arranjado da seguinte forma. A
Secdo II apresenta o modelo desenvolvido nesse trabalho,
mostrando na Subsecdo II-A as expressdes de autocorrelacio
e densidade espectral de poténcia para o ruido de fase com
baixa varidncia, na Subsecdo II-B, para o ruido com média
variancia e na Subse¢do II-C para o ruido com alta variincia.

A Secdo III apresenta resultados de simulag¢éo usando Python,
e sdo mostrados grificos da densidade espectral de poténcia
de uma subportadora para vérios formatos de pulso e para os
trés casos considerados no estudo. Na Secdo IV sido feitas as
consideragdes finais sobre os resultados obtidos no trabalho e
as potencialidades do modelo para diversas aplicacdes.

II. MODELO ESTOCASTICO PARA O RUIDO DE FASE EM
SISTEMAS OFDM

O sinal na saida do modulador apresentado na Figura 1
para um sistema OFDM com subportadoras moduladas em
quadratura é dado por [13]

M=

s(t) =) si(t) “)

k=1

em que s (¢) sdo sinais aleatérios que podem ser escritos como

s (t) = by (t) - cos(wit + 0(t) + @)

5
+ dy,(t) - sen(wyt + O(t) + @), ®)
e b (t) e di(t) sdo os sinais modulantes, definidos como
be(t) = > br-qt—mT}) e (6a)
di(t) = Y di-q(t —mTy), (6b)

podendo ser correlacionados ou ndo, ¢ € a fase inicial,
uniformemente distribuida no intervalo (0, 27) e independente
dos sinais modulantes e #(t) representa o ruido de fase, um
processo estocdstico estaciondrio no sentido amplo com média
zero e independente dos sinais modulantes.

A func¢do de autocorrelagdo para a subportadora modulada
em quadratura s (t) é definida como

Ry (1) =E[sp(t)sp(t + 7)]. 7

Substituindo (5) em (7) e seguindo os passos descritos
em [13] obtém-se

‘E [cos(wm' +O(t+7) - 9(15))}

®)
+ (RBD(T) — RDB(T)>

2
‘E {sen(wm +0t+T1)— G(t))} ,

em que Rp(7) e Rp(7) sdo as autocorrelacdes dos sinais
bi(t) e di(t), respectivamente e Rpp(7) e Rpp(T) suas
correlacdes.

Se os sinais b (t) e dy(t) forem descorrelacionados, entdo
Rpp(t) = Rpp(1) =0 e, portanto,
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Ry (1) = (EWRDM>~E [cos(wkr—l—ﬂ(t—kr)—ﬁ(t)) .

2
)
Para uma andlise completa, deve-se considerar diferentes
poténcias do ruido de fase no laser. Para cada caso, a auto-
correlacdo e a densidade espectral de poténcia sdo obtidos a
partir da Equacao (9), seguindo a metodologia descrita em [1].

A. Caso I: Ruido de fase com pequena varidncia

A fungdo de autocorrelagdo do sinal si(t), considerando
ruido de fase com baixa varidncia, pode ser encontrada a
partir da expansdo do cosseno da Equacdo (9) em uma série
de Taylor, considerando somente os primeiros termos. Apds
alguma manipulacdo matemadtica é possivel encontrar

Ry (1) = (W) <lRe(0)+Re(T)>COS(wkT)’

(10)
em que Ry(7) é a autocorrelagdo do ruido de fase.
A transformada de Fourier da Equacgdo (10) fornece

Sic(0) = 3= (Sn 00) + Splw 2w

4r
* <27r(1 — Rp(0))6(w £ wy) + So(w £ wy)
1D

em que S(wEwy) = S(w—wk)+S(w+Hwg), Sp(w), Sp(w) e
Sp(w) sdo as densidades espectrais de poténcia de by (), dj (%)
e 0(t), respectivamente, §(w) é a fungdo impulso e * denota
convolugdo.

B. Caso II: Ruido de fase com média varidncia

Para o caso do ruido de fase com média varidncia, sdo
considerados mais termos da expansdo em série de Taylor
usada no caso anterior e a autocorrelacdo é dada por

Rk(1) = (RB(T) —;RD(T)> - cos (wgT)

: (2 +2Ry(7) — 2R(0) + [Ro(r) — Rg(O)]z)
(12)

A densidade espectral de poténcia para esse caso pode ser
escrita como

Sic(r) = 2 (SB(wiwk)—i—SD(wiwk))
< I—Rg 6(wj:wk) +259(wiwk) (13)

+ [So(w + wy) — 27 Ry(0)6(w + wk)]2> .

C. Caso IlI: Ruido de fase com alta varidncia

A incorporagdo de mais termos na representagdo em série de
Taylor permite obter a funcdo de autocorrelacdo e a densidade
espectral de poténcia para o caso do ruido de fase com grande
variancia. No entanto, um conjunto grande termos dificulta a
interpretacdo do resultado obtido.

Como alternativa é usada uma abordagem proposta por
Alencar em [1] usando o teorema de Woodward, que afirma
que a densidade espectral de poténcia de um sinal modulado
em frequéncia com alto indice de modula¢do é determinada
por sua funcdo densidade de probabilidade [14].

Para esse caso, seguindo os passos descritos em [1], a
expressdo para a autocorrelagdo da subportadora é dada por

(14)
. ((I)o, (7—)647@.}07— + (I)g/(—T)e_ijT>

em que Py (7) é a fungdo caracteristica da derivada do ruido
de fase e a densidade espectral de poténcia do sinal é dada
por

1
Sk(w) = 2<Sg(w twi) + Splw :i:wk)> * o (w &+ w),
(15)

em que pg(-) é a fun¢do densidade de probabilidade da
derivada do ruido de fase.

III. RESULTADOS E DISCUSSOES

As expressdes apresentadas em (11), (13) e (15) apresentam
a operagcdo de convolugdo, cujo efeito é o alargamento do
formato do espectro. Para observar esse efeito, simulou-se
uma subportadora do sinal OFDM, obtendo seu espectro,
considerando uma distribui¢do gaussiana para o ruido de fase.
A simulacdo € feita usando as bibliotecas numéricas NumPy
e SciPy da linguagem Python, e sdo considerados multiplos
formatos de pulsos no sinal modulante, baseados no pulso do
tipo cosseno levantado, definido como [15]

1 , |t| < (1 _ZB)Tb
=41, _  (rl=T/2) = (1-8)T,
q(t) 5 [1 cos< AT, + > )|t > 5
0 ,€aso contrario,
(16)

em que T3 é o tempo de duragdo do pulsoe 0 < 3 < 1 é o fator
de ajuste do pulso, chamado de fator de roll-off. Os formatos
dos pulsos considerados nas simula¢des sd@o mostrados na
Figura 2, para quatro valores de f3.

As Figuras 3, 5 e 7 mostram os graficos da densidade
espectral de poténcia de uma subportadora OFDM consi-
derando ruido de fase com baixa, média e alta varidncia,
respectivamente, para quatro formatos de pulso diferentes,
baseados no cosseno levantado.
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Fig. 2. Pulso com formato do cosseno levantado para diferentes valores do
fator de ajuste 3.
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Fig. 3. Densidade espectral de poténcia de uma subportadora considerando
diferentes formatos de pulso para valores diferentes de 3 e ruido de fase com
baixa varidncia.

No grafico da Figura 3 é possivel ver que, para esse caso, o
formato do espectro do laser aproxima-se de uma curva do tipo
1/f2, descrevendo um espectro lorentziano. Essa aproximacio
de pequenos sinais € comumente a considerada na maioria dos
modelos.

Como ilustrado no gréfico da Figura 5, a medida que a vari-
ancia do ruido de fase aumenta, o espectro da portadora alarga,
comportamento descrito pelas equagdes da se¢do anterior.

Para o caso do ruido de fase com grande variancia, conforme
mostra a Equacido 15, o formato do espectro do laser converge
para a funcdo densidade de probabilidade da derivada do ruido
de fase. Isso significa que, para uma distribui¢do gaussiana do
ruido de fase, o formato do espectro do laser também serd
gaussiano, como ilustrado no grafico da Figura 7.

Os graficos das Figuras 4, 6 e 8 s3o uma ampliacdo de
partes dos graficos das densidades espectrais de poténcia, para
enfatizar o efeito do formato do pulso no alargamento do
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Fig. 4. Ampliacdo do gréfico da densidade espectral de poténcia da Figura 3,
enfatizando o efeito do formato do pulso na largura espectral da subportadora.
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Fig. 5. Densidade espectral de poténcia de uma subportadora considerando
diferentes formatos de pulso para valores diferentes de 3 e ruido de fase com
média varidncia.

espectro. E interessante perceber que quanto menor for o valor
do fator de ajuste 8 do formato do pulso, ou seja, quanto
mais proximo do formato retangular for o pulso, maior o
alargamento observado.

Também € possivel perceber que, para o caso em que o ruido
de fase tem pequena varidncia, o alargamento do espectro é
influenciado principalmente pelo formato do pulso. A medida
que a variancia do ruido de fase aumenta, ele passa a ser o
principal influenciador no alargamento do espectro do sinal.

IV. CONCLUSOES

z

O principal objetivo deste artigo € apresentar uma nova
abordagem analitica para a caracterizag¢do do espectro do sinal
OFDM, considerando como significativas as flutuagdes de
fase ocorridas, como efeito do uso de osciladores nao ideais.
Uma formulacdo tedrica para a funcdo de autocorrelacio

z

e a densidade espectral de poténcia é apresentada, usando
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Fig. 6. Ampliacdo do gréfico da densidade espectral de poténcia da Figura 5,
enfatizando o efeito do formato do pulso na largura espectral da subportadora.
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Fig. 7. Densidade espectral de poténcia de uma subportadora considerando
diferentes formatos de pulso para valores diferentes de /3 e ruido de fase com
grande variancia.

processos estocdsticos, baseada na metodologia desenvolvida
por Alencar [1]. O modelo considera trés casos, ruido de fase
com baixa, média e alta varidncia, e ¢ valido para qualquer
distribuicdo de probabilidade do ruido de fase, sendo, por isso,
generalista.

Esse modelo pode ser usado para o desenvolvimento de
métricas de desempenho baseadas na largura de banda eficaz
a partir da qual pode-se estimar o efeito da interferéncia
interportadora. Tal abordagem € util tanto na constru¢do de
modelos de simulacdo mais realisticos quanto no desenvolvi-
mento de abordagens de mitigacdo dos efeitos do ruido de

fase.
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Fig. 8. Ampliacdo do gréfico da densidade espectral de poténcia da Figura 7,
enfatizando o efeito do formato do pulso na largura espectral da subportadora.
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