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Interpola@o dibica: uma aalise que considera
iInformagdes do processo de aquiicda segencia
a ser interpolada.

Eric Magalhaes Delgado e Max H. M. Costa

Resume— Neste artigo, analisa-se o processo de interpofag
clbica, utilizando informacao do processo de aquis#p da
seqlencia a ser interpolada como uma forma para definir o
filtro cubico. Tal analise permite a obten@o de relages entre o
parametro a do filtro e a fungao de autocorrelag@o da seq@ncia
a ser interpolada que minimizam o erro nedio quadratico (MSE)
para diversos fatores de interpolaéo e modelos de degradd@p do
processo de aquisi@o da seg@ncia a ser interpolada. Verifica-se
que, assintoticamenteq tende para—2/3 ou —1, 2, dependendo
do modelo de degradago adotado.
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Abstract—In this paper, the cubic interpolation process is
analyzed. We use information about the acquisition processf
the sequence to be interpolated to set the cubic interpolain
filter. This analysis provides relationships between the fier
parameter a and the autocorrelation function of the sequence to
be interpolated which minimize the MSE for many interpolation
factors and degradation models of the acquisition processfo
the sequence to be interpolated. We note that in the limit,
the parameter a tends to —2/3 or —1,2, depending on the
degradation model.
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continua sendo objeto de diversos estudos académicak) ten
implementacdes em operacOes de rotacdo e trauwslde”
imagens, de reconhecimento de identificacdo de respostas
impulsivas de canais [3], entre outras areas.

Neste artigo, analisa-se 0 processo de interpolacaiwa;iib
utilizando informacao do processo de aquisicao da é&secja
a ser interpolada como uma forma para definir o filtro cubico.
Tal analise permite a obtencao de relacdes entre anpetro
a do filtro e a funcdo de autocorrelacdo da sequéncia a
ser interpolada que minimizam o MSE para diversos fatores
de interpolacdo e modelos de degradacao do processo de
aquisicdo da sequéncia a ser interpolada. Assintogogam
a tende para—2/3 ou —1,2, dependendo do modelo de
degradacao adotado.

Filtros com tais parametrogs sao aplicados a imagens
tipicas, fornecendo bons resultados quantitativos.

Il. RECONSTRUGRO
A. Descri@o

A reconstrucdo de um sinal continuo & o processo inverso
ao processo de amostragem, ou seja, & o processo deabteng”™

. de uma fungdo continua(s) a partir de suas amostrag.
|. INTRODUCAO A reconstrugdo perfeita de um sinals) s6 & possivel

Keys propds em 1981 uma familia de filtros cUbicos dguando este & limitado em faixa, ou sefa(j§?) = 0 para
interpolagdo. A sua justificativa era que se tratava de und > Qas, e 0 periodo de amostragem obedece a inequacao
solucao para o problema computacional decorrente dessacelo < 7/.
de dados vinculados as imagens digitais, quando eram4impleNeste trabalho, adotam-se as seguintes suposi¢des: a
mentadas operacdes de mudanca de resolucao ou dedamrefrequéncia maxima de(s) & Qs = = rad/s e o periodo de
de distorcdes espaciais [1]. amostragem & = 1s.

Tal problema, aparentemente, foi resolvido. Novos pro- A relagdo entre a funcdo continués) e suas amostras;,
cessadores conseguem, por exemplo, interpolar 60 quadratada por
por segundo de uma imagem televisiva de baixa definicao
com 640 x 480 pixels transformando-a numa imagem de alta
definicdo. Sao operagdes que envolvem acessos a fiaeend
operacdes de soma e produto de mais de 18 milhdesxdes
por segundo. No caso da interpolagéo clbica, cada amo§gndoh,(s) o filtro de reconstrucao.
interpolada & obtida por meio de trés somas, quatro posdut Como caracteristica desejada do processo de recoasfrug”
e oito acessos a memoria. os valores do sinak(s) nas posicdes inteiras devem coincidir

Isso, contudo, n&o tornou a sua familia de filtros cubic6®m os valores das amostras da sequéngjasto &,z(s =
de interpolacdo obsoleta. Muito pelo contrario, aleemmsg k) = x[k]. Em consequéncia, o filtro de reconstrugdo deve
tornar um padrao no campo de interpolagio de imagem [RRSSUirh,.(0) =1 e h,.(£) =0 V¢ € Z*.

O processo de recontrucao esta vinculado a uma reswlug”™

Eric Magalhdes Delgado trabalha na Agéncia Nacional dgfinjta, uma vez que & obtido um sinal continuo na saida. N
Telecomunicacdes (Anatel); Max H. M. Costa & professssoeiado .. . ~ - ,
da Universidade Estadual de Campinas (Unicamp). E-mai€Ntanto, na maioria das aplicacdes, o objetivo & aumenta
eric.mdelgado@gmail.com, max@fee.unicamp.br. resolucao de uma sequénaig por um fator finito e inteiro

x(s) = Z x[k)h,(s — k) ,

k=—o0
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L, o que facilita sua implementacao. Trata-se de processo [1], podendo, portanto, reconstruir qualquer polindngo d
conhecido como interpolacao e seu diagrama de blocas est” segundo grau.

representado na Fig. 1. Inicialmente sao inserifas- 1) - Quandoa = —2/3, h¢ minimiza os erros dos processos
amostras nulas entre cada amostrazgeA sequéncia resul- de discretizacédo e reconstru¢cao para imagens dongnada
tante z. ;, €, entdo, filtrada para obtencao dg, sequéncia por bordas [5].

com resolucad. vezes superior a resolucao dg. - Quandoa = —3/4, he possui2? derivada continua.

- Quanda:x = —1, todos os coeficientes dg: sao nUmeros
inteiros. Alem dissojc possui taxa de decaimento em
M s = 1 igual a do filtro de reconstrucao idefaj.
k Yek U - Quandoa = —4/3, a transformada de Fourier de: se
desvia minimamente da transformada de Fourieh.gde
[6].
Para uma analise de filtros de reconstrucao, inclusit®su
vide [7-13].

Fig. 1. Interpolacdo da sequéncia por um fator inteiroL.

Pode-se mostrar que o filtro de interpolagao & uma vergdgoritmos derivados dec,
discreta do filtro de reconstrucao, ou seja,
I1l. O MODELO DE DEGRADACAO DO PROCESSO DE

hi[k] = hy(s) o 2 AQUISICAO DA SEQUENCIA A SER INTERPOLADA

com periodo de amostragem=T(1/L). Na Fig. 1 é apresentado o diagrama de blocos do processo

/.

de interpolagdo por um fatof.. Nela ndo & explicitada,
contudo, como se da o processo de aquisicao da sequéncia

B. Filtro Clibico de Reconstrap a ser interpoladay,. Vide a Fig. 2.
O filtro de reconstrucado ideal & um filtro passa-baixa com

ganho DC unitario e frequéncia de cofe: = = rad/s. A Ve Processo de aquisigao

ial do fitro d 30 ideal & daul —>  da sequéncia v 1 LA
resposta espacial do filtro de reconstrucao ideal & a ey(s) a sequéneia x; X i u

k k
3).
- sin (7s) Fig. 2. Interpolacdo da sequéncig por um fator L, considerando o seu
hB(S) - s ,seR (3) processo de aquisicao.

Tal filtro possui resposta com regidao de suporte infinita,
nao sendo, portanto, realizavel. Aproximacdes pofiiais sao ; “ il ,
utilizadas para viabilizar sua implementacio pratiemdo as Uransformacdes a que um sinal continyos), ou uma
mais comuns a de ordem 0. a linear e a clbica sequénciayi, sao submetidas. Transformacdes essas que,

A aproximac&o polinomial de ordem 0 & dada por (4), sen@§"@imente, podem ser modeladas matematicamente.
conhecida usualmente comgtodo do vizinho mais pxima S Perdas que poderao ocorrer, decorrentes desse prpcesso

dependem ndo sb das caracteristicas do gjii4), ou da

P

De forma geral, a sequénciar, € resultado de

hix(s) = { 1 se—31< o< . (4) sequénciay;, mas da natureza das transformacoes.
0 caso contrario Por essa razdo, a informacao do processo de aquisicdo
A aproximacao polinomial linear & definida no interval§@ sequénciaz;, obtida por meio de algum modelo de
|s| < 1, sendo dada por (5). degradacao, pode ser (til para a operacao de intedmlga
gue, assim, a escolha do filtro pode ser feita com objetivo de
hi(s) = { 1=ls| sefs| <1 (5) Mminimizar alguma medida de distorcao, como o MSE.
0 sels| 21 Por simplicidade, considera-se que a natureza do sinal
A aproximacao polinomial cUbica é definida no dominié discreta e que o modelo de degradacao do processo de
|s| < 2, sendo dada por (6). aquisicdo & um filtroHy(z) em cascata com o operador

] DownSampling
1—(a+3)|s|?+(a+2)|s|? se|s| <1

hc(s) = —4a+48a|s|—5als|*+als|® sel <|s| <2 . (6)
0 sels| > 2 R I S R
L , —— -, M - H,(2)
Trata-se de uma funcado interpoladora, continua, ddm Y. [ =--=-* -=---=¢ X uy
derivada continua e ganho DC unitario. O grau de liberdade

P

€ representado pelo parametroe varios sao 0s conceitos
utilizados para determinar o seu valor. Fig. 3. Modelo de degradacao do processo de aquisicEeaiz&nciar,.

- Quando-3 < a < 0, as concavidades de- ems =0 _ B
e s = 1 s@o iguais as do filtro de reconstrucao idegl Os casos mais comuns s&o:
[4]. - QuandoM = 1, as sequénciag, € x; possuem a

- Quandoa = —1/2, h¢ reconstroi os trés primeiros mesma resolugdo, ndo sendo, portanto, possivel avalia
termos da expansao em série de Taylor do sir(a) guantitativamente o desempenho do filtro de interpolacao
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ja que a sequéncia de saida do procesgopossui coma; = a—1 = (20 — 2a)/27, as = a_9 = (7 — 4a)/27,
resolugcao superior a sequéngia ay=a_g=4a/27T € a5 = a_5 = 2a/27.
- QuandoM > 1, as sequénciag;, € z; nao possuem a Quandok ® 3 =0, o MSE = 0.
mesma resolucao. So é possivel avaliar quantitatvaen  E possivel mostrar que quandeb 3 =1 ouk & 3 = 2,
o desempenho do filtro de interpolacdo se os fatores de

interpolac@o e dizimacao forem iguais, ou sédjas= M. MSE = Ry[0)(1+ai+ai+ai+ad)+Ryy[1)(-201)+
- QuandoM =L eM # 1, as sequénciag. e u; possuem Ryy [2](—202)+Ryy [3] (201 cva +2a1 cvg + 22005 )+
a mesma resolugao; A sequénaig e, na verdade, uma Ryy [4](—204)+Ryy [5](—2005 )+
estimativa da sequéncig,, podendo ser representada
Ryy [6](2a1 s +2a2a4)+Ryy [9](2asas)

Como gy.

Ressalta-se que quandd > 1, Hy(z) deve ser um filtro
passa-baixa com frequéncia de corte minima igual.a= parar, > 4 a obtengio da expressio algébrica que relaciona
(m/M)rad. Caso contrario, havera sobreposicao espectral P§sg e o parametra & muito complexa.
processo de aquisicao da sequéngia

Com objetivo de minimizar uma medida de distor¢éo entre
as sequéncias; e v, analisou-se apenas os casos em e A versio confnua de Hy(z) & a aproximago polinomial
M=LeM#1. de ordem 0O do filtro passa-baixa ideal & = L

_ - Diferente do apresentado na Sec.lll-A, este modelo de
AH()(Z)—leM—L ~ . .

. degradacao contempla um filtro passa-baixa, o que, a depen
~QuandoHy(z) = 1 e M = L, o diagrama de blocos ya5 caracteristicas espectrais da sequéncipossibilitara di-
llustrado na Fig. 3 assume a forma ilustrada na Fig. 4. mjnuir a energia vinculada & sobreposicao espectralteste
da aplicacao do operad®ownSampling

Ressalta-se que este filtro passa-baixa, contudo, na maiori
yk_"“":_%__L_f“‘ o H(2) 5, das aplicagdes n&o possui um bom desempenho. Consiguén
de ser derivado da aproximacao polinominal de ordem 0 do
filtro ideal.
Fig. 4. Caso em quélp(z) =1e M = L.
Paral = 2,

Para = 2 o filtro de interpolacdo possui 7 coeficientes,

. P ~ . . Yk , sekd2=0
uma vez que esse filtro & uma versao discreta do fitro de . _ yk(+yk+l+2 o sek®
reconstrugido com periodo de amostragdmL). Sao eles: Yo =y crleoat2untyen

o2 (Yr—3+Yk—2+Ykt+3+yrta) , S€kB2=1

hgo = 1, hoy = hp = (4—@)/8, h_o = hy = 0 e
h_3 =hs=a/8. coma; = (4—a)/8 eas =a/8.

Apbs a convolucdo desse filtro com a sequéncia resaltant g possivel mostrar que quandas 2 = 0,
dos operadoreBownSamplinge UpSampling encontra-se
~ Yk , Sekd2=0

Yk =
{ a1(Ye—1+Yet1)toz(Yp—s+yrts)  sekdH2=1 Quandok @2 =1,
coma; = (4—a)/8 eas =a/8.

MSE = (Ryy [0]_Ryy[1])/2 :

A sequéncia errey, definida como a diferencgy, — 4x, & MSE = Ry [0)(1-artaf+ad)+
dada por Ryy[1](—2a1+303/2+a100+03 )+
0 , sekH2=0 Ryy[2](—a1—az+ai+2a1az)+
k= { '!/k'_|:0¢1('!/k—1+yk+1)+a2(yk—3+yk+3):|  sek@2=1 Ryy[3](—202+07/2+20102) +
Quandok & 2 = 0, 0 MSE = 0. R ld)(2+20102) Ry (03 / 2 ara2)
Quandok @2 = 1, por outro lado, supondo que a sequéncia Ryy [6](a3)+Ryy [7](03/2) -

yr € um processo estacionario no sentido amplo,

MSE = Ry, [0](1+203+202)+Ry,[1)(—4a1)+ Paral > 3 a obtencao da expressao algébrica que relaciona
Ryy [2](207 +4a1az)+Ry, [3](—4az)+ 0 MSE e o parametra & muito complexa.
Ryy[4](4a1a2)+Ryy [0](20‘%) :
C. A versio confnua de Hy(z) & a aproximago polinomial
Paral = 3, realizando as mesmas operagdes matematidaear do filtro passa-baixa ideal e/ = L

descritas no caso em que= 2, acha-se O filtro passa-baixa deste modelo de degradacio possui,
Uk , sek®3=0 comumente, um desempenho melhor do que o filtro objeto do
Uk = @1k 1+0ayk_ata oypiota_syrys  sekd3=1 , modelo de degradacao apresentado na Segc. IlI-B. Isigupor

QsYr—s+ooyp—2+0_1Ypt1+a—_aYrys  S€ED3=2 € derivado da aproximacao polinominal linear do filtread
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Paral = 2, 3
N N _ = al
(Ye—11+2Yk+yrt1)/4 » Sek®2=0 s —a,
Tk = a1 (Yr—2+2Yk—1+2Yk+2Yk+1+Yr42)+ |
a2 (Yk—at2yr—3+Yr—2+tYrr2+2yki3+yrta) , SEkO2=1

coma; = (4 —a)/32 € az = a/32.
E possivel mostrar que quanéap 2 = 0,

MSE = (6Ry [0]~8Ryy [1]+2Ryy [2]) /16

Quandok & 2 =1,

- . . . . .
MSE = R,,[0)(1—4a;+140?+1203+4a1a2)+ —99 66 33 Op 33 66 99

Ryy[1](—801 +24ai+1603+16a100)+

Ryy[2](—401 —4as+16a7+4a3+28a1 a2 )+ Fig. 5. Caracteristicas. x p para os diversos modelos do processo de

5 aquisicao da sequéncia a ser interpolada.

Ryy [3](—8a2+8ai+32a10s )+

Ryy[4](74a2+2a?+2a§+28a1a2)+

Ryy [5](8a2+16a1 a2 ) +Ryy [6] (1203 +4ar az )+ Deve-se observar que o0s parametuigse a5 sdo obtidos

uando o modelo de degradacao & formado apenas pelo
Ryy[7)(803)+R,, [8)(203) . a gradag P P

operadoDownSamplingnao possuindo um filtro passa-baixa.
As convergéncias dessas curvas nao proporcionam valores
ParaL > 3 a obtencdo da expressao algébrica que relaciomige se aproximam dos comumente utilizados, os quais foram
0 MSE e o parametra & muito complexa. explicitados na Seg.llI-B.
Ja os parametras; e a; sao obtidos quando o modelo de
D. O filtro clUbico de interpolago 6timo para cada modelo degradacao & formado_pelo fiItrq pass_a—baixa em c_:asoata ¢
o operadoiDownSamplinglsso diminui a energia vinculada

de degrada&o N . O
. _a sobreposicdo espectral, fornecendo, assintotice@mners
Foram apresentadas as relacdes entre o MSE e o para”\‘féfé‘resz/S e_1.9.

a para diversos modelos de degradacao, com diferentesfiltr
passa-baixa e fatores de interpolacéo.

Ao minimizar o MSE em relacao ao parametralo filtro
de interpolagao clbico, ou seja, forcar a condigao

B. Operag@o de aumento da taxa de amostragem de uma
imagem considerando inform&p do processo de aquisiQ
da imagem a ser interpolada

OMSE : . :
=0 Implementou-se o diagrama de blocos ilustrado na Fig. 3,

da objetivando validar a convergéncia das equacdes dascera

e confirmar que sua segunda derivada & positiva, acha-se.g | especialmente no caso em que o parametrende
valor do parametra do filtro cUbico 6timo. ara—,l 9
, 2.

- ~ : R p
Na Tab. | estao as equacdes que relacionam o parametro gqram yilizadas dez imagens com diferentes caracteassti
do filtro Eie {nterpolagao cUbico e a funcao de autodacgo espaciais, entre elas as classiBaboon Lenae Peppers
da sequéncigy. Na Tab. Il estdo os resultados de diversos algoritmos
de interpolagdo quando o filtro passa-baixa do modelo de
IV. RESULTADOS degradacdo da sequéncia a ser interpolada e derivado da
A. Anélise das caractdsticasa™ x p aproximacao linear. Para todas as dez imagens, o MSE é
dginimo quandoz = —1, 2.
Tais resultados validam a possibilidade de se modelar ima-

se aplica a imagens com poucas regides de transicoes, &GS COM poucas regides de transicbes como resultados de

.. ~ . ;. i a 1ci 3
a ressalva de que o coeficiente de correlagio seja proaimg Sistema AR d&® ordem com o coeficiente de correlagao
unidade [14] probximo a unidade, além de confirmar a convergéncia daacur

Caso a sequéncig, possa ser modelada como resultado
um sistema AR de“ ordem, R, [k] = pl*lo2. Tal modelo

Dessa forma, & possivel tracar as caracteristitas p, as %4 * /-
guais podem ser vistas na Fig. 5.

Dessas curvas sao extraidas informacdes relevantes. V. CoNCLUSAO

- Os parametros; e a3 pertencem ao intervalg-3;0] Neste artigo, investiga-se o processo de interpolacao
guandop > 0,66 e no limite, quandg — 1, tendem a clbica, utilizando-se informacdo de modelo estimadma pa
0 e a—0, 16, respectivamente. as transformagdes matematicas que produzem a sequ&nci

- O parametra pertence ao intervalp-3; 0] quandop > ser interpolada. Isto possibilita a escolha do filtro calijoe
0 e no limite tende a-2/3. minimiza o MSE.

- O parametra:} pertence ao intervalp-3;0] quandop > Modela-se o processo de aquisicdo da sequéncia a ser

—0, 33 e no limite tende a-1, 2. interpolada como um filtro passa-baixa em cascata com o
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TABELA |
EQUAQ()ES QUE RELACIONAM O PARMETRO a DO FILTRO DE INTERPOLA,(iO cUBICOE A FUN,O&O DE AUTOCORRELA)O&O DA SEQUENCIA Yk -

Modelo de aquisigo da seqéncia z, a* = f(Ryy)

Holz)=1, M=L=2 ot = ARy [0 Ryy [47) 18 (Ryy [3]-Ryy [1])
R P 2Ry [0-Ryy [41) Ry, (2R, [6]

34(Ry, [0]— Ry, [6]) +27 [Ryym—Ryy[11+2(Ryy[41—reyy[21)]

20 (Ryy [0] —Ryy [6]) +8 (Ryy 9] —Ryy [3])

Ho(z)=1, M=L=3 ay =

ot = —8R,, [1]+12R, 3] 4Ry, [5]
3 4Ryy [O]+3Ryy [1] _2Ryy [2] _3Ryy [3] _4Ryy [4] _Ryy [5] +2Ryy [6]+Ryy [7]

Hy(z)=HnN(z), M=L=2

-8 (R’yy [()]7Ry’y [4]) —32Ryy [1]+4 (Ry’y [2] —Ryy [6]) +48Ryy [3]716Ryy [5]
Hgy(z)=Hp(z), M=L=2 a; =

11Ryy [0]+12 (Ryy [1] _Ryy [3]_Ryy [4]) —4 (Ryy [2]+Ryy [5]_Ryy [6]_Ryy [7]) +Ryy [8]

TABELA Il
MSE DOS ALGORITMOS DA FAMILIA C UBICA ASSOCIADOSA OPERACAO DE INTERPOLAGAO POR UM FATORL = 2 QUANDO O FILTRO DO MODELO DE
DEGRADACAO DA SEQUENCIA A SER INTERPOLADAE DERIVADO DO ALGORITMOh, .

Imagem

Algoritmo Airplane Baboon | Barbara Boat Bridge Couple | Goldhill Lena | Peppers Watch
hy 91,78 | 545,58 80,86 | 55,28 | 270,54 | 120,65 77,16 | 72,14 83,02 | 467,86

hr 44,74 443,71 29,21 36,81 174,23 72,61 48,93 | 41,76 34,42 252,38
(a=—1/2)hC 34,97 420,44 23,37 33,01 156,74 64,50 43,68 36,56 28,88 223,52
(a=—2/3yhC 32,63 414,79 22,10 | 32,14 152,50 62,63 42,42 35,30 27,60 216,76
(a=—3/0hC 31,65 412,19 21,58 | 31,77 150,68 61,79 41,89 34,72 27,04 213,85
(a=—1)hc 29,39 | 406,11 20,55 | 31,02 146,49 59,86 40,75 | 33,42 25,93 | 207,24
(a=—1,2)hc 28,36 | 403,13 | 20,30 | 30,73 | 144,64 | 59,00 | 40,30 | 32,77 | 25,54 | 203,91

operadoDownSamplingForam considerados 0s casos em qués] S. K. Park e R. A. Schiwengerdt, "Image ReconstructionPayametric
tal filtro passa-baixo & derivado das aproxima(;()es pDﬁﬁiS Cubic Convolution”,Computer Vision, Graphics and Image Processing

. Lo Vol. 23, No. 3, pp. 258-272, 1983.
de ordem O e linear do filtro ideal. Para esses casos, 0 Valgf p £ panielsson e M. Hammerin, "Note: High Accuracy Riota of

o6timo do parametra tendeu para-2/3 ou —1, 2. Images”. CVGIP: Graph, Models Image Processingol. 54, No. 4,
Implementa-se o algoritmo de interpolacdo para aumentar 1992.

~ . . 7] J. A. Parker, R. V. Kenyon e D. E. Troxel, "Comparison ofeirpolation
a resolucao de dez imagens, para o caso que o filtro paséé— methods for image resamplingEEE Transactions on Medical Imaging

baixa do modelo de degradacao & derivado da aproxonaca \ol. MI-2, No. 1, pp. 31-39, 1983.
polinomial linear do filtro ideal. O filtro que apresentou ol8] E. Maeland, "On The Comparison Of Interpolation MethhdEEE

P, . . Transactions on Medical Imaging/l. 7, No. 3, September 1988.
melhor resultado, fornecendo o minimo MSE, foi o Obtldo[9] T. Lehmann, C. Gonner e K. Spitzer, "Survey: Interpwolat Methods

guando o parametre foi igual a —1, 2. in Medical Image ProcessinglEEE Transactions on Medical Imaging
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