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Distribuicdo Conjunta de Fase—Envoltoria n-u: Uma
Nova Abordagem

Gustavo Rodrigues de Lima Tejerina e Michel Daoud Yacoub

Resumo— Este artigo propoe um modelo mais generalizado
para a distribuicdo de desvanecimento 7-u. A légica por tras
deste novo modelo esta na introducdo de um parametro de fase
que afeta o equilibrio do nimero de clusters de multipercurso nos
sinais fase e quadratura. Apesar da insercio deste parametro,
as expressoes obtidas ainda se apresentam na forma fechada
e nio afetam a distribuicio da envoltoria. Alguns graficos sio
apresentados com o intuito de retratar o comportamento da nova
distribuicdo de fase.

Palavras-Chave— Distribuicao 7-u, ditribuicdo conjunta fase-
envoltdria, distribuicao de fase.

Abstract— This paper proposes an improved and more general
model for the 7n-u fading distribution. The rationale behind
this new model lies in the introduction of a phase parameter
affecting the balance of number of multipath clusters in phase
and quadrature signals. Despite the introduction of the phase
parameter, the obtained formulations are still presented in closed-
form expressions. And, of course, the envelope is not affected by
it. Plots are shown to depict the phase behavior of the new phase
distribution.

Keywords— n-p. Distribution, phase-envelope joint distribution,
phase distribution.

I. INTRODUCAO

O avango tecnoldgico tem alterado, e muito, o cendrio das
comunicagdes sem fio. Apesar desta constante evolucdo, o
fendmeno de desvanecimento persiste como um problema a
ser melhor caracterizado. Assim, com o intuito de melhor
descrever o comportamento de canal rddio-mdvel, diversos
modelos de desvanecimento tém sido propostos. Em geral,
estes modelos sdo conhecidos pela fun¢do densidade de prob-
abilidade (FDP) da envoltéria do sinal que representam. Sabe-
se que a variagdo de sinal de longo prazo é tipicamente
caracterizada pela distribui¢do Lognormal, e a variacdo de
sinal de curto prazo € bem definida por distribui¢des ja
conhecidas como Rayleigh, Hoyt, Rice, ¢ Nakagami-m [1].
Em particular, Rayleigh, Hoyt e Rice foram obtidas a partir
de modelos fisicos que contemplavam diretamente tanto a fase
quanto a envoltdria. Por outro lado, a distribui¢do Nakagami-m
apareceu apenas em termos da distribuicdo da envoltéria. Da
mesma forma, outras distribuicdes mais gerais, tais como k-
w [1], n-p [1], e a-p [2] também foram propostas visando
somente a envoltéria. Assim, a distribuicdo de fase destas
distribuicdes é tema em aberto e sujeito a pesquisa. Neste
sentido, propostas de modelos para a distribuicdo conjunta
fase-envoltéria para algumas destas distribui¢des surgiram.
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Em especial, para Nakagami-m uma proposta inicial apareceu
em [3], tendo evoluido para uma condi¢do mais geral em
[4]. Para as distribui¢des k-u e m-p, as propostas de suas
respectivas versdes de sinais complexos aparecem em [5] e
[6], respectivamente.

As estatisticas da fase de um sinal impactam em diversos
campos das telecomunicag¢des. A detecgdo de sinais de radar
¢ um exemplo [7]-[13]. Sabe-se ainda que o desempenho
de esquemas de modulacdo usando detec¢do coerente nao
ideal ou deteccdo ndo-coerente € diretamente afetada pelas
estatisticas de fase do canal [14], [15]. A distribui¢do conjunta
fase-envoltdria é ainda usada na determinagdo de estatisticas
de ordem superior em cendrios com diversidade multibranch
[16]. A capacidade de canais do tipo MIMO pode ser afetada
pela distribuicdo de fase do sinal [17]. Da mesma forma, a
informagdo de fase é fundamental para se avaliar o desem-
pemho a taxa de erro em modulagdes BPSK em sinais OFDM
[18].

O principal objetivo deste artigo € propor um modelo
mais realista para o sinal complexo n-u, generalizando o
modelo inicialmente apresentado em [6]. Baseado em [4], este
novo modelo introduz um pardmetro de fase que se relaciona
com o numero de clusters presentes nas componentes fase e
quadratura. E possivel constatar de antemdo que o parimetro
de fase influenciard no comportamento da distribuicdo de
fase, e este serd justificado, posteriormente, como o efeito do
desbalanceamento de poténcia entre os componentes em fase
e quadratura.

Este artigo encontra-se estruturado como se segue: a Se¢do
Il revisita, brevemente, a distribuicdo 7-p; a Secdo III ap-
resenta o desenvolvimento matemadtico para a obtencdo da
distribuicdo conjunta fase-envoltéria do modelo generalizado;
a Secdo IV explora as formulacdes apresentado os graficos
da distribui¢do de fase em termos dos diversos parametros
envolvidos.

II. REVISITANDO A DISTRIBUICAO DE DESVANECIMENTO
n-p

A n-p € uma distribuicdo geral de desvanecimento que pode
ser aplicada em sinais desvanecidos com pequenas variagdes
de escala sem linha de visada [1], [19]. Esta distribuicdo é
composta por dois pardmetros 7 € p. O pardmetro p > 0
descreve a quantidade de clusters de multipercurso no ambi-
ente. O parametro 7 assume papéis distintos definindo assim
dois formatos para a distribuicdo: Formato 1 e Formato 2.
No Formato 1, n descreve a razdo entre as poténcias fase
e quadratura. No Formato 2, n descreve a correlagdo entre
componentes fase e quadratura.



XXXI SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBrT2013, 1-4 DE SETEMBRO DE 2013, FORTALEZA, CE

Para uma envoltéria R e valor rms a 7 = \/ E[R?], a FDP

da envoltéria n-p é dada por

frlr) = W (2)2“ exp {Quh (:)1

PlpJHI =27 AT
2
X1, s [mH (;) } (1)

em que h e H sdo funcdes de 1 e assumem relacdes diferentes
SEPRT [1 + (5)2} I'[-] é a fungdo
2Var[R?] h ’

Gamma, I, [-] é a fungdo de Bessel modificada de primeiro tipo
e ordem arbitrdria v [20, Eq. 9.6.20], e, E[:] e Var[-] indicam,
respectivamente, os operadores esperanga e variancia.

A distribuicdo n-p apresenta como casos especiais as
distribuicdoes Nakagami-m e Hoyt. Vale ressaltar que a parte da
cauda da distribuicdo n-p mostra-se razoavelmente apropriada
para caracterizar sinais de niveis baixos, onde o ajuste usando
as distribui¢des conhecidas falham [1]. Ainda, a distribuicio
n- pode ser utilizada para obter uma aproximagao da soma de
varidveis Hoyt, independentes, ndo idénticas, e com poténcia
média e niveis de desvanecimento arbitrarios [21].

para cada formato, p =

A. Formato 1

O modelo fisico para o Formato 1 contempla um sinal
composto de cluster de multipercurso com ondas propagando
em um ambiente ndo homogéneo. Em cada cluster, os com-
ponentes fase e quadratura do sinal desvanecido s@o inde-
pendentes e apresentam poténcias distintas. Neste formato, o
parametro 1, 0 < 1 < oo, representa a razao entre poténcias
das ondas dispersadas nos componentes em fase e quadratura.
Neste caso, h = w e H = "7;_7’. Dentro dos intervalos
0<n<le0<n!<1,aFDP da envoltéria apresenta 0s
mesmos valores, portanto, ela € simétrica em torno de 1.

B. Formato 2

No Formato 2, considera-se que o sinal é composto por
clusters de multipercurso com ondas propagando em ambi-
entes ndo homogéneos. Os componentes fase e quadratura
apresentam poténcias iguais e sdo correlacionadas entre si.
O parametro 17, —1 < 1 < 1, representa o coeficiente de
correlagdo entre os componentes em fase e quadratura para
cada cluster de multipercurso. Neste caso, h = =7 © H=
= nQ O modelo apresenta um eixo de simetria em torno de
0, para os intervalos 0 <np < le —1 <n <O0.

C. Relacdo Entre Formatos

: H _ 1-7 H _
Verifica-se que 7~ = 7§ + Do Formato 1, e 4~ = 7 no

Formato 2. Usando destes artificios, infere se que um Formato
) . : —n2 — 1=-m

€ obtido pelo~outr0 alzhcando nm = 1 e OU 2 = 0. @
que 771 € 12 sdo o pardmetro 7 para o Formato 1 e o Formato

2, respectivamente.

III. MODELO GENERALIZADO

Em [6], definiu-se um modelo complexo para o sinal 7-
u, em que fase e quadratura sdo compostos por nimero
idéntico de clusters de multipercurso. Em [4], propde-se um
novo modelo generalizado para o sinal complexo Nakagami-
m em que nimeros diferentes de clusters de multipercursos
nas componentes fase e quadratura sio tais que modificam a
distribuicdo resultante de fase mantendo, porém, a envoltdria
Nakagami-m. Essa mesma idéia de [4] € entdo usada para o
modelo complexo n-u, generalizando, assim, o modelo de [6].

Seja S = X + jY, a varidvel complexa da distribuicdo
n-u, com X e Y denotando, respectivamente, a parte real e
imagindria de S. Dessa forma, tem-se

R?=X*+Y? 2)

O =arg (X +jY). 3)

L 2
Para a proposta de generalizagdo, X? = > '¥ X2 e V2 =

2
>EY Y2, sendo X; e Y, varidveis Gaussianas com média nula
e Varlanc1as que se modificam de acordo com o Formato, e, yx
e uy correspondem ao nimero de clusters de multipercurso.
Para fins das deducdes que se seguem, admite-se um nimero
inteiro de clusters. Essa restricdo é, entdo, relaxada para se
terem nimeros reais positivos (nimero nao inteiro de clusters).
Para o Formato 1, X; e Y; sdo processos independentes com

_ 1 — 21 _ 2 21 _ 2
EX)] = ElY] = 0, E[X?] = 0% ¢ E[Y?] = o},
o parametro 0 < 71 < oo relaciona-se com a razdo entre
o3 X
poténcias entre os clusters de multipercuso na forma n = o
Ja no Formato 2, X; e Y; sdo processos correlacionados com
E[X;] = E[Y;] = 0, E[X?] = E[Y?] = 02, e o parAmetro
—1 < m < 1 relaciona-se com a correlagdo entre os clusters
; _ E[X:Yi]

de multipercurso na forma n = ——5—.

Para este trabalho, o Formato 2 sera utilizado. Usando uma
rotagdo apropriada de eixos [1], os processos Gaussianos cor-

relacionados tornam se 1ndependentes com variancias O'g( =

(1 =n)o? e oy, = (1+n)o”

Considere Z = sgn(Z) x \Z\, 72 = S22 72 em que
sgn(-) é a fungdo sinal, Z = X, Z; = X; e Q7 = Qx, ou
Z=Y,Z;=Y, ez =Qy. Assim a FDP de Z é dada por
(6]

ply? |22z = exp <M222
Q7 Tuz] Qg

com piz > 0. Para um sinal n-p, as seguintes condi¢es devem
ser satisfeitas:

fz(z) = ), —o<z<oo (4)

Bx + py =24 &)
QX = 2/,&)(0%( (6)
Qy =2uyos (7N

Qxpyoy = Qypxok. (8)
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Defina um parametro de fase, —1 < p < 1, que descreva a
distribuicao relativa de clusters de multipercurso nas compo-
nentes fase e quadratura. Na condicao balanceada, i.e. clusters
igualmente distribuidos em ambas as componentes, p = 0.
Caso contrdrio, na condi¢do desbalanceada, p # 0, clusters
encontram-se distribuidos arbitrariamente nas componentes.
Para p = 1, todos os clusters encontram-se na componente
fase. Para p = —1, todos os clusters concentram-se na
componente quadratura. Desta forma

_ Bx = ,UY. )

nx + py

Substituindo-se (8) em (9), obtém-se
on'}zf—QyO'_%( (10)

P= Qxo %/ + Qyo g(
Assim, infere-se da equagdo (10) que o parametro de fase
quantifica o desbalanceamento de poténcia entre as compo-
nentes fase e quadratura. Em outras palavras, com p = 1, toda
a poténcia estd concentrada na componente fase, enquanto
que para p = —1, a poténcia concentra-se na componente
quadratura.

Partindo-se de (5) e (9) obtém-se

px = (1+p)u )

py = (1 =p)p. (12)

Deste modo, substituindo, respectivamente, (11) e (12), em (6)
e (7) tém-se

Qx = 2u(1+p)(1 —n)o? (13)

Qy = 2u(1 = p)(1+ n)o’.

As FPDs fx(x) e fy(y) sdo escrita, respectivamente, como

(14)

1 n(1+p) || 211 +p) =1

fx(x) = [202(177)] T[u(1l+p)]
% exp {202(1_77)} (15)

1 w(1—p) |y|2u(1—P)_1

fr(y) = {202(1%} Tlu(1-p)]
X exp {202(1%} (16)

emque —0o < x < 0oe —oo < ¢y < 0o. A FDP conjunta de R
e de 6)7 fR,@(n 0)7 € obtida por fR,@(Tv 9) = |J|fX,Y(x7y),
sendo |J| = R o Jacobiano das varidveis de transformacéo
X = Rcos(©) e Y = Rsin(0). Considerando-se que os
componentes fase e quadratura sdo independentes, a FDP
conjunta de X e de Y, fxy(z,y), é dada por fx y(z,y) =
fx(x) x fy(y). Assim, com as devidas substituicdes de
variaveis,

r# =1 sin(6) cos(0)[?* 1| tan(f)|~2+P
22T (1 — p)|T[p(1 + p)]

(1 +n)~rd-p oxp |- 2 (cos*(0) N sin’(0)
(1 —m)r@+p) 202\ 1-n 1479
17

com r >0 e —7 < 6 < . Finalmente, FDP de fase, fo(0),
é dada por

fR,@(T7 6) =

= T[24]| sin(20) |2+~
226 (p(1 — p))T(u(1 + p))| tan(0)[2+»

(1 — n)*(=P)(1 4 p)r(t+r)

(14 ncos(26))2+
com —7 < 6 < 7. Como esperado, quando p = 0 (caso
balanceado), (18) reduz-se a [6, Eq. (9)]. Como em [6], R e

© sido varidveis correlacionadas. Ainda, para =5 e n =0,
(18) reduz-se a FDP da fase Nakagami-m obtida [4, Eq. (15)].

fe(0)

(18)

IV. DISCUSSAO E GRAFICOS

Nesta secdo, alguns graficos sao apresentados para ilustrar
o comportamento da distribuicao generalizada de fase do sinal
complexo n-p. A questdo mais fundamental é o efeito do
parimetro de fase p. De inicio, os autores conjecturavam
que o parametro 7) estava, de certo modo, relacionado ao
pardmetro de fase p. A hipétese foi, previamente, levantada
devido a relagdo imposta por 7 entre poténcia ou correlaciao
dos sinais em fase e quadratura. No entanto, a andlise dos
graficos, mostrados a seguir, mostra que essa conjectura nio é
verdadeira. E isso é reforcado ao se analisar qualquer uma
das equacdes aqui obtidas. Em particular, a FDP da fase
(18) mostra isso claramente. Além disso, a partir de relagdes
simples, as distribuicdes para a componente fase ou para
a componente quadratura podem ser reduzidas a Gaussiana.
Mais particularmente, de (15) e para 2u(1+4p) = 1, a FDP da
componente fase ¢ uma Gaussiana de média nula e variancia
0%(1 —n). Da mesma forma, de (16) e para 2u(1 — p) = 1,
a FDP da componente quadratura ¢ uma Gaussiana de média
nula e variancia o(1 + 7). Por outro lado, a condi¢io Gaus-
siana ndo pode ser obtida com a manipulagdo do parametro
n. Claramente, os parametros 1 e p desempenham funcdes
distintas afetando de forma diversa o comportamento do sinal
complexo n-p.

A Figura 1 apresenta a FDP da fase com ;= 0.5, n = 0.5
e p variando. Da mesma forma, a FDP da fase é mostrada
na Figura 2 para ;4 = 0.5, p = 0.5 e n variando. Notem
em ambas as situagdes que as curvas sdo claramente distintas,
embora em algumas condicdes elas possam mostrar alguma
similaridade. As Figuras 3 e 4 mostram situa¢des equivalentes,
porém para ;4 = 1.5. Vale notar que para um dado p e um
dado p (Figuras 2 e 4), a distribui¢do de fase é quatro-modal,
independetemente de 7). Por outro lado, para um dado x € um
dado n (Figuras 1 e 3), a distrbuicdo de fase pode passar de
quatro- para bi-modal dependendo de p. Isso se deve uma
das componentes fase ou quadratura passar pela condicio
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Gaussiana. A Figura 5 mostra a distribuicdo de fase para
n = 0.5, p= 0.5 e p variando. Notem como o aumento de u
tende a provocar uma maior concentragdo da fase em torno de
valores especificos. Particularmente, para a situacdo mostrada,
estes valores sdo +m, +7/2, +7/4, e +3w/4. Porém, isso
pode varia dependendo de 7 e p.

p=09,0.8,0.7,05,1/3,0.2,0
0.3

0.2

0.1

0.0

=0.9,0.8,0.7,0.5,1/3,0.2,0

0.3

P
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1

1

1

1
0.2

0.1

0.0

-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

Fig. 3. FDP da fase em coordenadas polares com n = 0.5, p = 1.5 e
parametro de fase variando.
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-03 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 03 r
Fig. 1. FDP da fase em coordenadas polares com n = 0.5, u = 0.5 e 02
parametro de fase variando. r
o1l
I 1=0,0.2,1/3,05,0.7,0., 0.9 00r
03l f [
[ 0.1
02l L
r -02f
01k L
r -03
O'Of Cev v b b e b e e b e b e e by
F -03 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 03
-0l Fig. 4. FDP da fase em coordenadas polares com, = 1.5, p = 0.5 e 7
L variando.
~02f
i V. CONCLUSOES
_03 -
r Este artigo apresentou um novo modelo generalizado para o
B v b b e e e b e e . . N
203 “o2 o1 0.0 o1 02 03 sinal complexo n-x. O novo modelo incorpora um parametro
de fase relacionado ao balanceamento de poténcia entre os
Fig. 2. FDP da fase em coordenadas polares com, u = 0.5, p = 0.5 e componentes fase e quadratura. A influéncia deste parimetro
variando.

é notdria e prové uma maior flexibilidade para possiveis ajustes
praticos.
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5. FDP da fase em coordenadas polares com, n = 0.5, p = 0.5 e p

variando.
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