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Mitigação de Multipercurso por Estimação de
Procrustes e Fatorização Khatri-Rao para Estimação

de Atraso em GNSS
Daniel Valle de Lima e João Paulo C. L. da Costa

Resumo— Aplicações de segurança crı́tica, como carros
autônomos, e aplicações de responsabilidade crı́tica, como gestão
de pescarias, requerem sistemas de posicionamento robustos
operando em ambientes de sinal com multipercursos coerentes.
Neste contexto, receptores GNSS baseados em arranjos de an-
tenas com esquemas de processamento em arranjo permitem a
separação espacial dos componentes de sinal de linha de visada
daqueles de multipercurso.

Neste artigo é proposto um esquema de filtragem baseado em
estimação de Procrustes e fatorização Khatri-Rao (ProKRaft)
para estimar matrizes-fator do tensor de recepção quais são us-
adas para filtrar o componente de sinal de linha de visada usado
na estimação de atraso. Este esquema apresenta desempenho
melhor que o autofiltro baseado em decomposição em valores
singulares de alta ordem, que é o esquema tensorial estado da
arte para estimação de atraso.

Palavras-Chave— GNSS, estimação de atraso, mitigação de
multipercurso, ProKRaft.

Abstract— Safety-critical applications (SCA), such as au-
tonomous driving, and liability critical applications (LCA), such
as fisheries management, require a robust positioning system in
demanding signal environments with coherent multipath. In this
context, antenna array based Global Navigation Satellite Systems
(GNSS) receivers with array signal processing schemes allow the
spatial separation of line-of-sight (LOS) signal components from
multipath signal components.

In this paper, we propose a Procrustes estimation and Khatri-
Rao factorization (ProKRaft) filtering approach to estimate the
factor matrices of a reception tensor, which are then used to filter
the LOS signal component used in time-delay estimation. Our
scheme outperforms the Higher-Order Singular Value Decom-
position (HOSVD) based eigenfilter, which is the state-of-the-art
tensor based scheme for delay estimation.

Keywords— GNSS, Time-delay estimation, multipath mitiga-
tion, ProKRaft.

I. INTRODUÇÃO

Sistemas Globais de Navegação por Satélites, do inglês
Global Navigation Satellite Systems (GNSS), foram inicial-
mente projetados para oferecer posicionamento de precisão
para aplicações militares enquanto aplicações civis teriam
acesso apenas à aquisição de baixa resolução, do inglês coarse
acquisition (C/A), mas poderiam ser aumentadas por sistemas
auxiliares como sistema de aumentação baseado em solo, do
inglês Ground Based Augmentations Systems (GBAS), para
pouso e decolagem de aviões comerciais. Equipamentos de
GNSS modernos oferecem boa acurácia graças à melhorias
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de sincronização mas, para aplicações de segurança crı́tica,
do inglês Safety Critical Applications (SCA), como carros
autônomos [1], e aplicações de responsabilidade crı́tica, do
inglês Liability Critical Applications (LCA), como gestão de
pescarias [2], é importante não apenas oferecer posiciona-
mento preciso como também operação em ambientes exigentes
onde multipercursos podem degradar o posicionamento.

Para calcular a posição do usuário, o receptor GNSS utiliza
os atrasos dos sinais de linha de visada, do inglês line-of-sight
(LOS), de pelo menos quatro satélites. No entanto, devido à
geometria do ambiente de propagação, pode ocorrer difração,
refração, ou reflexão do sinal LOS, gerando componentes de
multipercurso, que são sinais de não-linha de visada, do inglês
non-line-of-sight (NLOS). Componentes de multipercurso in-
terferem com o sinal LOS afetando negativamente a estimação
do atraso. Na prática a qualidade do posicionamento depende
do erro de sincronização, isto é, na acurácia da estimação
do atraso. Quando o sinal LOS é corrompido por réplicas
atrasadas (multipercurso) a estimação do atraso, e portanto
a estimação da posição deteriora usando receptores GNSS
estado da arte [3], [4].

O esquema tensorial estado da arte para mitigação de
multipercursos aplicado à estimação de atraso [5] é baseado
no autofiltro da decomposição singular de ordem superior, do
inglês Higher-Order Singular Value Decomposition (HOSVD),
com média frente-costas, do inglês Forward-Backward Aver-
aging (FBA) [6], [7], e suavização espacial expandida, do
inglês Expanded Spatial Smoothing (ESPS) [8], uma extensão
da suavização espacial, do inglês Spatial Smoothing (SPS) [9].

Neste artigo é proposto uma nova abordagem tensorial para
estimação de atraso resistente à multipercurso. Esta abordagem
inicia-se calculando uma aproximação do desdobramento Her-
mitiano [10] usando uma matriz de covariância multimodo
[11]. Depois, alternando entre uma solução para o problema de
Procrustes ortogonal, do inglês orthogonal Procrustes problem
(OPP) [12], e fatorização Khatri-Rao, do inglês Khatri-Rao
factorization (KRF) [13], iterativamente separa as matrizes-
fator de direção de chegada, do inglês direction of arrival
(DoA), e de amplitude complexa. Com estas matrizes é
possı́vel filtrar a sequência pseudoaleatória (PA), ou código,
do satélite desejado e a estimação de atraso pode ser feita
para ambos componentes LOS e NLOS de sinal. Por causa da
possibilidade de ambiguidade de permutação é utilizado um
esquema de seleção do sinal LOS [14].

Este artigo é organizado da seguinte forma: esta seção inclui
a introdução e a notação. A Seção II apresenta o modelo de
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dados pré-correlação e pós-correlação, e suas decomposições.
A Seção III apresenta brevemente o autofiltro. Na Seção IV
é apresentado o esquema proposto. A Seção V apresenta os
resultados de simulação de Monte Carlo (MC). Na Seção VI
são apresentadas as conclusões.

A. Notação

Valores escalares são representados por letras em itálico
(a, b, A,B), vetores por letras minúsculas em negrito (a,b),
matrizes por letras maiúsculas em negrito (A,B), e tensores
por letras maiúsculas caligráficas em negrito (A,B).

Os sobrescritos T, ∗, H, −1, e + representam transposição,
conjugação, transposição conjugada, inversão, e pseudoin-
versão, respectivamente.

Para uma matriz A ∈ CM×N , sua m-ésima linha é
representada por (A)m,· e sua n-ésima coluna é representada
por (A)·,n.

O produto de Kronecker é representado por ⊗ e o produto
Khatri-Rao por �.

O operador diag{·} aplicado à uma matriz retorna um vetor
com a diagonal da matriz. A aplicação de diag{·} a um vetor
resulta numa matriz diagonal com os elementos do vetor em
sua diagonal.

O operador vec{·} empilha os vetores de uma matriz,
transformando-a num vetor.

Uma propriedade importante do operador vec{·} é para
X = ABC com A ∈ CI×J , uma matriz diagonal B ∈ CJ×J ,
e C ∈ CJ×K ,

vec{X} = vec{ABC} = (CT �A)diag{B} ∈ CIK . (1)

O desdobramento de modo n do tensor A é representado
por [A](n). O desdobramento gera uma representação matricial
de um tensor “desembrulhando” um tensor fixando seu n-
ésimo ı́ndice enquanto se incrementa os outros ı́ndices em
ordem reversa e concatena-se na direção do n+1-ésimo ı́ndice,
finalmente permutando os ı́ndices [15].

O produto de modo n de um tensor A ∈
CI1×...×In−1×In×In+1×...×IN e uma matriz B ∈ CJ×In

é representado por A ×n B ∈ CI1×...×In−1×J×In+1×...×IN

[15].

II. MODELO DE DADOS

Esta seção apresenta o modelo de dados do tensor de
recepção. A Subseção II-B explica a formação do tensor de
recepção antes de ser correlacionado usando um banco corre-
lator, e na Subseção II-B o tensor de recepção é multiplicado
pelo banco correlator. O modelo de dados é baseado em [5],
estendido para múltiplos satélites [14].

A. Modelo de dados pré-correlação

O modelo de dados do receptor tensorial supõe um arranjo
receptor de M elementos, observando D satélites visı́veis, com
Ld sinais vindo de cada d-ésimo satélite, correspondendo à
ordem do modelo para o d-ésimo satélite. Com ld = 1 para o
componente LOS, e ld > 1 para componentes NLOS.

Para o d-ésimo satélite, a resposta do sinal do d-ésimo
sinal sobre o arranjo é Ad[k] = [a(φd,1), . . . ,a(φd,Ld

)] ∈

CM×Ld que concatena em suas colunas os vetores de
direção dos Ld sinais. As Ld amplitudes complexas do sinal
são coletadas na matriz diagonal Γd[k] = diag{γd} =
diag{[γd,1, . . . , γd,Ld

]} ∈ CLd×Ld . As amostras do código,
que usado para separar os sinais dos satélites e estimar o atraso
[16], são coletados em Cd[k] = [cd[τd,1], . . . , cd[τLd

]T ∈
RLd×N amostrado com atraso τd,ld , ld = 1, . . . , Ld. O ı́ndice
de cada perı́odo do código é k e a amostragem é feita para
um total de K perı́odos.

Coletando N amostras a cada k-ésimo perı́odo de código,

X[k] =
D∑

d=1

Ad[k]Γd[k]Cd[k] + N[k]

= A[k]Γ[k]C[k] + N[k] ∈ CM×N , (2)

e N[k] é ruı́do gaussiano branco aditivo e L =
∑D

d=1 Ld.
Aplicando o operador vec{·} a (2) para transformá-lo num

vetor e aplicando a propriedade descrita na em (1),

vec{X[k]} = vec {A[k]Γ[k]C[k] + N[k]}
= vec {A[k] diag{γ[k]}C[k] + N[k]} ,
= (C[k]T �A[k])γ[k] + vec{N[k]}. (3)

Concatenando todos os K vetores de cada k-ésimo perı́odo
de código (3) pode-se omitir o ı́ndice k:

X̃ = (CT �A)Γ̃ + Ñ = X̃0 + Ñ ∈ CMN×K , (4)

em que X̃0 é o sinal recebido sem ruı́do e Γ̃ =
[γ[1] . . . ,γ[K]] ∈ CL×K concatena as amplitudes complexas.

A transposta de X̃0 possui a mesma estrutura que o des-
dobramento do primeiro modo de um tensor de recepção sem
ruı́do X 0:

[X 0](1) = X̃T
0 = Γ̃T(CT �A) ∈ CK×MN . (5)

Dobrando (5) num tensor seguindo o modelo PARAFAC
[17], usando um tensor identidade de terceira ordem I3,L ∈
CL×L×L, e considerando o caso com ruı́do:

X = X 0 + N
= I3,L ×1 Γ̃T ×2 CT ×3 A + N ∈ CK×N×M . (6)

B. Modelo de dados pós-correlação

Para separar o sinal do d-ésimo satélite dos outros, um
banco correlator é aplicado ao código usando o produto de
modo-2. Um banco correlator é uma matriz Qd que concatena
Q réplicas deslocadas do código cd ∈ RN com atraso τq, q =
1, . . . , Q:

Qd =
[
cd[τ1] · · · cd[τQ]

]
∈ RN×Q. (7)

Como a aplicação direta do banco correlator torna o ruı́do
colorido, um banco comprimido é calculado utilizando a
decomposição em valores singulares, do inglês Singular Value
Decomposition (SVD), econômica à Qd [18]:

Qd = Qω,dΣVH, (8)

em que o banco comprimido é Qω,d ∈ CN×Q.
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Aplicando o banco correlator comprimido à (6) para extrair
o sinal do d-ésimo satélite:

Yd = X ×2 QT
ω,d ∈ CK×Q×M

= I3,L ×1 Γ̃T
d ×2 (CdQω,d)T ×3 Ad + N ω. (9)

O desdobramento do terceiro modo de (9) é

[Yd](3) = Ad(Γ̃T
d � (CdQω,d)T)T + [N ω](3). (10)

III. ESQUEMA TENSORIAL ESTADO DA ARTE DE
ESTIMAÇÃO DE ATRASO

O esquema estado da arte de mitigação de multipercurso
para estimação de atraso baseado no autofiltro de ordem supe-
rior encontra-se em [5] e estendido em [14] para utilizar ambos
técnicas de pré-processamento FBA e ESPS. O diagrama de
blocos deste esquema é apresentado na Figura 1.

Yd
Pré-processamento

FBA e ESPS
Autofiltro tensorial
de posto unitário

×n×ΣVH

Estimação
de atraso τ̂LOS

[Yd](3) ZESPS

u
(1)
1

u
(3)
1

u
(4)
1

|qESPS|

Fig. 1. Diagrama de blocos da abordagem estado da arte, autofiltro de ordem
superior (tensorial) para estimação de atraso.

IV. FILTRAGEM POR ESTIMAÇÃO DE PROCRUSTES E
FATORIZAÇÃO KHATRI-RAO (PROKRAFT)

Nesta seção é apresentada a abordagem baseada no algo-
ritmo iterativo que estima as matrizes-fator de DoA e de
amplitude simultaneamente. Como esta abordagem depende
da separação do subespaço de sinal usando SVD, a ordem do
modelo Ld deve ser conhecida.

A. Estimação das matrizes-fator DoA e amplitude complexa

Um tensor X ∈ CI1×...×IN×IN+1×...×I2N de 2N -ésima
ordem possui simetria dupla se for possı́vel uma permutação
dos ı́ndices de suas dimensões resultando num tensor XP tal
que

XP = I2N,L ×1 A(1) . . .×N A(N)

×1 N + 1(A(1))∗ . . .×1 2N(A(N))∗, (11)

A simetria em (11) é útil pois todo tensor de covariância
possui esta estrutura [19]. Para usufruir da relação em (11), é
utilizado um desdobramento do tensor XP conhecido como
desdobramento Hermitiano [7].

Para estimar as matrizes-fator Ad e Γd, a abordagem
ProKRaft explora o desdobramento Hermitiano calculado pela
matriz de covariância multimodo, Rmm [11], que pode ser

calculado como produto da transposta e conjugada do desdo-
bramento de segunda ordem de Yd dividido pela quantidade
de amostras,

Rmm = [Yd]T(2)[Yd]∗(2)/N

u (Ad � Γ̃T
d) (CdQω,d)(CdQω,d)H/N︸ ︷︷ ︸

RC

(Ad � Γ̃T
d)H

u (Ad � Γ̃T
d)RC(Ad � Γ̃T

d)H ∈ CMK×MK , (12)

em que RC ∈ RLd×Ld é a matriz de covariância dos
componentes de sinal LOS e NLOS do satélite d.

Como Qω,d é unitário, RC ≈ ILd
, e

Rmm ≈ (Ad � Γ̃T
d)(Ad � Γ̃T

d)H = YH, (13)

que é o desdobramento Hermitiano de Yd, YH.
Dado este desdobramento Hermitiano é possı́vel definir uma

matriz-fator raiz Y
1
2

H ∈ CMK×Ld tal que

YH = Y
1
2

H (Y
1
2

H )H, (14)

com Y
1
2

H ∈ CMK×Ld .
Uma estimativa de Y

1
2

H pode ser calculada usando os vetores
e valores singulares que varrem o subespaço de sinal da SVD
de YH = UYΣYVH

Y, U
[Ld]
Y ∈ CMK×Ld e Σ

[Ld]
Y ∈ CLd×Ld ,

e uma matriz unitária WH ∈ CLd×Ld :

Ŷ
1
2

H =

F︷ ︸︸ ︷
U

[Ld]
Y Σ

[Ld]
Y WH =

G︷ ︸︸ ︷
Ad � Γ̃T

d (15)

= FWH = G. (16)

Mapear F para G pela matriz unitária WH em (16) é
conhecido como problema de Procrustes ortogonal, e tem
uma solução conhecida aplicando SVD a GHF e usando seus
vetores singulares para estimar WH [12]:

GHF = UPΣPV
H
P , (17)

ŴH = UPV
H
P . (18)

Um algoritmo iterativo pode estimar Âd e ˆ̃Γd alternando
entre (15) e (18).

O ProKRaft inicia calculando os vetores e valores singulares
de Rmm, e inicializando W(0) = ILd

. Como pode ser
visto na Figura 2, WH é usado para calcular (15), Ŷ

1
2

H =

U
[Ld]
Y Σ

[Ld]
Y WH = Ad�Γ̃T

d. Aplicando KRF a Ŷ
1
2

H , é estimado
Âd e ˆ̃Γd. Estas são usadas para calcular (17), GHF =

(Âd � ˆ̃Γd)HU
[Ld]
Y Σ

[Ld]
Y . A SVD de GHF fornece os vetores

singulares UP e VH
P usados em (18) para atualizar Ŵ. Este

processo se repete até atingir a convergência.

KRF

SVD

× ×

U
[Ld]
Y

W(0)

Σ
[Ld]
Y

U
[Ld]
Y

Σ
[Ld]
Y

Ŷ
1
2

H Âd,
ˆ̃ΓT
d

GHFŴ

Fig. 2. Diagrama de blocos da estimação das matrizes-fator por ProKRaft.
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Uma vez que as matrizes-fator foram estimadas, filtragem
é feita calculando o produto modo-n da pseudoinversa das
matrizes-fator:

ĈdQω,d = Yd ×1 ( ˆ̃ΓT
d)+ ×3 (Âd)+, (19)

em que ĈdQω,d é o tensor que acumula os Ld códigos dos
componentes de sinal LOS e NLOS. Cada ld-ésimo código
acumula em cada vetor (ĈdQω,d)ld,·,ld .

(ĈdQω,d)ld,· = (ĈdQω,d)ld,·,ld (20)

B. Estimação de atraso do sinal LOS

Para selecionar o atraso estimado do sinal LOS, é utilizado
o esquema baseado em selecionar o componente de sinal de
maior potência de [14].

Neste esquema de seleção, é suposto que o sinal LOS não
é atenuado relativo a componentes de sinal NLOS, e portanto,
possui maior potência. Neste caso a seguinte expressão pode
ser usada para selecionar o componente de sinal LOS, ĉLOS:

lLOS = max
ld
‖(ˆ̃Γd)ld,·‖2, (21)

onde (ˆ̃Γd)ld,· é o ld-ésima linha da matriz ˆ̃Γd e ‖ · ‖2 é o
operador de norma. O vetor de correlação cruzada qPKF é
calculado:

qPKF = ĉT
LOSQω,dΣVH, (22)

seguindo por uma interpolação de spline cúbica para obter
uma função-custo e estimar o atraso como descrito em [5].

A Figura 3 abaixo mostra o diagrama de blocos da fil-
tragem ProKRaft aplicado à mitigação de multipercursos para
estimação de atraso:

Yd

Matriz de
covariância
multimodo

ProKRaft

×n

×ΣVH

Estimação
de atraso τ̂LOS

[Yd](2) YH

(Âd)
+, (ˆ̃Γd)

+

|qPKF|

Fig. 3. Diagrama de blocos da abordagem de estimação de atraso por
filtragem ProKRaft.

V. SIMULAÇÕES

Semelhante a [5], é considerado o seguinte cenário com um
arranjo linear uniforme centro-Hermitiano (e Vandermonde)
com M = 8 elementos separados por meio comprimento de
onda. O sinal GNSS é um código C/A de Global Positioning
System de D = 1 satélite com frequência de portadora fc =
1575, 42 MHz, largura de banda B = 1, 023 MHz e intervalo
de chip TC = 1/B = 977, 52 ns com N = 2046 amostrados

coletadas a cada k-ésimo perı́odo de código durante K = 30
perı́odos.

Além do sinal LOS, existe um componente de multipercurso
(L = 2) com atraso τNLOS = τLOS + ∆τ , e diferença de
ângulo de azimute ∆φ. Para SPS/ESPS o arranjo é dividido
em LS = 5 subarranjos com MS = 4 elementos cada. As
fases dos sinais, arg{γ}, são escolhidos de uma distribuição
uniforme ∼ U [0, 2π[ e são i.i.d. As magnitudes das ampli-
tudes complexas permanecem iguais durante todo intervalo
de amostragem, enquanto a fase muda a cada perı́odo k.
O número de correlatores no banco é Q = 11 igualmente
espaçados entre −TC e TC .

A razão portadora-ruı́do é C/N0 = 48 dB-Hz, resultando
numa razão sinal-ruı́do pós-correlação SNRpos ≈ 15 dB
e razão sinal-multipercurso, em inglês signal to multipath
ratio (SMR), de 5 dB. Os resultados são comparados con-
siderando o erro quadrático médio, do inglês root means
squared error (RMSE), multiplicado pela velocidade da luz,
c = 299.792.458 m/s, expressada em metros. Para cada
∆τ/TC uma simulação de MC com I iterações, o RMSE é
calculado por

RMSE (m) = c ·

√√√√1

I

I∑
i=1

(τi − τ̂i)2. (23)

Foram executadas 1000 iterações de MC para calcular as
curvas RMSE (m) de estimação de atraso utilizando o estado
da arte descrito na Seção III, a abordagem DoA/KRF proposta
em [14] mostrada na Figura 4, filtragem com conhecimento
a priori do canal (Ad e Γ̃d conhecidas), e a abordagem por
filtragem ProKRaft aqui proposta.

Yd
Pré-processamento

FBA e SPS
Estimação da matriz

fator DoA

×

Fatorização
Khatri-Rao × ΣVH

ˆ̃Γd
Estimação
de atraso τ̂LOS

[Yd](3) W

(Âd)
+

(Âd)
+[Yd](3)

ĈdQω,d

ĈdQd

Fig. 4. Diagrama de blocos da abordagem de estimação de atraso por
DoA/KRF [14].

Na Figura 5 a simulação de MC é executada com os
parâmetros descritos acima e diferença de ângulo de azimute
∆φ = π/3 radianos. O autofiltro consegue os melhores
resultados quando os sinais LOS e NLOS são ou muito
correlatados, ∆τ/TC ≈ [0 − 0, 1], ou pouco correlatados,
∆τ/TC ≈ [0, 8 − 1]. A abordagem DoA/KRF apresenta de-
sempenho consistente com os resultados obtidos com filtragem
com conhecimento a priori do canal. A abordagem proposta
apresenta resultados melhor que estes dois.
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)

Estado-da-arte

DoA/KRF

Ad e ~!d conhecidos

ProKRaft (2 iter.)

Fig. 5. Simulação de MC com D = 1, ∆φ = π/3 radianos

VI. CONCLUSÃO

Neste artigo foi proposto uma abordagem de filtragem
ProKRaft para mitigação de multipercurso cujo desempenho é
melhor que o estado da arte [5]. O esquema proposto consegue
resultados consistentes com filtragem com conhecimento a
priori do canal.

Assim como o esquema proposto em [14], é necessário
conhecimento prévio da ordem do modelo para aplicar este
esquema. Enquanto os resultados foram semelhantes entre
estes dois esquema, o esquema aqui proposto possui complex-
idade computacional aproximadamente igual a [14] para cada
iteração ProKRaft pois cada iteração inclui uma decomposição
em valores singulares e uma fatorização Khatri-Rao.

A efetividade da mitigação de multipercurso do esquema
aqui proposto revela este como sendo um esquema desejável
para aplicações de segurança ou responsabilidade crı́tica.

REFERÊNCIAS
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