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Grafos Reduzidos para Restrigdes Periodicas
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Resumo— Codificacdo conjunta permite corrigir erros e im-
pedir a ocorréncia de sequéncias problematicas em sistemas
digitais de armazenamento. Estes cédigos sdao modelados por
classes de sequéncias com restricoes periodicas. Neste artigo
mostramos como gerar grafos com nimero reduzido de estados
para esta classe, um passo necessirio para a construcio dos
codificadores. O método proposto pode ser aplicado a outras
classes de sistemas dindmicos simbdlicos.

Palavras-Chave— Cédigo modulador, codificacdo conjunta,
grafos, sequéncias com restri¢oes periodicas.

Abstract— Joint coding allows to correct errors and prevents
the occurrence of problematic sequences in digital storage sys-
tems. These codes are modeled by a class of sequence with
periodic restriction. In this article we show how to generate
graphs with reduced number of states for this class, a necessary
step for the construction of the encoders. The proposed method is
general and can be applied to other classes of symbolic dynamic
without the need for modification. The proposed method can be
applied to other classes of symbolic dynamic systems.

Keywords— Modulation code, joint coding, graphs, sequences
with periodic restriction.

I. INTRODUCAO

Sistemas digitais de armazenamento de dados empregam,
em associacdo a cédigos corretores de erro (CCE), codigos
moduladores para evitar a ocorréncia de sequéncias que
degradam as operagdes de gravacdo e leitura de dados [1].
Um caso conhecido de cédigos moduladores é a familia de
cddigos bindrios (d, k)-RLL (run-length limited), em que o
nimero minimo de zeros entre uns consecutivos é d e o
nimero maximo € k. O liminar superior tem como propdsito
evitar a perda de sincronismo, enquanto o limiar inferior mitiga
interferéncia intersimbdlica. Uma forma de caracterizar um
cédigo (d, k)-RLL é através da lista de palavras proibidas, que
no caso (1,4)-RLL é {11,00000}. Por poder ser caracterizado
por um conjunto finito de palavras proibidas, a classe (d, k)-
RLL € um caso particular de restri¢cdes de memoria finita (SFT,
Shift of Finite Type).

O avanco das técnicas digitais de armazenamento nas
ultimas décadas induziu o surgimento de novos cddigos
moduladores/restricdo variantes no tempo. Ao contrdrio dos
SFTs, em que as restrigdes sdo proibidas independentemente
da posi¢do na sequéncia, uma lista de palavras proibidas é
associada a cada posi¢do na sequéncia. Um caso de particular
interesse prético é a familia de cédigos TMTR(j,j + 1)
(Time-varying Maximum Transition Run codes). Estes c6digos
limitam a ocorréncia de uns consecutivos a j em posi¢des
fmpares e a j + 1 em posicdes pares [2], [3]. Estes c6digos
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sdo empregados em sistemas de equalizagdo de alta ordem e
resposta parcial, além de detectores de sequéncias de mdxima
verossimilhanga. Também sdo utilizados para incrementar a
distancia de cédigos, o que fazem ao eliminar padrdes de bits
que ocorrem majoritariamente quando ha eventos erro. Versdes
generalizadas dos cédigos TMTR permitem a limitagdo de
sequéncias maximas de uns em mais de duas “fases” da
sequéncia [4].

O emprego simultaneo de c6digos moduladores e CCE re-
quer a adogdo de medidas para evitar que um deles inviabilize
o outro. Na codificacdo, ao dispor o CCE apés o cddigo
modulador, sequéncias de saida do transmissor poderao conter
padrdes proibidos. Por outro lado, na decodificac@o, ao dispor
0 cb6digo modulador antes do CCE, esse poderd propagar
erros introduzidos no canal, com possivel extrapolagdo da
capacidade de correcdo do CCE [5]. A adog@o de sistemas
de codificagdo conjunta permitiram dirimir esses efeitos de-
generadores [6]. A ideia é codificar uma sequéncia sem
restri¢do em uma com restri¢des finitas em que certas posi¢des
sdo reservadas para o CCE. Nestas posicdes os bits podem
ser alterados sem violar as restricdes, portanto, um c6digo
sistemdtico insere nestas posicdes os bits de paridade. Iden-
tificada uma classe de cddigos moduladores adequada para
aplicacdo em codificacdo conjunta, fez-se necessdrio desen-
volver métodos sistemdticos de representacdo desses codigos
e de determinac@o dos codificadores. O segundo passo pode
ser realizado através de procedimentos sistemadticos baseados
na representagdo do cédigo via grafos [7]. Uma técnica para
determinacdo destes grafos foi apresentada em [8], inspirada
em procedimentos voltados para SFTs.

Os cddigos lineares abordados em [8], apesar de fidedignos
ao proposto originalmente em [6], sdo casos particulares
de restricdes periddicas de memoria finita (PFT, Periodic
Finite Type Shift Space) [9]. Os PFTs permitem a descri¢do
de sequéncias com restri¢des periddicas mais flexiveis que
as tratadas em [8], permitindo a obtenc¢do de cédigos com
maior taxa. Assim como descrito acima, faz-se necessario a
determinacdo de grafos que representem o PFT para a pos-
terior especificacdo do codificador. Neste trabalho emprega-
mos o conceito de conjunto de restricdo periddico [10] para
determinacdo de grafos com nimero reduzido de estados para
a classe de PFTs. O trabalho traz trés contribuicdes: 1) Os
conceitos de mascara e memdria de restricdes apresentados em
[11] para SFTs s@o generalizados para PFTs; 2) A partir desses
conceitos, demonstra-se que o algoritmo apresentado em [11]
pode ser empregado para especificar os estados de um grafo
reduzido do PFT; 3) A partir do conjunto de estados, descreve-
se o procedimento para a gera¢do de um grafo reduzido do PFT
e demonstra-se a consisténcia do processo. Esta proposta herda
as vantagens inerentes ao procedimento descrito em [11], a
saber, obtém-se um grafo com nimero reduzido de estados.
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A seguir, a Secdo II traz os conceitos preliminares e define-
se notacdo. A Secdo III define médscara e memoria de restricdo
para PFTs. A Secdo IV demonstra como gerar os estados de
grafo reduzido para PFTs, o que é exemplificado na Sec¢do V
com a construgdo do grafo. A Secdo VI traz as conclusdes.

II. PRELIMINARES

Esta secdo aborda conceitos essenciais para o trabalho e
define a notacgéo [10].

A. Dindmica Simbdlica

Seja A% o conjunto de todas as sequéncias bi-infinitas
-+ T _ox_1xox1 - - - de simbolos de um alfabeto finito
A. Uma sequéncia finita de simbolos consecutivos de A €
chamada uma palavra. Dizemos que uma palavra w é um
fator de um ponto z € A% se existem inteiros i < 7, tais
que W = T[; ;] = TiTi+1' - T;. Escreve-se w <; x para
enfatizar que w é um fator de x iniciando no indice i. O
comprimento de w é |w| = j — i + 1. O conjunto de todas
as palavras sobre A incluindo a palavra nula €, que satisfaz
we = ew = w, € A*. A aplicagdo deslocamento o : AZ
AZ ¢ definida por o (¥) = y com y; = x;41. Denota-se por
o® (k > 0) a composi¢io de o por ela mesma k-vezes. Um
SS (Sistema Dindmico Simbdlico) X = X5 é um subconjunto
de A% consistindo de todos os pontos ndo contendo fatores
no conjunto ¥, por isso, denominado conjunto de palavras
proibidas.

A linguagem de X é o conjunto de todas as palavras
que ocorrem em pontos de X, incluindo a palavra vazia
¢. Emprega-se a notagdo L ou B(Xsy) para esse conjunto,
preferencialmente a tltima quando € preciso enfatizar o SS.
O contexto a direita de uma palavra w, denotado por F (w),
€ o conjunto de todas as palavras em L que podem seguir w,
istoé, F(w) ={u € L: wu € L}. Duas palavras w, u com
0 mesmo contexto sdo ditas equivalentes, ou seja, F' (w) =
F (u). Seja u € A*, o conjunto de prefixos de u é definido
como P(u) = {v| It € A* com vt = u}, como uma
extensdo natural, se M C A* entdo P (M) = uéJMT (u).
Similarmente, o conjunto de sufixos de u é definido como
S(u) ={v|] 3t € A* com tv = u} e para um subconjunto
arbitrario M de A*, § (M) = uéJMS (u). Observe que u €
P(u),8(u), pois, ¢ € A* e ue = gu = u; dai, os
conjuntos dos prefixos e sufixos préprios de u sdo dados,
respectivamente, por P (u) \ {u} e 8 (u) \ {u}. A extensdo
de uma palavra w € A* por outra palavra v € A* é wv.
Dados dois conjuntos Bi, B C A*, define-se BlBgl =
{w, € A*| wiw € By paraw € By} e Bl_lBQ ={wq €
A*| wwy € By para w € B;}.

€r =

B. Grafos Rotulados

Dados V um conjunto de vértices, & um conjunto de ramos
e £L:& — A uma fungdo de rotulagdo, entdo G = (V, &, L)
¢ um grafo rotulado, doravante chamado grafo. As funcdes
i: & —=>Vet: & — V especificam o vértice inicial e o
vértice final de um ramo, respectivamente. Um caminho em
G € uma sequéncia de ramos m = ejes - - - ey, tal que, 0 vértice

terminal de e; é o vértice inicial de e;11. O rétulo de 7 € a
palavra £ (7) = £ (e1) £ (e2) - - - £ (e5,). Um percurso em G
€ uma sequéncia bi-infinita de ramos £ = ---e_jepe; - - - tal
que t (e;) = i (ej41) para todo 7. Uma palavra w € L é gerada
por um caminho 7 em G se w = £ (). Um sistema dindmico
simbdlico X é representada por G, ou G é uma apresentagio
de X, se o rétulo de todo percurso em G € um elemento
de X, com o contrdrio também verdadeiro. Assim como 0s
fatores dos pontos em X formam uma linguagem, os rétulos
dos caminhos em G também, sendo denominada por B(G).
O conjunto de todas as palavras, de comprimento arbitrdrio,
geradas a partir de caminhos em G que comegam em [ € o
contexto de I, representado por F'(I). Dois vértices I, J sdo
equivalentes se F'(I) = F(J). Um grafo G é reduzido se para
todo I,J € V, entdo F(I) = F(J) implica que I = J. O
grafo de contextos é um grafo rotulado onde o conjunto de
vértices € associado aos possiveis conjuntos de contextos, ou
seja, V = {F (w) |w € L}. Como demonstrado em [11], dado
o conjunto de palavras proibidas minimo de um SFT, denotado
por O, o grafo de contexto pode ser determinado através de
um algoritmo de complexidade linear com a cardinalidade do
conjunto P(OA~1). Tal procedimento é baseado na defini¢io
de conjunto de restri¢do, C(w), de uma palavra w € L, que é
definido como o conjunto com menor nimero de palavras em
L, tal que, para todo v € L, se wv ¢ L entdo existe u € P(v)
comu € C(w) [11]. Na préxima se¢io esse conceito é descrito
para a classe dos PFTs.

C. PFT

Seja 7" um inteiro positivo chamado periodo e ¥ =
{wgkl) , wékz), . ,w,(lk” } uma colegdo finita de palavras em
A* indexadas com inteiros k; € {0,1,...,7 — 1} os quais
serdo denominados de fases. Chamamos o conjunto F de
conjunto proibido periodico. As restricdes associadas a uma
fase k sdo denotadas por F*) = {w| w(™) € Fe n = k}.
O PFT X = XfLCF,T} ¢ definido como o conjunto de todas
as sequéncias bi-infinitas = sobre o alfabeto A tal que existe

algum inteiro k € {0,1,...,7 — 1} com a propriedade:
w0t (z),VieZ = w ¢ g(i mod ),

Quando ndo existir confusdo sobre o alfabeto utilizado,
podemos usar a notagdo mais simples X5 7} para repre-
sentar o PFT. E importante perceber que um PFT X1}
com periodo T' = 1 é simplesmente um SFT. Seja £, C
{0,...,T — 1} o conjunto de deslocamentos de um ponto
re A’ tal que Vi € Z e l, € L, se v <; o' (z) entdo
v ¢ g mod T) A finouacem associada a fase k é LV =
fu<jot(@)] =eXgry, lo €Lyej=kmodT}
Usaremos a notacio mais simples w*) quando queremos dizer
que w € L) Quando w ¢ L®*) entdo w'*) nio estd definida,
que ndo impede w € L, uma vez que esta pode pertencer a
uma linguagem L) com j # k. A linguagem L de um PFT
é L = Uke{o,...,T—l} L®*). Dizemos que s) é um fator de
wh) ses <, wej=k+tmodT.Ses <y w entio s¥)
é um prefixo de w(¥) (prefixo préprio se |s| < |w|). Quando
s<twek+t+|s| =k+|w| mod T entdo g(kt+t mod 7)
um sufixo de w*) (sufixo préprio se t > 0).
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O conjunto minimo periédico de palavras proibidas para
um PFT ¢ 0, = {w® &k € {0,....T -1} e w =
wy...w, | WE L™ mas, todos os fatores proprios u —<;
w pertencendo a linguagem p(k+i mod T)} O contexto a
direita de w &€ L associado a uma fase k£ é dado por
F(w®) = {s| ws € LW}, Caso w ndo seja permitido
na fase k, entdo para todo s € L, ws ¢ L(*), Daf, para todo
w & L™, segue que F (wh)) = 0.

Estabelecido o conceito de conjunto minimo periddico,
deste segue a descricdo operacional para PFTs do conceito de
conjunto de restricdes apresentado na Secdo II-B. O conjunto
de restricdes de uma palavra w(*) associadas a um conjunto
Oy, denotado por Co, (w(k)) é composto por dois conjuntos:

ch (wih) = {s(o)| wsA-L e L modT) ¢ existe p €
(k+|w|—|p| mod T)

S(w) \ {e} tal que ps € O, (conjunto
de restricdes dependentes) e Cép (w(k)) = {u(5)| Vs €
Ltalque u € 8(s)\ {e}ewsA™' € L*) mas ws ¢
L®, com u¥) € O, e j—k—|w = £ mod T

(conjunto de restri¢des independentes). Observe que os dois
conjuntos dependem da fase, contudo sé Cgp(w(k)) depende
efetivamente de w.

Lema 1: ([10, Lema 4.2]) Se Co, (W) = Co, (u'?)
entio C§ (wi¥) =cf (uD) ecy (wh)=ch (u).

Teorema 1: ([10, Teorema 4.5]) Sejaw € L®) e w’ € LU,
entdo Co, (w(k)) =Co, (w’(j)) se, e somente se, F' (w(k)) =
F(w'0).

Lema 2: ([10, Lema 4.6]) Para todo w € L¥), u ¢ L)
ea € A, seCo, (W(k)) = Co, (u(j)) entdo Co, (wa(k)) =
Co, (ua(j)).

O teorema seguinte estabelece que o conjunto W =
PO, A U@ ... (T~} ¢ ainformagio suficiente para
identificar o conjunto de restricdes de qualquer palavra na
linguagem L de um PFT.

Teorema 2: ([10, Lema 4.7]) Seja L a linguagem
de um PFT. Para todo w € L), Co, (w(k)) =

Co, y(k+t mod T)), para v(#+t MOd T) & ¢i6x 6 mais longo

de w*) em W.

Observagdo 1: Os elementos do conjunto de representantes
devem ser interpretados como a informac¢do minima por fase,
ou memoria, para que as restricoes de uma palavra sejam
definidas. Assim, se uma palavra ndo possui sufixo entre os
representantes ndo nulos, essa memoria € a palavra nula. Por-
tanto, faz-se necessdrio que o conjunto W contenha palavras
nulas para todas as fases.

Coroldrio 1: Seja L a linguagem de um PFT e seja w €
L®). Se v ¢ o sufixo mais longo de w(*) em W, entio
Co, (va(l)) =Co, (wa(k)) para a € A.

Demonstracdo: O resultado segue da aplica¢do do Teo-
rema 2 seguido da aplicacdo do Lema 2. ]

II1. MASCARA DE RESTRICAO E MEMORIA DE RESTRICAO
DE PALAVRAS POR FASE NA LINGUAGEM DE UM PFT

Nesta sec@o os conceitos apresentados em [11] sdo estendi-
dos para PFTs.

A. Mdscara de restricdo periddica

A mascara de restricdo identifica através das marcas [] e
B a informacdo que um simbolo a € A transmite sobre as
restricdes de uma palavra w*) na linguagem de um PFT.

Definicdo 1: Seja w¥) € W, onde O, € o conjunto minimo
periddico proibido de um PFT. Os elementos da mdscara de
restricio de w®), M (w®)) A x {0, M} satisfazem as
seguintes propriedades:

o (a,W) € M(WwH) & wa ¢ LW, a0 € A

e (6,0 € M(w®) < wa € L®, paraa € A um

prefixo préprio de u(®) € cé, (wh);

e Se um simbolo ¢ € A ndo satisfaz as declaragdes

anteriores, entdo ndo existe um par ordenado em A x
{0, @} com este simbolo.

Assim como no SFT, mantemos a estratégia de calcular a
madscara de restricdo das palavras mais curtas para as mais
longas em W. Primeiramente, determinam-se os u") € 8$(0p)
tal que wu'®) ¢ L(*), observando-se que [ = k+|w| mod T.
Se |u| = 1, entio (u, W) € M(w(®), caso contririo (a,J) €
M(W(k)), em que a € A € sufixo de u. Por fim, faz-se a
inclusio dos elementos de M(v()) em M(w(*), para v()
sufixo préprio mais longo de w*) em W, para elementos em
A ainda ndo presentes em pares de M(w(*)). Como tinico caso
relevante, nio ocorreré (a, ) € M(w®) e (a, ®) € M(v(V),
ja que implicaria que wa*), um prefixo préprio em Op, possui
como sufixo préprio um elemento em O,, o que contradiz a
minimalidade deste conjunto.

B. Memdria de restri¢do periodica

A seguir apresentamos a definicdo de memoria de restricdo
de uma palavra w € L, onde L ¢ a linguagem de um PFT.

Definicdo 2: Dado um PFT com linguagem L e uma
palavra w € L(*), a memdria de restricio de w(¥), denotada
por R (w(¥), ¢ o sufixo mais longo de w(¥) em W.

Segue do Teorema 2 que se v = R(w) entdo
Co, (w(k)) = Co, (v(l)). O célculo da memodria de restri¢dao
no caso periédico, levando em consideracdo a Definicdo 1 da
mascara de restri¢do, exige também o0s mesmos quatro casos
vistos [10], [11] para o SFT; porém, observando que para o
segundo caso, em que w¥) = ¢(*)| tem-se que R (a(k)a) =
R (a™), para todo 0 < k < T.

IV. ALGORITMO PARA PFTS

Nesta secao resumimos os passos do algoritmo proposto em
[11] para obter os vértices de uma apresentagdo reduzida para
um sistema dindmico simbdlico. O algoritmo cria sucessivas
particoes de W até obter classes de palavras com o mesmo
conjunto de restri¢cdes periddico. Este é baseado nos conceitos
de madscara de restricdo periddica e memoria de restricdo
periddica, com o primeiro estabelecendo a primeira parti¢ao,
enquanto o segundo estabelece recursivamente o refinamento
desta pela aplicagdo do algoritmo de Moore. Quando o critério
de parada € satisfeito, as classes de palavras em W com
mesmo contexto a direita por fase sdo obtidas. O pseudo-
codigo do algoritmo € apresentado em [11, Tabela 1]. A seguir
descrevemos os seus trés passos.



XXXVI SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES E PROCESSAMENTO DE SINAIS - SBrT2018, 16-19 DE SETEMBRO DE 2018, CAMPINA GRANDE, PB

o Passo 1. Particionamento pela madscara de restricdo
periédica: Os elementos da particdo inicial P! sdo sub-
conjuntos de W cujas palavras possuem a mesma mascara
de restri¢do periddica [11, Definition 4];

o Passo 2. Particionamento pela memoria de restricdo
periddica: O algoritmo de Moore € aplicado de acordo
com [11, Definition 5] para refinar as particdes 7”“7 k>
L

« Passo 3. Critério de parada: O algoritmo termina quando
refinamentos ndo sdo possiveis.

A Proposi¢do 1 e o Teorema 3 estabelecem a consisténcia
deste algoritmo para a classe dos PFTs.

Proposi¢do 1: Em cada particio P, as palavras em W em
classes distintas t€ém contextos a direita distintos.

Demonstracdo: A prova segue por inducdo. Para a
partigio P', sejam u'?), w(¥) < W tais que M (u(j)) #*
M (w(k)). Considere as possibilidades:

a) Existe (a,0) € M (u?) tal que (a,0) ¢ M (w*)). Segue
da Defini¢io 1 que ua € L) para a € A um prefixo préprio
de v(» € C§ (ul?). Observe agora que v(® ¢ C§ (wh)),
caso contrdrio, terfamos (a,]) € M(W(k)), que é uma
contradicao.

b) Existe (a,®) € M (u")) tal que (a, M) & M (wh).
Pela Definicio 1, ua ¢ LY e a(® ¢ C(‘%p (u(j)). Observe
que a® ¢ Cgp (W(k)), caso contrério, terfamos (a, M) €
M (w(k)), que é uma contradi¢do. Portanto, nas duas pos-
sibilidades, temos C§_ (u) £ cé, (w®). Do Lema I,
Co, (u) # Co, (w(k)) e, do Teorema 1, F (ul?) =
F (w®) e o resultado é vélido para a parti¢do inicial P’
no Passo 1.

Agora, assuma que a afirmacao € verdadeira para PE k> 2.
Sejam u¥), w(*) € ‘W palavras na mesma classe em P¥,
mas em classes distintas em P*T1. Do Passo 3, isto ocorre
porque existe a € A tal que R (ual?)) e R (wa)) estdo em
classes distintas em P*. Pela hipétese de indugio R (ua(j))
eR (wa(k)) possuem contextos a direita distintos e, portanto,
u e w®) também possuem contextos 2 direita distintos.
Logo, a proposicio é vilida para P*+1, ]

Teorema 3: O algoritmo proposto particiona W em classes
de palavras de contextos a direita equivalentes.

Demonstracdo: Empregando a Proposi¢do 1, s6 pre-

cisamos demonstrar que na particdo final as palavras em uma
mesma classe possuem o mesmo contexto a direta. Suponha
que P* = Pk+1 (condi¢io de parada do algoritmo) e que
existem palavras u¥), w(*) € W na mesma classe com
contextos a direita distintos. Pelo Teorema 1 Co, (w(k)) #*
Co, (u?). Temos as possibilidades:
a) Como o conjunto O, € finito, existe uma palavra v € L,
vV =0y vy, tal que uv € LU, wv € L*) mas, uva ¢
LU e wva € L™ para algum a € A. Portanto, (a, M) ¢
M (R (wv®))) e (a, ) € M (R (uv?)). Dai, as memdrias
de restricdo R (wv(k)) eR (uv(j )) devem pertencer a classes
distintas em P!,

Desde que P¥ e PFF! sio iguais, entio R (wvl(k))
e R (uvl(j)) estio na mesma classe em 7PF. Como
consequéncia, R (wuiv2®) e R (uviv2?)) estio na
mesma classe em PF-!. Em geral, R (wvlvg e vi(k))

e R(uviva---v;9)) estdo na mesma classe em PHiHL
Finalmente, R (wv(k)) e R (uv(j)) devem pertencer a
mesma classe em P*~"+! e isto é uma contradicio, desde
que R (wv®)) e R (uv?)) estdo em classes distintas em P*.
b) Suponha que Cgp (wh) = Cgp (u®), mas
Cép (wk)) # Cép (u)). Assim, entre todos os elementos
na diferenga simétrica Cép (wk)) AC@F (ul), existe
um v tal que n = I + |v| é minimo. Sem perda de
generalidade, suponha que v ¢ Cfgp (W(k)). Portanto,
existe s = 5152...5, tal que v <; s, wsA~! € LK) ¢
ws ¢ L™ Conclui-se que s € F(u(j)), pois s ndo é
excluido por elementos em Cgp (u(j)), ja que este € igual a
Cgp (w®), e isso implicaria que v e 0, ' —k—|w| =1
mod T, é fator préprio de um outro elemento de O,
ou que wsACD ¢ L(k), ambos sdo absurdos. Portanto,
R (w51 ... sn,l(k)) e R (u51 ... sn,l(j)) estdo em classes
distintas em P!, aplicando o raciocinio do item a), wk) e
u) também devem estar em classes distintas na parti¢do
final.

Logo, se w(*) e ul) estio na mesma classe em P¥, deve-
mos ter C§ (wM) =g (uP)ecy (w)=c (ul?).
Pelo Lema 1 temos Co, (W¥)) = Cp, (u") e pelo Teorema
1 o resultado segue. ]

V. CONSTRUCAO DE UMA APRESENTACAO REDUZIDA
PARA PFTSs

Nesta secdo usamos o algoritmo apresentado na Secdo IV
para obter um grafo G = (V, €, L) que é uma apresentagdo
reduzida de um PFT.

Iniciamos definindo o conjunto V, cujos elementos sdo as
classes obtidas com o algoritmo apresentado na Secao IV. O
conjunto de ramos do grafo, com os respectivos rétulos, é
determinado a partir de V como descrito a seguir.

Definicdo 3: Sejam P; € V e w¥) € P;. A relagdo § :
V x A — 'V é definida como:

5 (P;,a) :{_Pj| .'R(Wa(k)) € P; para a € A com

(o, W) ¢ M (P)
em que M (P;) = M (w(®) para w(¥) € P,. Observe que
esta extensdo do conceito de méscara estd bem definida, j4 que
pelo Passo 1 do algoritmo todas as palavras em uma mesma
classe possuem a mesma madscara. Segue da Defini¢do 3
e do Teorema 3 que o grafo G € deterministico, ou seja,
dados ramos distintos e;,e; € &, se i(e;) = i(e;) entdo
L(e;) # L(e;). Portanto, quaisquer caminhos distintos em G
que partem de um mesmo vértice possuem rétulos distintos.
Observe que palavras de mesmo contexto a direita quando
estendidas por uma letra em A geram palavras de mesmo
contexto a direta. Disso, decorre do Teorema 2 e do Teorema 3
que a memoria destas pertencem a mesma classe de W, do que
segue o determinismo de G.

Teorema 4: Seja X = X{o, vy um PFT. O grafo G € uma
apresentacdo reduzida de X.
Demonstragdo: ~ Mostraremos inicialmente que G
uma apresentagdo de X(o, 7}. Seja v .= ajaz... ay
B (X{OP,T}), logo v pertence ao conjunto de contextos

o M
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TABELA I
MASCARA DE RESTRICAO PARA W DO TMTR DO EXEMPLO 1

wk) ew M (w(k))
e 0
e 0
@ 0
10 {(1,0)}
1 {(1,m)}

direita para alguma palavra em L. Segue do Teorema 2
que hda w¥) € W tal que v € F(w(k)). Supunha que
w) € P;, como wa; € L), entio (a;,®) & M (w(k)),
portanto, hd um ramo rotulado por a; de P; para P; em que
R (Wagk)) € P;. De forma similar, wajas € L®) | acar-

retando em (a2, @) € M (R (Wagk) ) e, consequentemente,
na existéncia de um ramo rotulado por ao de P; para P,
em que R (.'R (wagk)) ag) € P,. Seguindo esse processo,
determina-se uma trajetéria m em G tal que L (7w) = wv.
Conclui-se que F (w®)) C F(P;) e como, empregando o
Teorema 2, a unido dos conjuntos de contextos a direita das
palavras em W formam L, temos que B (X{o, 73) C B (Xa).

Por outro lado, seja v. = bibs---b, € B(Xg), com
v iniciando em um vértice P, com w*) € P, Vamos
usar inducdo sobre m para provar que v € F (w(k)). Pela
Definicdo 3 segue que (b, M) ¢ M(P) = M (w®), ou
seja, wb; € L) e o resultado é vilido para m = 1.
Suponha que o resultado é vilido para todo t < m — 1. Como

Wby -+ -bp_1 € LF) ¢ G é deterministico, existe Gnico estado
P; terminal de Wby - -by,_1. Se Wby ---b,, ¢ L"), entio
(b, W) € M (R (Wby -+ -bp—1)) = M (P;) e, pela Defini¢ao

3 v € B(Xg) que é uma contradi¢do. Logo, v € F (w(k))
e B(Xg) C B(X{o,r})- Portanto, G é uma apresentacio
do PFT caracterizada por F (P;) = F(w®), P, € Ve
w(*) € P;. Por fim, o fato de G ser uma apresentacio reduzida
segue diretamente da Proposi¢do 1 e do Teorema 3. ]

Exemplo 1: Seja Xo, o PFT tal que O, = {1110} e T =
3. Temos que O,A~! = {W(k) eL: Wa(’“) €0, paraa €
A} = {110}, Dal’ ?(o AN = {0 10 110} e W =
PO,A) U {e© M) E(2 } = {0, E(1) @) , 1001100},
Vamos utilizar o Passo 1 do algoritmo e determlnar a particio
inicial P'. Observe que M (@) = M (eW) = M (@) =
(). Pela Descrigdo do conjunto de restri¢cdes periddicas, obte-
mos C§ (1) = {11}, Como 1 & prefixo préprio de 11,
pelo item 2) da Definigdo 1, (1,0) € M (1(?). Como o
méximo sufixo préprio de 1) em W é £(!) cuja mdscara é
vazia entdo, M (1)) = {(1,0)}. Por outro lado, 111 ¢ L)
e pelo item 1 da Definicdo 1, (1,Hl) € M (11(0)). Como o
maximo sufixo préprio de 11(9 em W é £(?) cuja méscara é
vazia entdo, M (11(0)) = {(1,M)}. As respectivas mdscaras
de restri¢do estdo listadas na Tabela I.

Observando a Tabela I, segue que P! = {P =
{e@ M @y Py = {10} Py = {11} }. Para o Passo 2
observe que R (5( 3 ) =1 ¢ P, enquanto que fR( M1 ) =
e@, R (e@1) = € Py. Dai, P, deve ser particionado e
temos a partigio P2 = {P] = {0}, Py = {eM), ® P =

Fig. 1. Grafo reduzido do PFT apresentado no Exemplo 1.

{19}, Pf = {11®}}. Por fim, R (eW1) = @ € P} e
R (e@1) = ¢ € P[. Portanto, P} deve ser particionado e
temos a partigio P = {P}' = {¢©}, Py = {cM} Py =
{e@Y Py = {10}, PV = {11}, Observe agora que
refinamentos ndo sdo mais possiveis, o critério de parada no
passo 3 é atingido, P3 € a parti¢io mais fina e o grafo reduzido
possui 5 estados. Por fim, utilizando a Defini¢do 3 € possivel
reproduzir a apresentacdo dada na Fig. 1.

VI. CONCLUSOES

Neste trabalho foi demonstrado que o algoritmo apresentado
m [11] para a classe de SFTs pode ser aplicado a classe
mais ampla de PFTs sem modifica¢do, expandindo seu escopo
de aplicacdo. Para tanto, foram introduzidos os conceitos de
mascara e memoria de restrigdes para PFTs e demonstrados
uma serie de resultados de corretude e consisténcia. Por fim,
foi exemplificado o procedimento para a determinacio de um
grafo com niimero reduzido de estados para um PFT.
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