XXXV SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAGOES E PROCESSAMENTO DE SINAIS - SBrT2017, 3-6 DE SETEMBRO DE 2017, SAO PEDRO, SP

Avaliacao de desempenho de wavelet shrinkage pela
esparsidade dos coeficientes

Vinicius Avila da Silva e Evandro Ottoni Teatini Salles

Resumo—A técnica conhecida como wavelet shrinkage se
consagrou como um método de baixo custo computacional e
desempenho satisfatorio em denoising de sinais. Este método,
porém, nio é totalmente adaptativo, pois depende de parametros
como a escolha de uma wavelet e escala de aplicacido. Este artigo
visa avaliar a relacdo entre o desempenho do método e a
esparsidade dos coeficientes wavelet. Foi observado que o ganho,
em dB, da SNR dos sinais depende grandemente dos parimetros
citados, e que a esparsidade pode ser uma ferramenta para
adaptar os parametros a cada conjunto de amostras.

Palavras-Chave—Denoising, Wavelet Shrinkage, Esparsidade.

Abstract—The wavelet shrinkage approach has been
considered a method of low computational cost and reasonable
performance in signal denoising. However, this method is not
entirely adaptive, because of its dependence on parameters such as
the wavelet function and scale. This paper aims to evaluate the
relation between the performance of the method and the sparsity
of the wavelet coefficients. It was observed that the signal SNR
increase, in db, relies greatly on the aforementioned parameters,
and that the sparsity can be a tool to adapt the parameters to each
sample set.
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L.

O problema de sinais contaminados por ruido ¢ comum em
diversas aplicagdes e pode reduzir a eficiéncia de sistemas
diversos, como reconhecimento de voz, telemedicina e
transmissao de dados. Um algoritmo de denoising é aquele que
busca remover ruido, erros e perturba¢des de um sinal [1], de
forma a preservar o sinal original. Semelhantemente, a partir de
N amostras de um sinal f contaminado por um ruido e,

y[i] = fli] +eli] i=1,..,N, (1)

deseja-se estimar um vetor f com o menor erro possivel em
rela¢do ao sinal original f. O desempenho do algoritmo pode,
entdo, ser aferido pelo erro médio quadratico,

INTRODUCAO

_ =N (rii-r)’®

MSE : 2
N
e pelo relagdo sinal-ruido,
_ VAR(f)
SNR = 10log (FR(f—f))' 3)

O método de wavelet shrinkage, como descrito em [2], foi
desenvolvido na década de 90 e ¢ de facil implementacao e baixo
custo computacional. Este método consiste na aplicagdo de
limiares aos coeficientes wavelet do sinal contaminado. Assim,
pode ser descrito como duas etapas sucessivas: transformacéo e

limiarizagdo. Esta, baseada no estimador ndo-polarizado de risco
de Stein (SURE) [3], ndo depende de nenhum parametro a ser
definido por usuario, ou seja, ¢ adaptativa. A ectapa de
transformacao, por sua vez, decorre da escolha de uma wavelet
e uma escala de aplicagdo, de forma que o desempenho final do
algoritmo depende grandemente destes parametros.

Este artigo visa avaliar a esparsidade dos coeficientes
wavelet de um sinal contaminado como ferramenta para adaptar
os parametros de um denoiser a um determinado conjunto de
amostras. De outra forma, deseja-se relacionar o desempenho do
algoritmo (MSE e SNR) a esparsidade no dominio wavelet.

O presente artigo esta divido da seguinte forma. A secgao II
descreve o método de wavelet shrinkage ¢ a técnica de
limiarizagdo baseada em SURE. Posteriormente, na se¢do III, é
descrita a medida de Hoyer como métrica de esparsidade e como
esta se reduz a norma L1 para transformacdes ortogonais. O
método para avaliar a relagdo entre as métricas de desempenho
(MSE e SNR) e a esparsidade (norma L1) ¢ descrito na se¢do
IV, bem como os resultados da avaliagdo. Exemplos de
utilizagdo do método sdo expostos também na segdo IV,
enquanto a conclusdo do trabalho é apresentada na segdo V.

IL.

A transformagdo wavelet discreta (DWT) de um sinal y com
N = 2J amostras pode ser escrita na forma matricial

WAVELET SHRINKAGE

“)

na qual W ¢ a matriz de transformagao e w s@o os coeficientes
wavelet resultantes. A matriz W ¢é quadrada e depende da
chamada wavelet mde, a fungdo na qual o sinal y serd
decomposto. Para o caso em que esta fungdo € periodica, a
matriz de transformacdo é ortogonal. Assim, a reconstrug@o do
sinal ¢ simples e definida por

y=wTw.

w =Wy,

)

Segundo [4], um sinal qualquer é melhor representado por
uma funcdo wavelet semelhante ao sinal. A representagdo ¢ dita
melhor quando poucos coeficientes sdo ndo-nulos, ou seja,
quando a representacdo ¢é esparsa. O ruido branco, devido a sua
caracteristica aleatdria, ndo ¢ bem representado por nenhuma
funcdo e, para wavelets ortogonais, o ruido branco ¢
transformado em ruido branco [2], ou seja, em amostras nao
correlacionadas e com média zero.

Assim, se a representagdo de um sinal qualquer for esparsa,
a distingdo entre os coeficientes do sinal e os coeficientes do
ruido é perceptivel, conforme Fig. 1. O sinal dado como
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exemplo é o blocks [2] e, devido a sua natureza quadrada, a
transformacao utilizada foi a Haar.
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Fig. 1. Exemplo de sinal e seu coeficientes wavelet. (a) Blocks no dominio
do tempo, (b) coeficientes de blocks, (¢) blocks contaminado por ruido branco,
(d) coeficientes de blocks contaminado por ruido branco.

E possivel perceber que, como a representagio do sinal é
esparsa, os coeficientes do sinal possuem amplitude superior
aos coeficientes resultantes do ruido. Logo, se um limiar
apropriado t for definido, novos coeficientes w' definidos por

wipg = (-0 Wil >

0 |wli]l<t ©)

podem ser usados para reconstruir o sinal com SNR superior a
condigdo anterior.

O limiar ¢ definido de forma adaptativa pelo SURE, que
estima de forma ndo-polarizada o erro quadratico de um
estimador polarizado. O ponto de partida, portanto, deve ser um
estimador polarizado para o limiar t. Frequentemente utilizado,
o limiar universal [5] pode ser definido por:

t =o0,/2logN, (7

em que ¢ ¢ o desvio padrdo do ruido no dominio wavelet, que é
desconhecido ¢ pode ser estimado pelo desvio mediano
absoluto (MAD)

omap = mediana(|w[i] — mediana(w)|). 8)
Desta forma, o erro quadratico do limiar t é estimado por
SURE(t,w) = N — 2 - #{i: |w[i]| <t}

N
+ Z'zl(minﬂw[i“' £)?), 9)

na qual #{i:|w[i]| <t} indica uma soma conectada entre o
vetor de indices e os componentes wavelet com modulo inferior
ouigual at.

Um novo limiar t; pode, entdo, ser definido de forma a
minimizar o risco de Stein, ou seja

ty = argminostsa\/mSURE(t, w). (10)

Este método de limiarizacdo é adaptativo e de simples
implementagao [2], e por isso ¢ utilizado largamente mesmo em
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denoisers que utilizam transformagdes diferentes da wavelet

[6].

III. ESPARSIDADE

O método descrito na se¢do anterior ¢, se comparado a
métodos modernos mais complexos como [6], relativamente
simples ¢ de baixo custo computacional. Porém a etapa de
transformagdo ndo ¢é totalmente adaptativa e deixa a cargo do
usuario definir uma wavelet mae e uma escala para decompor o
sinal. Como observado em [2], o MSE do sinal recuperado
possui grande variagao em funcdo desses parametros, porém em
situagdes reais (sinal original desconhecido) o MSE ndo esta
disponivel para permitir a adaptabilidade do método.

Como sugerido em [4] e [5], a representa¢do de um sinal é
considerada boa quando for esparsa, e esta ¢ a caracteristica que
permite a aplicacdo de wavelet shrinkage (Fig. 1). A
esparsidade pode ser facilmente calculada e esta disponivel em
situagdes reais. Em [7], diversas medidas de esparsidade sdo
comparadas e duas métricas sdo consideradas superiores: a
medida de Hoyer e o indice de Gini. Como o indice de Gini
depende da ordenagdo do vetor a ser aferido, neste trabalho
optou-se, por simplicidade, pelo emprego da medida de Hoyer.
Dado o vetor de coeficientes wavelet w, sua esparsidade no
sentido de Hoyer ¢ medida por

Hlw) = () (11)
W) ="

na qual ||w]|; e ||w||, indicam, respectivamente, a norma L1 e
anorma L2 dos coeficientes wavelet. Se o vetor de coeficientes
possuir apenas uma componente ndo-nula, as normas L1 e L2
sdo iguais, logo H(w) = 1. Para qualquer outro caso, a norma
L1 é superior a norma L2, assim H(w) < 1. Portanto a medida
de Hoyer representa a esparsidade de um vetor com um nimero
real de valor maximo 1 (esparsidade maxima). A Fig. 2
exemplifica a medida de Hoyer para duas transformagdes
aplicadas ao sinal blocks.
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Fig. 2 Transformagdes aplicadas ao sinal blocks. (a) Haar, (b) db7.



XXXV SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAGOES E PROCESSAMENTO DE SINAIS - SBrT2017, 3-6 DE SETEMBRO DE 2017, SAO PEDRO, SP

E possivel observar que a representagio do sinal blocks com
a wavelet Haar possui apenas cinco componentes nao-nulas.
Isto se reflete na medida de Hoyer, que é proxima de um
(0,9459). A representacdo pela wavelet db7 possui um nimero
maior de componentes, por isso H(w) ¢ menor que o caso
anterior. Pode-se dizer, entdo, que a fungdo Haar representa o
sinal blocks melhor que a fungdo db7.

Para calcular a medida de Hoyer, a norma L2 dos
coeficientes wavelet pode ser determinada por

Iwll; = VwTw = VxTWTWrx, (12)
e pode ser reduzida, para transformacdes ortogonais, a
Iwllz = vaxTx = [lx|l,. (13)
A medida de Hoyer, portanto, pode ser escrita como
A 1
HW) = 73 ~ oo (14)

Como N e |[x||,; s3o constantes dado um conjunto de
amostras, H(w) varia exclusivamente com [|w]||;. De outra
forma, pode-se dizer que para qualquer transformacdo
ortogonal, a representacdo mais esparsa no sentido de Hoyer ¢
aquela cuja norma L1 dos coeficientes ¢ minima. Logo, dado
um conjunto de amostras, a esparsidade pode ser facilmente
aferida.

IV. TESTES E RESULTADOS

Para avaliar a relagdo entre a esparsidade da representagdo
de um sinal ¢ o desempenho do denoiser foram utilizados
quatro sinais, conforme [2]. Os sinais estdo expostos na Fig. 3.
Para cada sinal, uma versdao com ruido foi gerada (Fig. 4) de
forma a ter SNR de 40dB e foi aplicado o método de wavelet
shrinkage nas 10 primeiras escalas de 22 transformagdes
ortogonais (Apéndice I). Portanto, para cada sinal foram
geradas 220 versdes ap6s a aplicagdo do denoiser, cada uma
com um determinado desempenho (MSE ¢ SNR) e esparsidade
(Norma L1).
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Fig. 3 Sinais de dindmica variavel sem ruido. (a) Blocks, (b) bumps, (c)

heavy sine, (d) doppler.
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Fig. 4 Sinais contaminados por ruido branco (SNR=40dB). (a) Blocks, (b)

bumps, (¢) heavy sine, (d) doppler.

Como produto do teste descrito acima, os graficos abaixo
(Fig. 5-8) possuem 220 pontos para cada sinal e representam os
valores de MSE e SNR em funcéo da norma L1.
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Fig. 5 Desempenho do método (MSE e SNR) em fungdo da esparsidade
(norma L1) para o sinal blocks. O grafico possui 220 pontos para cada fungdo.
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Fig. 6 Desempenho do método (MSE e SNR) em fung¢@o da esparsidade
(norma L1) para o sinal bumps. O grafico possui 220 pontos para cada fungao.
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Fig. 7 Desempenho do método (MSE e SNR) em fung¢ao da esparsidade

(norma L1) para o sinal heavy sine. O grafico possui 220 pontos para cada

fungao.
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Fig. 8 Desempenho do método (MSE e SNR) em fung¢io da esparsidade

(norma L1) para o sinal doppler. O grafico possui 220 pontos para cada
funcdo.

Para o sinal seavysine o grafico ndo possui minimos locais,
0 que mostra que para qualquer conjunto de pardmetros, um
novo conjunto que diminua a norma L1 resultarda em um
desempenho melhor. Para os demais sinais, ha minimos locais,
mas o ponto de melhor desempenho ainda foi, como para
heavysine, o minimo global em relagdo a norma L1. Com SNR
inicial de 40dB, o pior ponto de operagdo em todos os sinais
gerou SNRs em torno de 45dB, e em nenhum caso houve
minimos locais com SNR abaixo de 90dB.

Foi possivel observar, portanto, que em todos os casos
analisados o conjunto de parametros que gerou a representagao
mais esparsa gerou, também, o melhor desempenho. Em todos
0s casos o ponto de melhor desempenho gerou SNRs acima de
100dB, aproximadamente 55dB superiores aos pontos de pior
desempenho. Nenhum conjunto de parametros gerou sinais com
MSE e SNR piores que o sinal contaminado.

Para os testes realizados, portanto, duas afirmagdes foram
confirmadas. Em primeiro lugar, o desempenho do método
depende grandemente dos pardmetros da transformacdo (a
serem definidos pelo usuario), como dito anteriormente. Em
segundo lugar, a esparsidade da representagdo do sinal (que
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pode ser aferida em situagdes reais) possui forte relagdo com o
desempenho do método. Portanto, a minimizacdo da norma L1
da representagdo do sinal podera tornar o método de wavelet
shrinkage adaptativo.

A Fig. 9 mostra, para cada sinal, o sinal recuperado no ponto
de operagdo com menor norma L1.
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Fig. 9 Sinais ap0s a aplicacdo do wavelet shrinkage. (a) Blocks, (b)

bumps, (c) heavy sine, (d) doppler.

V. CONCLUSOES

O método de wavelet shrinkage para denoising é simples ¢
eficiente, porém ndo totalmente adaptativo. Foi possivel
observar que a adaptabilidade do método pode ser obtida pela
norma L1 dos coeficientes wavelet, caracteristica que influencia
o desempenho final e é de facil afericdo. Um método, portanto,
que busque a minimizagdo na norma L1 no dominio wavelet
podera tornar o método de shrinkage mais eficiente e robusto
para diversos sinais.
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APENDICE I

Transformagdes wavelet ortogonais utilizadas: haar, db2,
db3, db4, db5, db6, db7, db8, db9, db10, sym2, sym3, sym4,
sym5, sym6, sym7, sym8, coifl, coif2, coif3, coif4 e coif>.
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