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Resumo—Neste trabalho estuda-se a precisdo do método Dey-
Mittra na otimizagdo do método das Diferencas Finitas no
Dominio do Tempo (FDTD). Formula-se o Dey-Mittra (D-FDTD)
para o contexto bidimensional (2D) e aplica-se 0 D-FDTD em um
disco 2D de condutor elétrico perfeito (PEC) com diferentes
discretizagbes. Analisa-se a preciséo do D-FDTD para as
situacBes aplicadas, avaliando sua queda de desempenho em
discretizacbes muito pobres, interesse de sua aplicagéo.
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Abstract—In this work the precision of the Dey-Mittra
method of optimization of the Finite Difference Time Domain
(FDTD) method is studied. The Dey-Mittra method (D-FDTD) is
formulated into the two-dimensional (2D) context and the D-
FDTD is applied to a 2D perfect electric conductor (PEC) disk
with different discretizations. The precision of the D-FDTD for
the applied situations is analyzed, evaluating its performance
drop in very poor discretizations, interest of it’s application.
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I.  INTRODUCAO

O método das Diferengas Finitas no Dominio do Tempo
(Finite-Difference Time-Domain ou FDTD) é um método
simples e robusto de simulacdo de propagacdo de ondas
eletromagnéticas diretamente no dominio do tempo. O método
¢ muito eficiente em simulagdes de elevado grau de
complexidade quando a banda de frequéncias é larga.

A sua natureza de construgdo em malha com células
cUbicas ndo aproxima adequadamente superficies curvas, sendo
necessario o uso de malhas extremamente densas em regides de
analise complexas ou a aplicacdo de métodos de modificacdo
da malha.

Algumas geometrias 2D podem apresentar elevada
complexidade na geometria e material sendo o0 FDTD uma
ferramenta interessante a ser utilizada [1]-[4].

Dentro dos métodos de modificacdo de malha, diversas
alternativas de modificagdo podem ser utilizadas e estas séo
amplamente descritas na literatura, como em [5], e exploradas
em pesquisas, como em [6]-[11].

Para propostas que sugerem a alteracdo da geometria das
células da propria malha, é possivel uma melhor aproximagéo
em relagdo ao uso de células originais [5]. Porém, esses
métodos ndo sdo modificagbes na malha, mas sim uma
construcdo diferente que, portanto, exigem um novo cédigo de
simula¢do. Embora avangos tenham sido feitos no intuito de
mitigar a instabilidade inerente destes métodos, os empecilhos
citados tornam a opgdo menos atrativa quando visa-se uma
implementagdo pratica e estavel [12].
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Nas propostas que sugerem a modificacdo das células ou da
analise de malha localmente, a praticidade de adaptacdo dessas
propostas em algoritmos de FDTD convencionais é um fator
atrativo para utilizacdo dessa abordagem [6]-[11]. O método
desenvolvido por Supriyo Dey e Raj Mittra (Dey-Mittra ou D-
FDTD) tem o grande atrativo de ser simples e muito eficiente
sendo desenvolvido em formulagéo bidimensional [8] e [11].
Seu Unico inconveniente é a exigéncia de passos de tempos,
ocasionalmente extremamente pequenos.

Neste trabalho, busca-se avaliar a aplicacdo do Dey-Mittra
formulado para 2D em uma geometria candnica, um cilindro
PEC, que no contexto 2D é convertido para um disco 2D.
Observa-se o efeito na faixa de frequéncia escolhida (0,8 a 10
GHz) e o desempenho do método quando é realizada a
alteraco da discretizag&o.

Na Secéo Il aborda-se suscintamente a formulagdo adotada
para as equacdes do FDTD no contexto 2D. Na Sec¢do IllI,
apresentam-se as modificacdes de equacdo de atualizacdo de
campo que caracterizam o D-FDTD. Na Secéo IV, apresentam-
se 0s resultados obtidos para a aplicagdo do D-FDTD
formulado via simulagdo programada e visualizada com auxilio
do software Matlab®. Por fim, na secdo V, sdo feitas as
andlises e discussdes dos resultados obtidos.

1. FDTD BIDIMENSIONAL

A aplicacdo do FDTD para simula¢Bes 2D ou 2,5D (trés
dimensGes, porém com uma delas significantemente maior que
as demais e a rea sec¢do constante) é recorrente[1]-[3]. Sendo a
geometria sob estudo passivel de rotacdo axial, a analise da
simulacdo apenas de uma secdo reta da geometria é capaz de
reproduzir resultados tridimensionais [1]-[3].

Esse artificio possibilita uma economia de processamento
computacional ao remover a necessidade de uma terceira
dimensdo de analise. Além disso, a simulagdo 2D elimina uma
parcela das componentes de campo calculadas para simular o
espalhamento, fato que foi considerado no algoritmo de
execucao.
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Fig. 1: Representacdo dos campos elétricos e magnéticos na Célula de Yee.
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Conhecendo e modificando as préprias equacbes de
Maxwell para a célula de Yee, apresentada na Figura 1, a
formulacdo do FDTD pode ser reduzida para a formulacdo 2D
onde uma das dimensGes de célula (Ax, Ay ou Az) deixa de
participar no calculo dos campos e é possivel verificar o
desacoplamento dos campos de modo transversal elétrico (TE)
e transversal magnético (TM) [5] e [13].

Tomando como exemplo um caso onde apenas 0S campos
do modo TE (E,, E, e H,) séo presentes (ilustrado nas celulas
da Figura 2), as equac@es resultantes seriam (1), (2) e (3), onde
At é o passo de tempo, a é um coeficiente de discretizacdo e
consideram-se a permissividade (&), permeabilidade (u,) e
condutividade do vacuo.
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Fig. 2: Campos elétricos e magnéticos da Célula de Yee envolvidos na reducéo
de dimenséo explorada.

Para este trabalho, optou-se por simular um disco 2D de
PEC de raio 30 mm estendido no eixo z (Figura 3). Foram
utilizadas células de face quadrada (Ax = Ay) com aresta de
1,5 mm no algoritmo desenvolvido por Kunz em [13]. O
algoritmo em questdo utiliza uma formulagdo de solucdo de
onda plana analitica para um pulso gaussiano e fronteiras
absorventes Mur de segunda ordem.
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Fig. 3: Simulag&o inicial para cilindro 3D desenhada em Matlab. Eixos do
gréfico indicam os valores de células em cada eixo.

O algoritmo foi modificado para a configuragdo 2D descrita
(Az = 100km) com onda plana incidente de pulso gaussiano e,
entdo, efetuaram-se as simulagBes para a analise comparativa.

A geometria proposta apresenta 1000 e 500 células nos eixos x
e y de, respectivamente.

Modificou-se o valor de a para valores entre dez sétimos e
dez tercos, reduzindo a discretizacdo da geometria a uma
densidade de 70% a 30% da geometria original. A quantidade
de células utilizadas em cada simulacdo de discretizagdo
reduzida é apresentada na Tabela I. As modificagGes
remanescentes entram no mérito da aplicacdo do D-FDTD,
descrito na Secdo IlI.

TABELA I RESULTADOS OBTIDOS COM O FDTD PARA DIFERENTES
DISCRETIZACOES
Alpha (a) 10/3 10/5 10/6 10/7 1
Discretizacao [%)] 9 25 36 49 100
Celulas em x 300 500 600 700 1000
Celulasemy 150 250 300 350 500

I1l.  FORMULAGAO D-FDTD

A proposta do D-FDTD, tanto no contexto bidimensional
qguanto tridimensional, é de possibilitar a reducdo da
discretizacdo, diminuindo o tempo de simulagio sem degradar
a precisdo dos resultados, como foi documentado em [11].
Tendo em vista essa proposta, é interessante uma exploracdo
do método para aplicagdo no contexto bidimensional.

A modificagdo proposta pelo método D-FDTD em [8] e
[11] implica na alteracdo local do calculo das componentes
magnéticas das equagdes de Maxwell na célula de Yee quando
o material do local é PEC. Os campos envolvidos para 0 caso
explorado nesse artigo sdo os campos de modo TE,
apresentados na Figura 4 para ilustracdo do D-FDTD.

Fig. 4: Campos elétricos e magnéticos envolvido na modificagdo proposta pelo
D-FDTD.

Nas células onde ocorrem intersecdes de PEC com o vacuo,
leva-se em consideracao a parcela de ar presente em cada uma
das células, contabilizando a area da célula (A.) preenchida por
ar e ajustando um coeficiente de comprimento das arestas de
células interceptadas proporcional a parte da aresta imersa em
ar (L, e L), como ilustrado na Figura 4. No caso de arestas
completamente imersas, o coeficiente pode ser zerado para
garantir que o ndo exista uma propagacdo de campo dentro do
PEC.

Esses valores sdo utilizados apenas nas equacoes de calculo
de campo magnético, formulando novas equacBes de campo
que, para o caso bidimensional TE, é apenas da componente H,
descrita por (4) de maneira similar a (3).
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Com base em estudos ja feitos para garantir a estabilidade
da aplicacdo do método de [8] e [11], relata-se que o critério de
estabilidade de Courant, descrito por (5), deve ser modificado
para que o valor de N, seja menor que a unidade.
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em que c¢ € a velocidade da luz no vacuo e At o passo de
tempo utilizado na simulacéo.

De acordo com o valor de N, as células interceptadas
devem atender aos seguintes critérios: porcentagem de area
preenchida por ar e razdo de dimens&o de célula.

O primeiro critério estabelece que para dado valor do
namero de Courant, existe um valor minimo de area preenchida
com ar para o qual a célula ndo insere energia capaz de tornar a
simulagdo instivel. O segundo critério estabelece que ha um
limite para a razdo entre 0 maior comprimento (I, e l,,) de uma
celula interceptada e a &rea de ar A, que a preenche.

Caso qualquer um dos critérios seja desrespeitado, a célula
interceptada é preenchida completamente de PEC e 0s campos
sdo calculados normalmente através de (3) considerando os
pardmetros do PEC. Para um N, de 0,5, o primeiro critério é
limitado a uma area maxima de 1,5% e o segundo a uma
maxima razéo definida como 15 vezes a razdo entre 0 maior
comprimento de uma célula ndo interceptada (Ax ou Ay) e a
area da célula interceptada (produto de Ax e Ay) [11].

O codigo de formulagdo do D-FDTD foi desenvolvido
aproximando as éreas de ar das células interceptadas
considerando o célculo aproximado por um tridngulo ou
trapézio por célula, de acordo com a forma de intersecéo.

®)

V. RESULTADOS

Nesta secdo, apresentam-se, primeiramente, os resultados
observados em relagdo a aplicacdo do D-FDTD no disco de
PEC e, em seguida, apresentam-se os resultados obtidos para
os diferentes valores de @ com e sem a influéncia do D-FDTD.
As simulagBes sdo analisadas para 0s parametros de tempo de
execucdo transcorrido, para avaliagdo do desempenho, e Erro
Médio Quadratico (EMQ), para avaliacdo da precisdo na faixa
de frequéncia de interesse.

Os resultados obtidos foram amostrados em um ponto fixo,
posicionado a 61,845 mm do centro do cilindro PEC e
formando um &ngulo de 164,25° com a direcdo de propagacédo
da onda plana, que, na simulacdo, foi no sentido positivo do
eixo x. O computador utilizador conta com um processador
Intel(R) Core(TM) i5-7200U 2,70 GHz e 8 GB de RAM.

Para o estudo do desempenho do D-FDTD, simulou-se,
primeiramente, o disco de PEC ilustrado na Figura 3 no FDTD
2D convencional (PEC 2D) para os diferentes valores de «a
propostos. Em seguida, fez-se 0 mesmo, porém agora com 0
Dey-Mittra aplicado.

Os resultados foram comparados com a solucédo analitica,
deduzida em [14], para um campo TE incidindo normalmente
na direcdo do eixo x em um cilindro infinitamente longo de
PEC, situagdo onde é vélida a analise do cilindro na forma 2D.

Reunindo os resultados obtidos, estes estdo organizados e
apresentados nas Tabelas Il e Ill. Nestas, estdo descritos a
guantidade de passos de tempo considerados necessarios para a
reflexdo completa do pulso incidente, o tempo de execucdo e o
EMQ para cada simulacdo em funcdo do coeficiente de
discretizag&o.

TABELA1I. RESULTADOS OBTIDOS COM O FDTD PARA DIFERENTES
DISCRETIZAGOES
Alpha (@) 10/3 10/5 10/6 10/7 1
Discretizacao [%)] 9 25 36 49 100
Passos de Tempo 360 600 720 840 1200
Tempo d‘ES]E"eC”‘?aO 39,03 | 161,96 | 267,37 | 547,94 | 929,88
EMQ[107¢] 2690,85 | 640,95 | 339,32 | 232,92 | 217,61
TABELA IlIl.  RESULTADOS OBTIDOS COM A APLICACAO DO D-FDTD PARA

DIFERENTES DISCRETIZAGOES

Alpha () 10/3 10/5 10/6 10/7 1

Discretizagéo [%] 9 25 36 49 100

Passos de Tempo 720 1200 1440 1680 2400

Tempo de Execugéao

Is] 61,88

312,84 | 532,82 | 852,26 | 1796,34

EMQ [107¢] 3642,1 | 410,286 | 160,121 | 541,500 | 56,405

Para avaliacdo e verificagdo visual dos resultados obtidos
por conta da aplicagdo do D-FDTD, plotaram-se alguns
graficos para comparar determinadas situages interessantes
para analise em vista dos valores obtidos nas Tabelas Il e I1I.

Para a analise do efeito do D-FDTD com « unitario, as
simulagdes da Figura 5 (PEC 2D e PEC D-FDTD) mostram o
erro absoluto do pardmetro Sy; de cada simulagdo em relacdo a
solucdo analitica.
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Fig. 5: Comparacéo do erro absoluto de S;; para as simulages com a = 1 da
geometria 2D proposta (em laranja) e com D-FDTD aplicado (em azul) .

Para a andlise do efeito do D-FDTD com diferentes valores
de a, plota-se também, na Figura 6, o erro absoluto para os
valores de “a =10/5" ¢ “a = 10/6” com D-FDTD para
comparagdo com o FDTD convencional com valor de unitério
de a. Os valores de a dessa comparacdo foram escolhidos
propositalmente para analise em vista dos parametros avaliados
neste trabalho.

Por fim, para analise individual do efeito da variagdo da
discretizacdo na aplicagdo do D-FDTD, plota-se o erro
absoluto de S;; para trés dos valores propostos, obtendo a
Figura 7.
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Fig. 6: Comparagdo dos erros absolutos de S;; obtidos para a geometria 2D
proposta com « unitario (em azul) e com D-FDTD aplicado (em laranja) para
valores de a selecionados.

Parimetro 511 - Erro Abs. para Diferentes o's

- 0.1
UJ'_ a=1
w 0.08 — = 10/5

2 a=10/3
O .06

Q
=]

o 004
2
s 002 e
= R""M/

0
2 4 6 ) 10
Freq. [Hz] «10%

Fig. 7: Comparacdo dos erros absolutos de S;; obtidos para o0 D-FDTD.
Utilizam-se alguns dos valores de « propostos para analise do comportamento
com a variagao da discretizagdo.

V. DiscussOES E CONCLUSAO

Analisando os resultados obtidos na Se¢do IV, comeca-se
avaliando o efeito do D-FDTD nos resultados obtidos,
comparando-se 0s parametros obtidos com e sem sua aplicacdo
para diferentes valores de a.

Observando nas Tabelas Il e 1ll a quantidade de passos de
tempo e os tempos de execucdo gastos, verifica-se que um
padrdo de proporcionalidade ¢ mantido na maior parte dos
casos, exceto no caso de “a = 10/7”. Esse padréo é, de certa
forma, coerente por conta da modificagdo do numero de
Courant para 0,5, 0 que € necessario para aplicacdo do Dey-
Mittra e, por sua vez, diminui 0 méaximo passo de tempo
limitado por (5).

Ja no critério do EMQ, em dois dos cinco casos analisados
a aplicacdo do D-FDTD ndo produziu uma melhora de
resultados, apenas os piorou. Essa degradacgdo ocorreu ndo s
em relacdo a aplicacdo do Dey-Mittra como também em
relacdo a casos com o Dey-Mittra aplicado com discretizacGes
ainda menores. No caso, observa-se, por exemplo, a situacéo
de D-FDTD com “a = 10/7”, que produziu um EMQ pior que
0 obtido com o FDTD convencional para 0 mesmo « e pior que
0s casos de D-FDTD com “a = 10/5” ou “a = 10/6”.

Dado que ndo foi observado um padrdo no EMQ com as
diferentes discretizacfes, como, por exemplo, resultados piores
apenas nas discretizagbes muito pobres, destaca-se a
necessidade de um estudo dedicado a validade e confiabilidade
do método na melhora de resultados.

Ainda assim, de maneira geral, observa-se que o D-FDTD
melhorou os pardmetros avaliados para determinados valores

de a, como pode ser visto na Tabela IV. A razdo entre os
EMQ’s menor que 100% indica uma melhora de resultado.

TABELA IV. COMPARAGAO DE EMQ’S PARA DIFERENTES
DISCRETIZAGOES

Alpha (o) 10/3 10/5 10/6 1077 1

EMQ -FDTD

Convencional [107°] 2690,85

640,95 | 339,32 | 232,92 | 217,61

EMQ-D - D-FDTD

[10-] 3642,1

410,286 | 160,121 | 541,500 | 56,405

EMQ-D/EMQ [%] | 135% 64% 47% 232% 26%

Voltando no grafico plotado na Figura 5 para uma
verificacdo visual dos resultados, confirma-se que a simulacéo
“PEC D-FDTD” foi mais eficiente no rastreio da solucdo
analitica em comparagdo com a simula¢do 2D original “PEC
2D”.

A simulacdo com o Dey-Mittra aplicado demandou um
tempo de execugdo cerca de duas vezes maior, entretanto
melhorou-se razoavelmente o EMQ obtido em relagdo a
proposta de FDTD convencional, atendendo a proposta do
método Dey-Mittra pelo menos para esse caso de uma mesma
discretizacdo. Entende-se, pelo resultado, que o D-FDTD foi
corretamente formulado e produziu a melhora de resultados
desejada.

Tendo em vista a proposta do D-FDTD, € interessante uma
analise que seja coerente com sua proposta. Analisando os
resultados da Figura 6 e das tabelas para os valores de «
escolhidos para este caso, verifica-se que o D-FDTD com
discretizacbes reduzidas conseguiu produzir resultados
razoaveis quando comparado com o FDTD convencional.

Sua aplicagdo melhorou ora o tempo de simulacdo, ora
ambos os pardmetros de validagdo. Porém, como comentado
anteriormente, dado que essas melhoras ndo foram observadas
em todos os casos, valida-se apenas parcialmente o D-FDTD
formulado, pois ndo ha garantia de melhoria de resultados.

Explorando, na Figura 7, o uso do D-FDTD para diferentes
valores de discretizacdo, tentou-se encontrar algum padréo no
método formulado para justificar parte dos resultados
discordantes do esperado. Verificou-se um desvio observado
no extremo superior da faixa de andlise (proximo a 10 GHz),
indicando que o D-FDTD piorou o resultado da simulagdo
conforme aumentou-se a dimensdo das células.

De certa forma, o comportamento é plausivel, tendo em
vista que conforme a discretizacdo diminui, a aproximacao por
um tridngulo ou trapézio por célula pode gerar erros mais
significativos quanto & contabilizacdo parcela de ar
efetivamente preenchida na célula. Plota-se a geometria
construida para o “a = 10/3” na Figura 8 para verificar a
curvatura enunciada do tracado de interse¢do nas células.
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Fig. 8: Avaliac8o da discretizagdo pobre na aproximagéo do disco de PEC por
tridngulos e trapézios inteiros.
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Em sintese, verificou-se que o método atendeu sua proposta
de melhora dos resultados obtidos em simulagdo ao
contabilizar as parcelas de ar nos célculos de atualizacdo dos
campos, sendo, assim, ferramenta Util para aplicagdo em
simulacgBes que utilizam PEC. Entretanto, a aplica¢do do Dey-
Mittra apresentou alguns comportamentos ndo desejados e teve
limitagBes quanto a discretizacéo.

No caso da limitacdo por conta da discretizacdo, seria de se
esperar tal comportamento para uma aproximagdo por
tridngulos e trapézios em células maiores onde a geometria
curva é mais pronunciada dentro da célula. E interessante uma
abordagem mais precisa da contabilizacdo das parcelas de ar
para verificacdo da limitagdo do D-FDTD ou da necessidade de
uma contabilizacdo adequada das parcelas de ar em
discretizacdes mais pobres.
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