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BEP do EsquemaM -QAM sob Desvanecimento
η-µ com o Combinador MRC

Danilo B. T. Almeida, Wamberto J. L. Queiroz, Marcelo S. Alencar e Hugerles S. Silva.

Resumo— Este artigo apresenta uma ańalise da transmiss̃ao de
sinais modulados digitalmente utilizando esquemas de modulação
em amplitude e quadratura M -ários (M -QAM), em canais
sujeitos ao desvanecimentoη-µ e ruı́do aditivo gaussiano
branco (AWGN). Novas express̃oes exatas para o ćalculo da
probabilidade de erro de bit (BEP) do esquemaM -QAM para
sistemas de entrada e saı́da únicas (SISO) e para o receptor
de combinaç̃ao por razão máxima (MRC) são apresentadas.
Al ém disso, s̃ao apresentadas curvas de BEP em função da
relação sinal-ruı́do para diferentes ordens da constelaç̃ao M -
QAM, par âmetros do desvanecimento e número de ramos (L)
do combinador.

Palavras-Chave— Desvanecimentoη-µ, Combinação por Raz̃ao
Máxima, Probabilidade de Erro de Bit.

Abstract— This paper analyzes the transmission of digitally
modulated signals usingM -ary amplitude and quadrature modu-
lation schemes (M -QAM), for channels subject toη−µ fading and
Additive White Gaussian Noise (AWGN). New exact expressions
to compute the Bit Error Probability (BEP) of the M -QAM
scheme for Single Input and Single Output (SISO) systems, and
for the Maximum Ratio Combiner (MRC) receiver are described.
In addition, BEP curves are presented, as a function of the signal-
to-noise ratio, for different orders of the M -QAM constellation,
different fading parameters and selected number of branches (L)
at the combiner.

Keywords— η−µ fading, Maximum Ratio Combine, Bit Error
Probability.

I. I NTRODUÇÃO

A modelagem do canal de comunicações figura como uma
importante tarefa na avaliação do desempenho dos sistemas de
comunicações. Os sinais, ao se propagarem pelo meio, est˜ao
sujeitos a difrações, reflexões e multipercursos que provocam
variações rápidas na amplitude e na fase do sinal recebido,
chamadas de desvanecimento em pequena escala [1].

Na literatura são propostas algumas distribuições paracarac-
terizar matematicamente o desvanecimento em pequena escala,
a exemplo das distribuições Rayleigh, Nakagami-m, Hoyt,
entre outras. Entretanto, em [2], é apresentada uma distribuição
de desvanecimento generalizada capaz de incorporar, como ca-
sos especiais, as clássicas distribuições Rayleigh, Nakagami-m
e Hoyt, além de modelar cenários por elas não contemplados.

Usualmente, o desempenho dos sistemas de comunicações
sujeitos ao ruı́do e desvanecimento é medido por meio de
parâmetros como probabilidade de erro de sı́mbolos (Sym-
bol Error Probability – SEP) e debits (Bit Error Proba-
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bility – BEP). Esses parâmetros são afetados pela escolha
do modelo de canal e têm sido amplamente reportados na
literatura [3], [4], [5] e [6].

Neste trabalho, expressões exatas para a probabilidade de
erro debit do esquema de modulaçãoM -QAM, de sistemas de
entrada e saı́da únicas (SISO) e para o receptor de combinac¸ão
por razão máxima (MRC), com o canal de comunicações
sujeito aos efeitos conjuntos do desvanecimentoη-µ e do
ruı́do aditivo gaussiano branco (Additive White Gaussian Noise
– AWGN) são apresentadas. As expressões obtidas neste
artigo são escritas em termos da representação integralda
série hipergeométrica de Apell. Para determinação dasnovas
expressões da probabilidade de erro debit, os resultados
apresentados por Cho e Yoon foram utilizados. Em [7], Cho
e Yoon propuseram uma expressão exata para o cálculo da
probabilidade de erro debit do esquema QAM com ordem
da constelação arbitrária, considerando um canal com ruı́do
AWGN.

Outros trabalhos descritos na literatura também apresentam
expressões matemáticas para determinação da probabilidade de
erro debit do esquemaM -QAM com o canal de comunicações
sujeito ao desvanecimento e ruı́do. Em [8], por exemplo,
expressões para a BEP do esquema de modulaçãoM -QAM
em um canal com desvanecimento Nakagami-m e ruı́do
AWGN sobreposto a uma componente de ruı́do impulsivo
são apresentadas. Queirozet al mostraram que a presença
do ruı́do impulsivo faz com que a BEP permaneça pratica-
mente constante à medida que a relação sinal ruı́do (Sinal-
to-Noise Ratio–SNR) aumenta. Isso ocorre porque o ruı́do
impulsivo torna-se predominante em relação ao ruı́do AWGN.
Em [9] são desenvolvidas expressões matemáticas para a SEP
dos esquemas de modulação MFSK (M -ary Frequency Shift
Keying) e DBPSK (Differential Binary Phase Shift Keying)
em canais sujeitos ao ruı́do AWGN e desvanecimentoη-µ
utilizando o receptor MRC. Conforme apontam os resultados
obtidos em [9], tanto o aumento no número de ramos (L) do
combinador quanto o aumento do parâmetroµ diminuem a
probabilidade de erro de sı́mbolo.

Outro recente trabalho é o Badarner e Aloqlah [10], que
apresentam expressões matemáticas para a SER de diversos
esquemas de modulação, em um canal com ruı́do AWGN e
desvanecimento modelado pela distribuição de generalizada
α-η-µ. As expressões obtidas são escritas em termos da
função generalizada H-Fox. Alternativamente, são fornecidas
expressões assintóticas para a SER, que apresentam uma boa
aderência aos resultados simulados para elevados valoresde
SNR.

Além desta seção introdutória, este artigo encontra-se di-
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vidido em mais cinco seções. Na Seção II é apresentado o
modelo matemático do sinal recebido. A Seção III descreve o
modelo de desvanecimento utilizado e o cálculo função gera-
triz de momentos da distribuiçãoη-µ. A Seção IV é dedicada
ao desenvolvimento das expressões da BEP do esquemaM -
QAM em um canal sujeito ao ruı́do AWGN e desvanecimento
η-µ, de sistemas SISO e para o receptor MRC. Na Seção V,
análises dos resultados das curvas de probabilidade de erro de
bit em função da relação sinal ruı́do para o esquemaM -QAM
são apresentadas e, por fim, a Seção VI expõe as conclusões.

II. M ODELO MATEMÁTICO DO SINAL RECEBIDO

O modelo matemático para o sinal recebidor(t), na saı́da
de um filtro casado no receptor, pode ser escrito como [1]

r(t) = α(t)s(t) + n(t), (1)

em ques(t) é uma variável aleatória complexa que representa
o sı́mboloM -QAM transmitido,n(t) representa o ruı́do no
canal, caracterizado por um processo AWGN complexo de
média nula e variânciaσ2

n/2 por componente eα(t) é uma
variável aleatória complexa que denota o desvanecimento.

A variável aleatória,α(t), representa conjuntamente a fase
e a envoltória do desvanecimento, sendo expressa por

α(t) = g(t)ejθ(t), (2)

em que g(t) e θ(t) denotam a envoltória e a fase do
desvanecimentoη-µ, respectivamente.

III. D ESVANECIMENTO EM PEQUENA ESCALA MODELADO

PELA DISTRIBUIÇÃO η − µ

A distribuição η − µ caracteriza desvanecimento em pe-
quena escala na ausência de LoS (Line of Sigh). Enquanto
o parâmetroµ caracteriza o número de agrupamentos de
múltiplos percursos, o parâmetroη representa a razão entre
as potências das componentes em fase e em quadratura [2].

A função densidade de probabilidade (FDP) do modeloη-µ
é dada por [2]

pG(g) =
4
√
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em queΓ(·) representa a função Gama,Iv(·) a função de
Bessel de primeira espécie e ordemv,

H =
η−1 − η

4
, (4)

h =
2 + η−1 + η

4
, (5)

com 0 < η < ∞ e µ ≥ 0.
Assim, se X é uma variável aleatória proveniênte da

transformaçãoX = G2, então, a FDP deX é dada por

pX(x) =
1
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√
x
pG(

√
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Dessa forma,
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Sabendo que a Função Geratriz de Momentos (FGM) de
uma variável aleatóriaΓ é definida como [11]

MΓ(s) =

∫ ∞

0

e−sγpΓ(γ)dγ, (8)

a FGM da variável aleatóriaX é então, de acordo com (8)
e [12], dada por

MX(s) =

[

4µ2h

(2(h−H)µ+ sΩ)(2(h+H)µ+ sΩ)

]µ

. (9)

IV. PROBABILIDADE DE ERRO DEBit DO ESQUEMA

M -QAM EM UM CANAL SUJEITO AO RUÍDO AWGN E

DESVANECIMENTOη-µ

A probabilidade de erro debit, Pb, para o esquema de
modulaçãoM -QAM, com mapeamento Gray, em um canal
com ruı́do aditivo gaussiano branco pode ser expressa por [7]

Pb =
1

log2
√
M

log
2

√
M

∑

k=1

Pb(k), (10)

em quePb(k) representa a probabilidade de erro dok-ésimo
bit e pode ser escrita como

Pb(k) =
1√
M

(1−2−k)
√
M−1
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i=0

w(i, k,M)

× erfc
(

√

a(i,M)γ
)

, (11)

em queerfc(·) representa a função erro complementar,

a(i,M) =
3(2i+ 1)2 log2 M

2(M − 1)
, (12)

w(i, k,M) = (−1)

⌊

i2
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√
M

+
1
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⌋)

, (13)

⌊x⌋ denota o maior inteiro menor quex e M a ordem da
constelaçãoM -QAM.

A. Sistemas SISO

O efeito do desvanecimento na probabilidade de erro debit
pode ser introduzido ao se definir a SNR instantânea por

γ = g2γb, (14)

em queg representa o ganho do canal, modelado neste artigo
pela distribuição de probabilidadeη−µ e γb denota a relação
sinal-ruı́do porbit.

A probabilidade de erro dok-ésimo bit condicionada à
envoltória do desvanecimentog pode ser escrita como

Pb(k|G2) =
1√
M

(1−2−k)
√
M−1

∑

i=0

w(i, k,M)

× erfc
(

√
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. (15)
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A probabilidade de erro dok-ésimo bit para o esquema
de modulaçãoM -QAM em um canal com ruı́do AWGN
e desvanecimento modelado pela distribuiçãoη-µ pode ser
obtida tomando a média de (15) pela função densidade de
probabilidade deG. Ou seja,

Pb(k) =

∫ ∞

−∞

Pb(k|a)pA(a)da. (16)

Desta forma, representando a função erro complementar
por [13]

erfc(x) =
2

π

∫ π

2

0
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)

dθ (17)

e utilizando o resultado expresso em (16), é possı́vel escrever
Pb(k) como

Pb(k) =
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em que
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e X = G2 é uma transformação da variável aleatóriaG.
A partir de (8) e (19) obtem-se

f(i,M, γb) =

∫ π

2

0
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)

dθ (20)

que, utilizando o resultado apresentado em (9), pode ser escrita
na forma

f(i,M, γb) =
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em queF1(·, ·, ·, ·; ·, ·) denota a representação integral da série
hipergeométrica de Appell [14],

βi =
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4µ2h
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, (22)
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Assim, a probabilidade de erro debit do esquema de
modulação M -QAM, com mapeamento Gray, sob ruı́do
aditivo gaussiano branco e desvanecimento modelado pela
distribuiçãoη-µ, pode ser expressa por

Pb =
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B. Receptor MRC

No receptor MRC, o sinal é captado porL antenas afastadas
umas das outras de uma distânciad. Desta forma, é possı́vel
definir a SNR instantânea como

γ = γb

L
∑

l=1

g2l . (26)

Assim, a probabilidade de erro dok-ésimo bit do esquema
M -QAM pode ser escrita como

Pb(k) =

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

Pb(k|γ)pG1,··· ,GL
(g1, · · · , gL)

× dg1 · · · dgL. (27)

Considerando o sinal captado por meio dosL canais entre
o transmissor e cada ramo do receptor independentes e iden-
ticamente distribuidas (i.i.d) é possı́vel escrever
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Por fim, a probabilidade de erro debit para o esquema
de modulaçãoM -QAM, que utiliza o receptor MRC, com
mapeamento Gray, afetado por ruı́do aditivo gaussiano branco,
sujeito ao desvanecimentoη-µ, pode ser expressa como

Pb =
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V. A NÁLISE DOS RESULTADOS

Esta seção apresenta as curvas da probabilidade de erro de
bit (BEP) para o esquema de modulaçãoM -QAM obtidas
por meio de (25) e (31), corroboradas pela taxa de erro de
bits obtida por simulação.

As simulações foram baseadas no método de Monte Carlo
para geração das variáveis aleatórias da distribuiç˜ao η-µ. Em
cada simulação, um número deN = 5×106 bits equiprováveis
foi gerado e transmitido. A taxa de erro debits, definida
como a razão entre o número total debits errados durante a
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transmissão eN , foi calculada para cada valor deγb = Eb/N0

e comparada com a BEP teórica, dada por (25) e (31).
Na Figura 1 é possı́vel observar as curvas da probabilidade

de erro debit do esquema de modulaçãoM -QAM em um
canal com desvanecimentoη-µ e ruı́do AWGN em função da
relação sinal ruı́do porbit γb = Eb/N0 (dB), sob diferentes
valores da ordemM da constelação, comη = 0, 9 e µ = 1, 7.
Nota-se, como esperado, que a probabilidade de erro debit
diminui de forma monotônica à medida que a relação sinal-
ruı́do aumenta. Para um valor fixo deEb/N0, percebe-se que a
BEP cresce com o aumento da ordem da constelação. Embora
constelações mais densas apresentem uma maior eficiência
espectral, suas regiões de decisão são menores, tornando-as
mais susceptı́veis aos efeitos do ruı́do. Verifica-se tamb´em que
uma BEP da ordem de10−4 é obtida com 17,7 dB para a
constelação16-QAM ao passo que é obtida com 26,3 dB para
a constelação256-QAM.

Eb

N0
(dB)

0 5 10 15 20 25 30 35 40

B
E
P

10-4

10-3

10-2

10-1

100

101

M=16 Anaĺıtico
M=64 Anaĺıtico
M=256 Anaĺıtico
M=1024 Anaĺıtico
M=16 Simulado
M=64 Simulado
M=256 Simulado
M=1024 Simulado

Fig. 1. Probabilidade de erro debit do esquema de modulaçãoM -QAM
sob os efeitos do ruı́do AWGN e desvanecimentoη-µ para diferentes valores
deM .

Na Figura 2 são apresentadas as curvas da probabilidade
de erro debit do esquema de modulação 64-QAM em um
canal com desvanecimentoη-µ e ruı́do AWGN, comη = 1, 5
e diferentes valores deµ. É possı́vel notar que o aumento do
parâmetroµ implica uma menor probabilidade de erro debit
para um valor deγb = Eb/N0 fixo, pois maiores valores deµ
são utilizados para modelar canais com desvanecimento mais
brando. Paraµ = 2, 5 por exemplo, a BEP de10−4 é obtida
comEb/N0 = 20 dB, enquanto paraµ = 0, 5 a mesma BEP
é conseguida comEb/N0 = 40 dB.

Na Figura 3 é possı́vel observar as curvas de probabilidade
de erro debit do esquema de modulação 256-QAM em um
canal com desvanecimentoη-µ e ruı́do AWGN, comµ = 2, 5
e η variando. Nota-se que a probabilidade de erro debit,
para um dado valor deEb/N0, apresenta um comportamento
descendente à medida queη se aproxima de 1, atingindo,
por exemplo, uma BEP de10−4 em torno de 24,5 dB para
η = 0, 9 e 28,5 dB paraη = 0, 00 (equivalente ao modelo
Nakagami-m, com m = 2, 5). Isso pode ser explicado ao se
observar a Figura 4, que apresenta a probabilidade de erro
de bit do esquema de modulacão256-QAM em função do

Eb

N0
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

B
E
P

10-4

10-3

10-2

10-1

100

µ = 0.50 Anaĺıtico
µ = 0.75 Anaĺıtico
µ = 1.25 Anaĺıtico
µ = 2.50 Anaĺıtico
µ = 0.50 Simulado
µ = 0.75 Simulado
µ = 1.25 Simulado
µ = 2.50 Simulado

Fig. 2. Probabilidade de erro debit do esquema de modulacão64-QAM sob
efeito do ruı́do AWGN e desvanecimentoη-µ para diferentes valores deµ e
η = 1, 5.

parâmetroη. Percebe-se que a BEP diminui para valores deη
entre zero e um, apresentando um mı́nimo em torno deη = 1;
e aumenta para valores deη maiores que um. Esse efeito é
explicado devido à simetria entre as componentes em fase e
em quadratura paraη = 1.

Eb

N0
(dB)

0 5 10 15 20 25 30 35 40

B
E
P
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10-3

10-2

10-1

100

η = 0.00 Anaĺıtico
η = 0.04 Anaĺıtico
η = 0.15 Anaĺıtico
η = 0.90 Anaĺıtico
η = 0.00 Simulado
η = 0.04 Simulado
η = 0.15 Simulado
η = 0.90 Simulado

Fig. 3. Probabilidade de erro debit do esquema de modulacão256-QAM
sob efeito do ruı́do AWGN e desvanecimentoη-µ para diferentes valores de
η e µ = 2, 5.

Na Figura 5 são apresentadas as curvas da BEP de
um esquema de modulação 1024-QAM em um canal com
desvanecimentoη-µ e ruı́do AWGN, comη = 1, 2, µ = 1, 3 e
diferentes números de ramos (L) do receptor MRC. Observa-se
que o aumento do número de ramosL diminui a probabilidade
de erro debit. Entretanto, à medida queL aumenta, o efeito
na diminuição da BEP torna-se cada vez menos significativo.
Por exemplo, para se obter uma BEP de10−3 com L = 1,
L = 2 e L = 3, são necessárias SNRs de 28,6 dB, 23,2 dB
e 20,8 dB respectivamente. Nota-se que há uma diferença de
5,4 dB quando o número de ramos aumenta deL = 1 para
L = 2. No entanto, essa diferença é reduzida para 2,4 dB
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µ = 0.75
µ = 1.00
µ = 1.25

Fig. 4. Probabilidade de erro debit do esquema de modulacão256-QAM
em função do parâmetroη, sob efeito do ruı́do AWGN e desvanecimentoη-µ
para diferentes valores deµ e Eb/N0 = 5 dB.
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L = 2 Anaĺıtico
L = 3 Anaĺıtico
L = 4 Anaĺıtico
L = 1 Simulado
L = 2 Simulado
L = 4 Simulado
L = 3 Simulado

Fig. 5. Probabilidade de erro debit do esquema de modulacão256-QAM
sob efeito do ruı́do AWGN e desvanecimentoη-µ para diferentes valores de
µ e Eb/N0 = 5 dB.

quandoL aumenta de dois para três ramos.

VI. CONCLUSÕES

Neste trabalho, uma análise de desempenho da transmissão
de sinais modulados digitalmente utilizando esquemas de
modulação em amplitude e quadraturaM -ários (M -QAM), em
canais sujeitos ao desvanecimentoη-µ e ruı́do aditivo gaus-
siano branco (AWGN) foi realizada. Expressões exatas para
a probabilidade de erro debit (BEP) do receptor ótimo sem
diversidade e para o receptor MRC em função da relação sinal-
ruı́do sob diferentes parâmetros do desvanecimento, ordem da
constelaçãoM e número de ramos do receptor MRC foram
apresentadas.

Por meio dos resultados, observou-se que o aumento no
número de ramos do receptor MRC oferece um significativa
redução na probabilidade de erro debit e pode ser uma solução
viável em cenários em que o desvanecimento é mais severo.
Também é possı́vel afirmar que a BEP não sofre alterações

significativas quando o valor deη torna-se maior do que um,
aumentando a imunidade do sistema a erros na estimativa deste
parâmetro. Verifica-se também que maiores probabilidades
de erro debit são alcançadas à medida que a ordem da
constelaçãoM aumenta.

Como trabalhos futuros, os autores pretendem utilizar
distribuições de probabilidades mais complexas para modelar
o desvanecimento ou o ruı́do nos sistemas de comunicações.
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