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BEP do Esquema/-QAM sob Desvanecimento
n-i com o Combinador MRC

Danilo B. T. Almeida, Wamberto J. L. Queiroz, Marcelo S. Adane Hugerles S. Silva.

Resumo— Este artigo apresenta uma aalise da transmiséo de bility — BEP). Esses parametros sao afetados pela escolha

sinais modulados digitalmente utilizando esquemas de moth¢do do modelo de canal e tém sido amplamente reportados na
em amplitude e quadratura M-arios (M-QAM), em canais literatura [3], [4], [5] e [6].

sujeitos ao desvanecimenton-p e ruido aditivo gaussiano Neste trabalh ~ t babilidade d
branco (AWGN). Novas expresBes exatas para o &@culo da este frabalho, expressoes exalas para a probabilicade de

probabilidade de erro de bit (BEP) do esquemalM-QAM para  ©€rro debit do esquema de modulacad-QAM, de sistemas de
sistemas de entrada e saida Unicas (SISO) e para o receptorentrada e saida Unicas (SISO) e para o receptor de corbinac
de combinago por razédo maxima (MRC) sdo apresentadas. por razdo méaxima (MRC), com o canal de comunicagdes
'ﬁellgméodlzisnoél ﬁﬁ dgpresenéafas tcur"asd de %EP emt flufip Aga sujeito aos efeitos conjuntos do desvanecimepo e do

v § para cieremes ordens da conste’a® . ruido aditivo gaussiano brancadditive White Gaussian Noise

QAM, parametros do desvanecimento e nimero de ramod.) 2 ~ )
do combinador. — AWGN) sao apresentadas. As expressdes obtidas neste

. - . artigo sdo escritas em termos da representagao integral
Palavras-Chave— Desvanecimenta;-p, Combinagio por Razao AR L . =
Maxima. Probabilidade de Erro de Bit. série hipergeométrica de Apell. Para determinacaondasas
Abstract— This paper analyzes the transmission of digitally expressoes da probabilidade de erro F'ie os resultados
modulated signals using)-ary amplitude and quadrature modu-  apresentados por Cho e Yoon foram utilizados. Em [,7]: Cho
lation schemes {/-QAM), for channels subject ton—p fadingand € Yoon propuseram uma expressao exata para o calculo da
Additive White Gaussian Noise (AWGN). New exact expressian probabilidade de erro dbit do esquema QAM com ordem

to compute the Bit Error Probability (BEP) of the M-QAM 5 constelacio arbitraria, considerando um canal cddoru
scheme for Single Input and Single Output (SISO) systems, ah AWGN ¢ '

for the Maximum Ratio Combiner (MRC) receiver are described. . . ;
In addition, BEP curves are presented, as a function of the ghal- Outros trabalhos descritos na literatura também aprasent

to-noise ratio, for different orders of the M-QAM constellation, expressdes matematicas para determinacao da pridlaleide
different fading parameters and selected number of branche (L)  erro debit do esquemas-QAM com o canal de comunicagdes
at the combiner. sujeito ao desvanecimento e ruido. Em [8], por exemplo,
Keywords— n — p fading, Maximum Ratio Combine, Bit Error  expressdes para a BEP do esquema de modulatdEpAM
Probability. em um canal com desvanecimento Nakagamie ruido
AWGN sobreposto a uma componente de ruido impulsivo
I. INTRODUCAO sao apresentadas. Queirez al mostraram que a presenca

A modelagem do canal de comunicacges figura como ufi& r;udo 'mFUI?'VQ faz ((;_gm que a BIEPNperrnaregq pratica-
importante tarefa na avaliacao do desempenho dos sistdena €NE constante a medida que a relacao sina ruirel ¢

comunicacfes. Os sinais, ao se propagarem pelo meam e§?°N0|'S_e Fiat'O_SNR) a(ljumgnta.t Isso o?or[e porqu}z 0 rugo
sujeitos a difracOes, reflexdes e multipercursos quequam Impulsivo torna-se predominante em relagao ao ruido AW

variagdes rapidas na amplitude e na fase do sinal rexgebi m [9] sao desznvolvi(;llals ei(pri:sg?; matle:zmaticas gfft)a S
chamadas de desvanecimento em pequena escala [1]. KOS_ esqueernBa; Slf m% u af[;.‘;o Bi -ISI:y regq}gfetn CKy >
Na literatura séo propostas algumas distribuicdes qemac- eying) e Differenti inary Phase Snift Keying)

terizar matematicamente o desvanecimento em pequena,esggll]. car(lja|s sujeitos a'\c/>Ierc.|:|dg A\fNGN e desvaneumemlo d
a exemplo das distribuices Rayleigh, NakagamiHoyt, utilizando o receptor . Conforme apontam os resultados

entre outras. Entretanto, em [2], & apresentada umahdigtiio obtidos em [9], tanto o0 aumento no nlmero de ramigsco

de desvanecimento generalizada capaz de incorporar, wmocgmbmador quanto o aumento do parametrdiminuem a

. e o ; ; robabilidade de erro de simbolo.
SOS especiais, as classicas distribuicdes Rayleigkaddamim P ,
e Hoyt, alem de modelar cenarios por elas nao contemglado Outro recente trabalho & o Badarner e Aloglah [10], que

Usualmente, o desempenho dos sistemas de comunica gsentam expressoes mateméaticas para a SER de diversos
sujeitos ao ruido e desvanecimento &€ medido por meio guemas de modulacdo, em um canal com ruido AWGN e

parametros como probabilidade de erro de simbofym esvanecimento modelado pela distribuicdo de geneddliz
bol Error Probability — SEP) e debits (Bit Error Proba- ¢1H- AS €xpressbes obtidas sdo escritas em termos da
funcao generalizada H-Fox. Alternativamente, sao doittas

Danilo B. T. Almeida, Wamberto J. L. Queiroz, Marcelo S. Alen expressdes assintoticas para a SER, que apresentam ama bo

car, Hugerles S. Silva Centro de Engenharia Elétrica ermmitica, aderéncia aos resultados simulados para elevados valeres
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vidido em mais cinco secdes. Na Secao Il & apresentad®essa forma,

modelo matematico do sinal recebido. A Segao Ill destieyv 9 /F et a3
. - . - _ Tt T2 hr et T2 2uh
modelo de desvanecimento utilizado e o calculo funcaa-ge px(z) = Ionrl &P\ T o
triz de momentos da distribuicapy.. A Secao IV é dedicada D) HI =20
ao desenvolvimento das expressdes da BEP do esqiéma <1 (I 2NH) ' @)
QAM em um canal sujeito ao ruido AWGN e desvanecimento ko2 Q

n-p, de sistemas SISO e para o receptor MRC. Na Secao VSabendo que a Funcao Geratriz de Momentos (FGM) de
analises dos resultados das curvas de probabilidadea@éeerryma variavel aleatori@ é definida como [11]
bit em funcéo da relagdo sinal ruido para o esquém@AM oo
]\/fr‘( ) / e
0

sao apresentadas e, por fim, a Secao VI expde as coaslusd Tpr(v)dy, (8)
0 M M . S R a FGM da variavel aleatori&X é entdo, de acordo com (8)
. MODELO MATEMATICO DO SINAL RECEBIDO e [12], dada por
O modelo matematico para o sinal recebideo), na saida 4120 I
de um filtro casado no receptor, pode ser escrito como [1] Mx(s) = = 9
' 2(h—H)u+ sQ)(2(h+ H)pu + sQ)
r(t) = a(t)s(t) +n(t), 1) IV. PROBABILIDADE DE ERRO DEBit DO ESQUEMA
em ques(t) & uma variavel aleatoria complexa que representa’/ -QAM EM UM CANAL SUJEITO AORUIDO AWGN E
o simbolo M-QAM transmitido,n(t) representa o ruido no DESVANECIMENTO7)-p

canal, caracterizado por um processo AWGN complexo deA probabilidade de erro déit, P,, para o esquema de
média nula e variancia? /2 por componente @(t) & uma modulagioM-QAM, com mapeamento Gray, em um canal
variavel aleatdria complexa que denota o desvanecimento com ruido aditivo gaussiano branco pode ser expressa por [7

A variavel aleatoriap(t), representa conjuntamente a fase log, /T
L . 1
e a envoltoria do desvanecimento, sendo expressa por p - — Z Py(k (10)
. (6]
a(t) = g(t)e’”", (2) & VAl

em queP, (k) representa a probab|lldade de erro/désimo
em queg(t) e 6(¢) denotam a envoltoria e a fase dgyt e pode ser escrita como

desvanecimentg-y, respectivamente.

1 (1—27%)v/M—-1
Py (k) = — w(i, k, M
IIl. DESVANECIMENTO EMPEQUENA ESCALA MODELADO (k) v M ; ( )
PELA DISTRIBUICAO 1) —
cAOTI =1 xerfc( a(i,M)y), (11)

A distribuicaon — p caracteriza desvanecimento em pe- B
quena escala na auséncia de Lash¢ of Sigh). Enquanto €M queerfc(-) representa a funcao erro complementar,
0 parametrop caracteriza o niUmero de agrupamentos de ' 3(2i + 1)%logy, M
multiplos percursos, o parametrprepresenta a razao entre a(i, M) = 2(M — 1) ) 12)
as poténcias das componentes em fase e em quadratura [2]. - S

A funcdo densidade de probabilidade (FDP) do modelo w(i,k, M) = (~1) L%J (2k 1 {12 + }J) . (13)

& dada por [2] vM 2
1 denota 0 maior inteiro menor que e M a ordem da
Ay/Tpi s R g2 o 2uh 2] ~
= J —gt == constelacaadl/-QAM.
pa(g) ) S exp | —9°—5 ¢ Q
X1, . (gz 2MH> 7 @ A Sstemas S SO
: Q O efeito do desvanecimento na probabilidade de errbitde

em queT'(:) representa a funcao Gamh,(-) a funco de Pode ser introduzido ao se definir a SNR instantanea por

Bessel de primeira espécie e ordem v = ¢*v, (14)
H— =1 (4) em queg representa o ganho do canal, modelado neste artigo
4 pela distribuicdo de probabilidade- 1. e v, denota a relacao
2414y sinal-ruido porbit.
h= — (5) A probabilidade de erro dd-ésimo hit condicionada a

envoltoria do desvanecimengopode ser escrita como
comO0<n<ooepu>0. .
. , ., , . i (1—2"%")vM-1
Assim, se X & uma variavel aleatoria proveniénte da i G2 1 M
transformagaoX = G2, entdo, a FDP d& é dada por Py (k| VM Z w(i, k, M)

px(x):ﬁpc(ﬁ), >0, (6) < erfe (/g a(i,Mm). (15)
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A probabilidade de erro dé&-ésimo bit para o esquema B. Receptor MRC

de modulacaoM-QAM em um canal com ruido AWGN  Ng receptor MRC, o sinal & captado poantenas afastadas

e desvanecimento modelado pela distribuigap pode Ser mas das outras de uma distandicDesta forma, & possivel
obtida tomando a média de (15) pela fungao densidade §i€inir a SNR instantanea como

probabilidade d&~. Ou seja,

IMM:/wﬂ®WMWW%

— 00

(16)

L
Y=Y g0 (26)
=1

Desta forma, representando a funcdo erro complemerd®sim, a probabilidade de erro deésimobit do esquema

por [13] M-QAM pode ser escrita como
2 [® z? > >
erfe(z) = —/ exp (——2) de a7 Py(k) = e Py(k[y)pc, ., 6. (g1, 5 9L)
T Jo sen?6 0 0
e utilizando o resultado expresso em (16), & possivebescr x dgy -+ dgr. (27)
Py (k) como Considerando o sinal captado por meio dosanais entre
5 (1—2~ ")/ -1 0 transmissor e cada ramo do receptor independentes e iden-
Po(k) = w(i,k, M)f(i, M,~,), (18) ticamente distribuidas (i.i.d) & possivel escrever
(k) = —== ; ik, M) f (i, M, ), (18) >
i= 9 (1-2"F)vM-1
em que Py(k) = > wli kM), M, ), (28)
, 3 e ali, M) s
fG, M, ) _/0 /0 exp <—a:7b - >px(x)dxd9 em que
e X = G? & uma transformacao da variavel aleat@¥ia F, M) = A P\ =T 2g ) PX (z)dx
A partir de (8) e (19) obtem-se T . ali, M)
3 a(i, M) - / My \ sen2 a8, (29)
f(i, M, ) :/ Mx (’Yb ’29 )d9 (20) . 0
0 Sen ou ainda
quef, utilizando o resultado apresentado em (9), pode setaesc £, M) = ﬁf(ﬂ/u + %)F(%)
na forma o M) =5 TTRLit+1)
70, M, ) = LG 2)TG) F(2L S ) ! >
? ’ - X £ H 5, L, L, I ;1,2 ).
2 r(2u1+ 1) 1) 5 .
XFl (2M+§auvﬂa2u+1;alaa2>v ( )
Por fim, a probabilidade de erro d#t para o esquema
em quefi(-,-,-,-;-,-) denota a representacéo integral da sériez modulagaol/-QAM, que utiliza o receptor MRC, com
hipergeométrica de Appell [14], mapeamento Gray, afetado por ruido aditivo gaussianabran
442h Iz sujeito ao desvanecimentgy, pode ser expressa como
5= (qtir ) - 22)
02a2(i, M)? _ L(2Lp+ 3)I(3)
_2(H—h)u 03 T'(2Lu+ 1)mv M log, VM
= Grali M) (23) logy /BT (12~ F)y/FT—1
e x> > BFw(i kM)
o = _M (24) k=1 =0
? Q'yba(iv M) .

Assim, a probabilidade de erro dat do esquema de

1
x Fy (2Lu + 5o Lo, Ly, 2Lp+ 15 04, az) . (3Y)

modulacdo M-QAM, com mapeamento Gray, sob ruido
aditivo gaussiano branco e desvanecimento modelado pela V. ANALISE DOS RESULTADOS

distribuicdon-u, pode ser expressa por
L(2u+ 5)0(3)
I'(2u+ 1)mv M logy, VM
log, VM (1—27F)v/M—1
1

x 3 > Buw(ik, M)
k= =0

1
X Fy (2/L+—,/L,/L,2/L+1;CY1,0(2) .

P, =

2

(25)

Esta secao apresenta as curvas da probabilidade de erro de
bit (BEP) para o esquema de modulacibQAM obtidas
por meio de (25) e (31), corroboradas pela taxa de erro de
bits obtida por simulacao.

As simulacBes foram baseadas no método de Monte Carlo
para geracao das variaveis aleatorias da distidoujeii. Em
cada simulagao, um numero de= 5x 10 bits equiprovaveis
foi gerado e transmitido. A taxa de erro dés, definida
como a razao entre o nimero total biés errados durante a
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transmissao &, foi calculada para cada valor dg = E; /Ny
e comparada com a BEP tebrica, dada por (25) e (31).

10° T T T T T T T T T
——— = 0.50 Analitico

Na Figura 1 & possivel observar as curvas da probabilida % 1= 0.75 Analitico
de erro debit do esquema de modulacidd-QAM em um 10" ijj?; ﬁﬁiﬂii‘éﬁ 3
canal com desvanecimengeu e ruido AWGN em funcao da O = 0.50 Simulado
relagdo sinal ruido pobit v, = FE},/Ny (dB), sob diferentes 102k = 0.75 Simulado |

% p = 1.25 Simulado

valores da ordemd/ da constelagao, com=0,9e = 1,7. 1 — 250 Simulado

Nota-se, como esperado, que a probabilidade de erroitde
diminui de forma monotdnica a medida que a relacao sina
ruido aumenta. Para um valor fixo di /Ny, percebe-se que a
BEP cresce com o aumento da ordem da constelacao. Emb 107 3
constelacdes mais densas apresentem uma maior eféciér
espectral, suas regides de decisao sao menores, toraand o NV N N L
mais susceptiveis aos efeitos do ruido. Verifica-se éamypiie e
uma BEP da ordem d&0—* & obtida com 17,7 dB para a No (dB)

constelacad 6-QAM ao passo que & obtida com 26,3 dB para

a constelaca@s6-QAM. Fig. 2. Probabilidade de erro dé& do esquema de modulac&d-QAM sob
efeito do ruido AWGN e desvanecimenteu, para diferentes valores gee
n=1,5.

BEP
-3

10! T T T T T T T
——— M=16 Analitico

0oL Nzos Awalflico ] parametra). Percebe-se que a BEP diminui para valores de
— M=25 L.
M=1024 Analitico entre zero e um, apresentando um minimo em torng gel;

10 o M=16 Simulado ] e aumenta para valores gemaiores que um. Esse efeito &
Mty Sumulado explicado devido a simetria entre as componentes em fase e
o % M=256 Simulado
&2 107 &% M=1024 Simulado 1 em quadratura parg= 1.
107 E
100 T T T T T T T
" n = 0.00 Analitico
10 3 n = 0.04 Analitico
1
10t 7 = 0.15 Analitico +
| | | . . n = 0.90 Analitico
0 5 10 15 20 25 30 35 40 o 7 =0.00 Simulado
E Al 7 = 0.04 Simulado |
Ny <dB) n 10 % 1 =0.15 Simulado
g n = 0.90 Simulado
Fig. 1. Probabilidade de erro d#t do esquema de modulacdd-QAM 103k J
sob os efeitos do ruido AWGN e desvanecimenta para diferentes valores
de M.
. o - 104F E
Na Figura 2 sdo apresentadas as curvas da probabilide
de erro debit do esquema de modulagao 64-QAM em urmr
can_al com desvane0|me[vt;eu e ruido AWGN, comnp = 1,5 0 5 10 15 o 25 30 s a0
e diferentes valores de. E possivel notar que o aumento do E, (dB)

parametrou implica uma menor probabilidade de erro lolé 0

p?ra u_m valor dey, = E/N, fixo, POIS maiores Valo_res ge Fig. 3. Probabilidade de erro d#t do esquema de modulac256-QAM

sao utilizados para modelar canais com desvanecimen® mgh efeito do ruido ANGN e desvanecimengq: para diferentes valores de

brando. Para: = 2,5 por exemplo, a BEP d&0—* & obtida nep=2,5.

com Ey /Ny = 20 dB, enquanto para = 0,5 a mesma BEP

é conseguida cont, /Ny = 40 dB. Na Figura 5 sao apresentadas as curvas da BEP de
Na Figura 3 & possivel observar as curvas de probabilidade esquema de modulagdo 1024-QAM em um canal com

de erro debit do esquema de modulacao 256-QAM em urdesvanecimentg-u e ruido AWGN, cony =1,2, u=1,3 ¢

canal com desvanecimengen, e ruido AWGN, comu = 2,5  diferentes nUmeros de ramds)(do receptor MRC. Observa-se

e n variando. Nota-se que a probabilidade de errobite que o aumento do nimero de ranfodiminui a probabilidade

para um dado valor d&;, /Ny, apresenta um comportamentale erro debit. Entretanto, a medida que aumenta, o efeito

descendente a medida quyese aproxima de 1, atingindo,na diminuicdo da BEP torna-se cada vez menos significativo

por exemplo, uma BEP d&0—* em torno de 24,5 dB paraPor exemplo, para se obter uma BEP Ide? com L = 1,

n = 0,9 e 28,5 dB paray = 0,00 (equivalente ao modelo L = 2 e L = 3, sao necessarias SNRs de 28,6 dB, 23,2 dB

Nakagamim, comm = 2,5). Isso pode ser explicado ao see 20,8 dB respectivamente. Nota-se que ha uma diferenca de

observar a Figura 4, que apresenta a probabilidade de &7 dB quando o nimero de ramos aumental.de 1 para

de bit do esquema de modulac®56-QAM em funcdo do L = 2. No entanto, essa diferenca & reduzida para 2,4 dB
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significativas quando o valor dgtorna-se maior do que um,
aumentando a imunidade do sistema a erros na estimativa dest
parametro. Verifica-se também que maiores probabilslade
de erro debit sdo alcancadas a medida que a ordem da
constelacaadl/ aumenta.

Como trabalhos futuros, os autores pretendem utilizar
distribuicdes de probabilidades mais complexas paraetaod
o desvanecimento ou o ruido nos sistemas de comunicacdes

BEP
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Fig. 4. Probabilidade de erro d#t do esquema de modulac56-QAM
em funcao do parametnp sob efeito do ruido AWGN e desvanecimentq
para diferentes valores gee E,/No = 5 dB.
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numero de ramos do receptor MRC oferece um significativa
reducao na probabilidade de erroliee pode ser uma solucao

viavel em cenarios em que o desvanecimento & mais severo.

Também é possivel afirmar que a BEP nao sofre altesagde

n-p and k-p Distributions and their Applications to Performance
Evaluations of Communication Systems. IEEE Communications Letters,
vol. 12, no. 7, pp. 502-504, 2008.

J. W. Craig. A New, Smple and Exact Result for Calculating the
Probability of Error for two-Dimensional Sgnal Constellations. Military
Communications Conference, 1991 (MILCOM 91), pp. 571-5/@01.
I. S. Gradshteyn and I. M. RyzhikTable of Integrals, Series, and
Products. Academic press, 7th ed., 2007.



