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Deslocamento Fracionario de Sinais sobre Grafos

Guilherme B. Ribeiro e Juliano B. Lima

Resumo— A teoria de processamento de sinais sobre grafos
surgiu nos tltimos anos com a proposta de generalizar o proces-
samento classico de sinais de tempo discreto para os casos em
que seu dominio é irregular, definido como um grafo arbitrario.
Nesse contexto, este artigo investiga a nocao de deslocamento
fracionario de sinais sobre grafos e, para o caso de grafos em anel,
compara a abordagem proposta com aquela da teoria classica,
confirmando a consisténcia entre ambas. Por fim, calcula-se a
forma polinomial do respectivo filtro de deslocamento fracionario.

Palavras-Chave— Processamento de sinais sobre grafos, filtro
de deslocamento fracionario, interpolagio.

Abstract— The theory of graph signal processing has been
established over the last decade, with the purpose of generalizing
tools from classical digital signal processing to the cases where
the signal domain is an irregular network, modelled by an
arbitrary graph. In this paper, we investigate the fractional
shift of graph signals and, when dealing with ring graphs,
compare the proposed methodology to the classical one; the
consistency between the referred two approaches is verified and
the polynomial representation of the fractional delay filter is
computed.

Keywords— Graph signal processing, fractional delay filter,
interpolation.

I. INTRODUCAO

Dados de varidveis multidimensionais definidos sobre es-
truturas de rede sdo a todo instante gerados, armazenados e
processados em sistemas relacionados as diversas areas da
engenharia e da tecnologia. Medi¢cdes em um conjunto de
sensores e dispositivos de Internet das Coisas [1], [7], [8],
[9], [22], nimero de citacdes em uma rede de colaboragdo
cientifica ou relacdes em midias sociais (collaboration graph,
ou social graph) [3], intera¢des entre individuos em um ecos-
sistema (ecological networks) [5], e uso de graphical models
para modelagem de processos [4], [13], [21] sd@o exemplos de
sistemas cuja estrutura pode ser modelada por um grafo [10],
a cujos vértices estejam associadas varidveis de interesse.

O processamento de sinais sobre grafos é um ferramental
tedrico criado na ultima década para estender os métodos
classicos de processamento de sinais para os casos em que
o dominio € irregular, representado por um grafo arbitrario.
Duas abordagens distintas ganharam corpo ao longo dos anos.
A primeira baseia-se na teoria espectral de grafos e analisa
sinais definidos sobre grafos ndo-direcionais com pesos reais
ndo-negativos, utilizando a matriz Laplaciana do grafo para
construir uma base para o espago de sinais [19]; a segunda em-
prega processamento algébrico de sinais, utilizando a matriz de
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adjacéncia ponderada como bloco elementar. Esta abordagem,
referida como DSPg (processamento digital de sinais sobre
grafos) e adotada no presente artigo, permite lidar com sinais
definidos tanto em grafos direcionais como ndo-direcionais, e
com pesos de valores reais ou complexos [17].

Atualmente, as investigacdes sobre processamento de sinais
sobre grafos t€m-se voltado, principalmente, para ferramentas
aplicaveis a sinais estaticos. Entretanto, problemas envolvendo
sinais variantes no tempo e propagac¢ao de distirbios em sinais
sobre grafos ainda apresentam vdrias questdes em aberto [6].
Com esta motivagdo, o presente artigo introduz a nogdo de
deslocamento fraciondrio de sinais sobre grafos. Considerando
a teoria de DSPg, verifica-se a consisténcia da metodologia
proposta com a abordagem cldssica para este problema. O
deslocamento ndo-inteiro pode apresentar-se como uma fer-
ramenta Util para estimag@o de sinais variantes no tempo em
posicdes onde ndo exista um vértice do grafo.

II. FUNDAMENTOS DO PROCESSAMENTO DE SINAIS SOBRE
GRAFOS

Enquanto em DSP cléssico os sinais sdo definidos sobre
dominios regulares (i. e. grids de pontos equiespacados de
uma ou mais dimensdes), em DSPg, esta nog¢do é generalizada
para dominios irregulares, no sentido de que a posicdo e a
conexdo dos pontos no grid é diversa, formando um grafo
arbitrario. A seguir, sdo apresentadas de forma sucinta algumas
das principais defini¢des de DSPg. O leitor pode se aprofundar
em tais conceitos consultando os trabalhos de Sandryhaila,
Moura et al. [2], [14], [15], [16], [17], [18].

A. Sinais e filtros sobre grafos

Seja G = {A,V} um grafo definido como um conjunto
de vértices V = {wvg,v1,...,un—1} conectados ou ndo por
arestas ponderadas. A matriz de adjacéncia A contém em sua
entrada A;; o peso da aresta que vai do vértice v; para o v;,
com A;; = 0 se e somente se ndo hd aresta de v; para v;.

Um sinal s € S sobre o grafo G é definido como

s: V—CV,

Up — S(Un) = Sn, (1)

em que S é o espaco de todos os sinais sobre G, isto €, o
espaco das fungdes discretas que mapeiam o conjunto dos N
vértices de G em uma NN-upla de valores complexos (ou reais).
Uma vez que, dada a rotulacdo adequada dos vértices de um
grafo, um sinal s é bem representado pela sequéncia ordenada
de seus valores s,,, os sinais sobre grafos sdo escritos como
N-uplas ordenadas em CV ou RV

Os grafos podem ser direcionados ou ndo-direcionados, a
depender se as arestas t€ém ou ndo orientagcdo preferencial. Por
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Fig. 1: Exemplos de representacdes de sinais sobre (a) um
grafo em anel direcionado, (b) um grafo de Diiher nao-
direcionado, (c¢) um grafo ndo-direcionado em forma de rede
retangular uniforme e (d) um grafo formado por cidades do
Nordeste brasileiro.

for¢ca da sua defini¢do, a matriz de adjacéncia € simétrica se
e somente se seu grafo for ndo-direcionado.

A Fig. 1 traz exemplos de sinais sobre grafos. Imagens
digitais podem ser representadas sobre grafos em uma rede
retangular, como na Fig. 1(c); sinais de tempo discreto com
duracido finita sdo representados sobre grafos direcionados em
anel com pesos unitarios, como na Fig. 1(a). Estes grafos t€m
como matriz de adjacéncia a matriz circulante

1
c=| . : )
1

a qual desempenha um papel fundamental em DSPg: se um
sinal s = (51 82 ... sy)” definido em um grafo em anel é
multiplicado a esquerda por sua matriz de adjacéncia, tem-se
s=(sys1 ... sy_1)7; ou seja,

s=0Cs 3)

€ o resultado de um deslocamento circular a direita do sinal s.
Esta propriedade sugere generalizar o deslocamento unitério
de um sinal x € S sobre um grafo qualquer como sendo o
produto a esquerda por sua matriz de adjacéncia,

X = Ax, “)

de forma que A pode ser interpretado como o operador de
deslocamento do grafo. De fato, este operador é um filtro de
atraso de um sinal sobre o grafo.

Pode-se definir um filtro sobre sinais em um grafo com
|[V| = N vértices como sendo qualquer matriz H € CNV*¥V
[14]. Assim, todo filtro em grafos € linear. Por outro lado,

HAx =AHx, Vxe€$ & HA = AH, (5)

isto é, H é um filtro linear e invariante ao deslocamento
(LSI, do inglés linear and shift-invariant) se e somente se
comuta com a matriz de adjacéncia A. O Teorema 1 a
seguir estabelece uma propriedade importante para todo filtro
LSI [14] .

Teorema 1: Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo,
e sejam seus polindmios caracteristico e minimo iguais,
pa(xz) = ma(z). Entdo, H é um filtro LSI se e somente
se H € um polindmio em A, i. e.

L
H=h(A)=> hA", (6)
=0

com A° sendo a matriz identidade e L < deg(ma).

O 1dltimo teorema guarda uma conveniente analogia com
DSP cléssico, uma vez que todo filtro para sinais de tempo
discreto pode ser representado como polindmios avaliados em
2z~ L, o atraso unitdrio, via transformada Z de sua resposta
ao impulso. Nem toda matriz A satisfaz a condicdo pa =
ma; essa possibilidade é contornada empregando o conceito
de filtros equivalentes, a partir do qual se demonstra que todos
os filtros LSI tém representacéo polinomial em A. Detalhes a

respeito de tal conceito podem ser verificados em [15].

B. A transformada de Fourier sobre grafos

A transformada de Fourier de um sinal € a sua projecdo em
uma base de funcdes invariantes a filtragem linear e invariante
no tempo (LTI, do inglés linear and time-invariant) [12].
Analogamente, a transformada de Fourier sobre grafos (GFT,
do inglés graph Fourier transform) pode ser definida como
a decomposi¢do de um sinal em termos de uma base de
autovetores da filtragem LSI [16].

Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo de N vértices.
Se A for diagonalizavel, tem-se!

A=VAV @)

em que V contém os N autovetores de A em suas colunas,
isto &,
VN-1)- ®)

Uma vez que filtros LSI sdo polindmios na matriz A
(Teorema 1), e sabendo que uma matriz e suas poténcias
inteiras compartilham os mesmos autovetores, as colunas de
V formam uma base de vetores invariantes a filtragem LSI.
Somando a isto o fato de que os subespagos gerados pelos
autovetores de um mesmo autovalor de A sdo irredutiveis, tém
intersecdo nula e suas dimensdes somam N [16], V fornece
uma base invariante a filtragem LSI para o espago de sinais S
sobre o grafo que tem A por matriz de adjacéncia.

Desta forma, um sinal x € S pode ser decomposto em suas
componentes na base V como

VZ(VO Vi ...

X=Tovo+- - +TN_1VN_1
~ A~ ~ T
ZV(I‘O 1 .- xN_l)
= VX, 9)

ISe A nio for diagonalizavel, o raciocinio pode ser repetido utilizando-se
a forma normal de Jordan.
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e esta é definida como a equacdo de sintese da transformada de
Fourier sobre grafos. A equagao de andlise da GFT ¢, portanto,

X=Vlx (10)

Para o caso de sinais de tempo discreto, foi assinalado que
seu dominio é modelado como um grafo direcionado em anel
com pesos unitdrios, com matriz de adjacéncia C dada por (2).
Uma vez que C é circulante, ela é diagonalizada pela matriz
F da transformada discreta de Fourier (DFT). Assim,

C = F 'AcF, (11)

2m(N—1)
e )TN

em que Ac = diag (1 e IR ¢IN eIF
Vale ressaltar que, neste caso, a matriz da GFT torna-se
V~! = F, mostrando a desejdvel propriedade de que a GFT
de sinais de tempo discreto coincide com a DFT.

1) A resposta em frequéncia de filtros para sinais sobre
grafos: A definicdo dada para filtros em grafos considera
a acdo de uma matriz sobre um sinal x no dominio dos
vértices de um grafo G = {A,V}. Para entender como o
filtro age no dominio da GFT, identificado como dominio da
frequéncia, utiliza-se (7) e o Teorema 1. A resposta do filtro
H =Y/, h/A’ ao sinal x é dada por

L L
Hx =Y hA'x=Y h (VAV ) x
=0 =0
L
=V Z hoAY | V7 1x.
=0

12)

Tomando a GFT em ambos os lados da tdltima equagao, tem-se
V~'Hx = h(A)X, (13)

de forma que a ag¢do no dominio da frequéncia a que corres-
ponde a filtragem por H é a multiplicacdo pela matriz h(A),
a qual representa a resposta em frequéncia do filtro H.

III. DESLOCAMENTO FRACIONARIO

Uma vez que o deslocamento unitirio de um sinal pode ser
entendido como o produto pela matriz de adjacéncia do grafo
no qual ele é definido, propde-se, neste trabalho, definir um
deslocamento fraciondrio como o produto por uma poténcia
nao-inteira de A. Precisamente, a versdo do sinal x, definido
sobre o grafo G = {A,V}, deslocado de a € [0,1], é dada
por

X = A’x. (14)

Para elucidar o significado de (14), partindo da decompo-
sicdo espectral (7), pode-se escrever

AT

»)

A% =VAVix=V
AN

%) = GFT '{h, ® %},

=V(h, ® (15)
em que ﬁa 2 (AY...A%) e © representa o produto ponto-a-
ponto entre vetores.

A Equagdo (15) mostra que A” ¢ um filtro de grafo com
resposta em frequéncia diag(h,), e que, se x é um sinal de

(a) (b)

oF : N
1 ——= Sinal original

® 52 amostra atrasada de 0,3
0 I I I

(©)

Fig. 2: Deslocamento fraciondrio por a = 0,3 de uma amostra
em um sinal definido sobre um grafo direcionado em anel
com pesos unitdrios. (a) Sinal original sobre o grafo em anel
direcionado (as arestas apontam em sentido anti-horario). (b)
Grafo em que a 5% amostra atrasada de a = 0,3 aparece como
uma amostra interpolada entre a 4* e a 5* amostras do sinal
original. (c) Sinal discreto original e a amostra atrasada.

tempo discreto de N pontos (caso em que a GFT coincide
com a DFT), observa-se que o filtro no dominio da DFT ¢
o préprio vetor h,. Neste caso, foi discutido que a matriz de
adjacéncia do respectivo grafo é diagonalizada segundo (11),
em que Ac tem como entradas as N raizes da unidade. O fato
da matriz de autovetores de C ser a matriz de Fourier impde
uma ordem especifica aos autovalores em Ac, de forma que
o vetor h, é

h, = (LW W3 . WER Wy wamen L owge),
em que Wy = e % e
R=%-1¢ R =R, se N for impar, (16)
R:%—leR':R—i-L se N for par,

n=20,1,..., N — 1. Mostra-se que a DFT inversa de ﬂa tem
componentes

, senw(n—a)

WW, se N for impar,

haln] = (17)

+#cotan 7 (n—a)senw(n—a)

se N for par.

—|—%(—1)"sen7ra7

O produto por uma poténcia fraciondria da matriz de
adjacéncia produz o efeito ilustrado nas Figs. 2 e 3, para
um grafo em anel direcionado e um grafo ndo-direcionado,
respectivamente. Observe, por exemplo, na Fig. 2, como a 5°
amostra do sinal deslocado de a = 0,3 coincide com o valor
do sinal continuo nessa posicao.

O sinal a ser deslocado precisa ter banda limitada em
frequéncia, como ilustrado na Fig. 4; as descontinuidades
presentes no sinal original provocam um efeito, no sinal
deslocado, semelhante ao fendmeno de Gibbs.
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Fig. 3: Deslocamento fracionario de um sinal com 10 amostras
ndo-nulas, definido sobre um grafo formado por 80 cidades
do estado de Pernambuco, Brasil. Observa-se como o sinal
deslocado assemelha-se ao original para a préximo de 0, e ao
sinal deslocado de uma unidade para a préximo de 1.
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Fig. 4: Deslocamento fraciondrio em sinal (a) com e (b) sem
descontinuidades.

A. Consisténcia com abordagens cldssicas: o filtro ideal de
atraso fraciondrio

Na abordagem classica do problema de deslocamento fra-
ciondrio de um sinal de tempo discreto, o que se pode
fazer € reconstruir a versdao continua do sinal, desloca-la e
reamostrd-la com o mesmo periodo de amostragem [11], [20].
Este procedimento carrega, por necessidade do Teorema de
Nyquist-Shannon, a restri¢cdo do sinal ter banda limitada.

Mostra-se que, se um sinal de tempo discreto x tem banda
limitada, sua versdo deslocada por a € [0,1] é z[n — a] =
> i x[k]sinc(n — k — a), de modo que o filtro (passa-baixa
ideal) utilizado para o deslocamento é

h, . [n] = sinc(n — a).

(18)

O filtro h, ., é ndo-causal e instdvel (nfo € do tipo BIBO —

7m
8 +++ a=0,0
6® 000 a=02
000 a=04
7;50 8 000 a=05
X °
~ %0 a=0,7
o 4L 4
2 e 8 %0 1=09
%3 °© 8 xXx a=1,0
= ® o 8
g ° 9] 8
| 2 Ce o 8 g
° . 8 5
1l
O - -9 - = ¥ == =¥ = — = - —H - K- == K== = K- - -}
107 102 103 10* 10° 10°

Comprimento do sinal

Fig. 5: Erro percentual (normalizado pela energia de h, .,.)
de h, com relagdo a h, ., para diferentes valores de N
(impares) e do pardmetro de deslocamento fraciondrio a.

bounded input, bounded output, pois sua resposta ao impulso
tem energia infinita), e, portanto, ndo é fisicamente realizavel.
Implementacdes de filtros de atraso fraciondrio devem, assim,
apenas aproximar h, ., tanto quanto possivel.

Para analisar o qudo préximo de h, . .[n] = sinc(n — a),
0 < a <1, estd hy[n|, para N impar (vide primeira linha
de (17)), foi computada a diferenca ponto-a-ponto entre estes
sinais para diferentes valores de N € [10',10°]. A Fig. 5 traz
o erro relativo (razdo entre a energia do erro (h, —h
a energia de h, ,.), em fungdo de N e a.

O resultado sugere que, de fato, h,, converge na média em ¢2
para h, ., a medida que N cresce, apresentando erro relativo
abaixo de 5% jd para N = 30. Além disso, o erro é maior
quando a € proximo de 0,5, sendo desprezivel ou nulo quando
a € inteiro. De fato, o erro é exatamente zero para a = 0 (ou
a =1) e n = a, uma vez que se pode mostrar que

LPF) €

lim ho[n] = 1= lim (hy[n] — sinc(n — a)) = 0.

n—a n—a

19)

O mesmo resultado é obtido para N par, partindo-se da
segunda linha de (17). Quando a é ndo-inteiro, hy[n] é
complexo, com parte imagindria de médulo constante para
a fixo. Considerando somente a parte real, o erro cometido
foi menor que aquele considerando também a contribui¢do da
parte imagindria. As Figs. 6 e 7 mostram que os erros com e
sem a parte imagindria igualmente decaem a medida que N
cresce, mas, ao usar somente a parte real, os resultados sio
significativamente melhores.

B. Representagdo polinomial para o caso de grafos em anel

A matriz de deslocamento fraciondrio A® necessariamente
comuta com A, pois A°A = A'T® = AA? de forma que
A ¢ um filtro LSI para os sinais sobre grafos que t€ém A por
matriz de adjacéncia (vide (5)). A representacio polinomial de
A“ segundo o Teorema 1, no entanto, exige que pa = ma,
ou ao menos que se encontre um filtro equivalente a A“ para
o qual essa condicdo seja satisfeita. Uma vez que, para o caso
do grafo direcionado em anel com pesos unitdrios, a matriz de
adjacéncia C em (2) satisfaz pc = mc (pelo fato de todos os
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Fig. 6: Erro relativo médio entre Re{h,} e h, ., para N par,
em funcdo do parametro de deslocamento fraciondrio a.
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Fig. 7: Médulo do erro relativo médio entre h, e h, . para
N par, em funcdo do parimetro de deslocamento a.

autovalores de C serem distintos), tem-se que H = C* pode
ser expresso como um polindmio de grau até (N — 1) em C.

A partir de (11), sabendo que F~! = F¥ com H indicando
o conjugado transposto, pode-se mostrar que C* = FTALF
¢ uma matriz circulante com a primeira coluna dada por h,
em (17). Além disso, uma vez que o produto de uma matriz
a esquerda por C causa um deslocamento circular para baixo
em cada coluna da matriz, as N poténcias de C formam uma
base para o espagco de matrizes circulantes N x N (observe
que CV = CP ¢ a matriz identidade). Do exposto, conclui-se
que os coeficientes da representagdo polinomial de C* sdo as
entradas de h,, i. e.

N-1

H=C"= > hy[]C". (20)

IV. CONCLUSOES

No presente artigo, investigou-se o deslocamento fraciondrio
de sinais sobre grafos, empregando conceitos basilares da
teoria de DSPg, a qual define o deslocamento unitdrio a
partir da matriz de adjacéncia de um grafo. Interpretando
o deslocamento fracionario como uma filtragem, mostrou-se
que, para grafos em anel, sua aplicagdo produz os efeitos
esperados, aproximando o filtro de interpolacdo ideal classico e

exibindo resultados satisfatérios para sinais de banda limitada.
Como trabalhos futuros, destacamos que resta investigar o
significado fisico para o deslocamento fraciondrio em grafos
ndo-direcionados com topologia arbitrdria. Além disso, estu-
dos adicionais sdo necessarios para exprimir matematicamente
a qualidade do deslocamento fraciondrio em termos da banda
do sinal a ser deslocado.
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