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Analise de Transiente do Algoritmo £j-sign-LMS
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Resumo— Sistemas esparsos sdo comuns nas mais
diversas &areas de aplicacdo da filtragem adaptativa,
dentre elas controle, engenharia biomédica e cancela-
mento de eco. Algoritmos capazes de usar essa pro-
priedade para acelerar a convergéncia e/ou melhorar
o erro em regime permanente vém ganhando cada vez
mais destaque na comunidade académica. Motivado por
tais experiéncias, este trabalho apresenta uma anélise
teérica dos desempenhos em transiente e em regime
permanente do algoritmo algoritmo ¢p-sign-LMS, o qual
apresenta as propriedades de convergéncia desejadas
para sistemas esparsos, além de robustez a ruido impul-
sivo e reduzida complexidade computacional. A analise
é efetuada através do cédlculo recursivo da matriz de
autocorrelacdo dos desvios dos coeficientes, sendo as-
sumidas algumas suposi¢gées comuns na literatura, mas
nao a hipétese muito frequente de que o sinal de entrada
é branco. Ao final, sdo apresentados os resultados de
diversas simula¢bes para avaliar a acuricia do modelo
estocéastico proposto.

Palavras-Chave—filtragem adaptativa, céalculo re-
cursivo da matriz de autocorrelagcdo dos desvios, {o-
sign-LMS, identificacdo de sistemas esparsos, andlise de
transiente.

Abstract— Sparse systems are common in the most
diverse areas of application of adaptive filtering, in-
cluding control, biomedical engineering and echo can-
cellation. Algorithms capable of using this property
to accelerate convergence and/or improve steady state
error are gaining increasing prominence in the acade-
mic community. Motivated by these experiences, this
work presents a theoretical analysis of the transient
and steady-state performances of the /p-sign-LMS algo-
rithm, which presents the desired convergence proper-
ties for sparse systems, as well as robustness to impul-
sive noise and reduced computational complexity. The
analysis is performed through the recursive calculation
of the autocorrelation matrix of the coefficient deviati-
ons, adopting some assumptions commonly used in the
literature, but not the very frequent hypothesis that
the input signal is white. At the end, several simulation
results are presented to evaluate the performance of the
proposed stochastic model.

Keywords— Adaptive filtering, recursive autocorre-
lation matrix calculation, {y-sign-LMS, sparse system
identification, transient analysis.

I. INTRODUCAO

As técnicas de filtragem adaptativa apresentam diversas
aplicacoes, dentre as quais importa destacar: engenharia
biomédica, equalizacdo de canais, cancelamento de eco e
identificacdo de sistemas [1]. Filtros adaptativos apresen-
tam duas grandes vantagens com relacao a filtros com
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coeficientes fixos, a saber: nao é necessario um conheci-
mento prévio das caracteristicas do sinal de entrada (ou
do sistema envolvido) e também podem ser empregados
para modelagem ou equalizacdo de sistemas variantes no
tempo.

A Figura 1 mostra a estrutura de um algoritmo adap-
tativo (aplicado a identificagdo de sistemas, foco deste
artigo), cujos coeficientes do filtro de comprimento N
podem ser coletados no vetor w(k) definido por:

w(k) 2 [wo(k) wi(k) wyv_1(R)T, (1)

sendo a saida do filtro adaptativo no instante k& definida
por y(k) £ wT(k)z(k), com o vetor de entrada z(k) de-
finido por @(k) = [z(k) x(k—1) x(k— N+ 1)]T.
Apo6s um numero suficiente de iteragoes, é esperado que
y(k) seja similar ao valor de referéncia d(k) = (w°)Tx(k)+
v(k), sendo w® o vetor que contém os coeficientes a
serem identificados e v(k) um ruido somado ao sinal de
referéncia, geralmente atribuido a erros de medigdo e/ou
de modelagem.

Fig. 1. Diagrama de blocos de um filtro adaptativo.

A atualizagdo dos coeficientes de um filtro adaptativo
costuma ser regida pelo calculo do gradiente de uma
fungdo custo estocéastica, o qual é capaz de fornecer
a direcao de atualizagdo. Portanto, podemos escrever a
equacao de atualizacdo de diversos algoritmos de filtragem
adaptativa na seguinte forma:

_ OF[e(k)]
wik+ 1) = w(k) - 555 2
onde %k:))] é o vetor gradiente da fungdo Fle(k)] e 5 é o

passo de aprendizagem empregado para evitar saltos muito
grandes durante o processo de aprendizagem do filtro,
fazendo com que o algoritmo convirja sem experimentar

oscilagoes capazes de degradar seu desempenho.
Vale notar que para se chegar na equacao do algoritmo
LMS, a partir da Equagdo (2), basta tomar como funcao

custo o erro instantdneo quadratico: Fle(k)] = e2(k). E
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sabido, entretanto, que na presenca de ruido impulsivo,
os coeficientes adaptativos costumam sofrer grandes per-
turbacoes, desviando-se da solucdo 6tima. Uma solugdo
para reduzir este problema é tomar como fungdo custo
o médulo do erro (Fle(k)] = l|e(k)|), e ndo seu valor
quadratico, obtendo-se a seguinte equacao de atualizagao
dos coeficientes:

w(k +1) = w(k) + psign[e(k)]x(k), 3)

a qual implementa o algoritmo conhecido como sign-LMS
(2], 3]

II. IDENTIFICACAO DE SISTEMAS ESPARSOS

Desde o inicio dos anos 2000, muitos autores notaram
que sistemas reais, recorrentemente, apresentam respostas
ao impulso esparsas (ou seja, possuem muitos coeficientes
de magnitude nula ou quase nula), sendo tais respostas ao
impulso comuns em aplicagdes como canais de transmissao
de televisdo digital e cancelamento de eco [4].

Por se tratar de uma propriedade recorrente, a capa-
cidade de incorpora-la no processo de aprendizagem do
filtro adaptativo vem ganhando notoriedade por acele-
rar a convergéncia dos algoritmos e/ou diminuir o erro
quadratico médio em regime permanente. Como nenhum
dos algoritmos tradicionais da familia LMS fazia uso dessa
propriedade na identificacao de sistemas, algoritmos cons-
cientes da esparsidade foram desenvolvidos. Tais algorit-
mos sao capazes de aproveitar a esparsidade dos sistemas
de diferentes formas, seja identificando e ndo atualizando
regides inativas (isto é, com coeficientes muito préximos
de zero) [5], seja propondo uma atualizagio especifica para
cada coeficiente com base em sua magnitude (algoritmos
proporcionais) [6]-[8], ou ainda aplicando uma penalizacdo
aos coeficientes dentro de uma determinada faixa, de forma
a “empurrd-los” para zero [4], [9], [10], dentre outras
formas propostas na literatura [11].

Uma das primeiras derivagoes realizadas para se utilizar
a propriedade de coeficientes esparsos foi a atualizacao
proporcional dos coeficientes (PNLMS), que consiste na
atualizacao proporcional dos coeficientes consoante a sua
magnitude, de acordo com a seguinte equacdo de atua-
lizagao:

D AR)z(ke(k), (4)
T (k)A(k)x(k) + 6 ’

onde a matriz diagonal A(k) é responsdvel pela distri-
buigdo da energia de atualizacdo ao longo dos coeficientes
do filtro adaptativo.

Embora o algoritmo PNLMS apresente rapida con-
vergéncia inicial quando comparado ao NLMS, essa taxa
sofre grande redugdo durante o processo de convergéncia.
Além disso, para o caso de respostas ao impulso nao-
esparsas, a convergéncia do PNLMS é mais lenta que a do
NLMS [7]. Para compensar esses problemas, outros algo-
ritmos proporcionais a partir do PNLMS foram propostos
[12], [13]. Uma alternativa aos algoritmos proporcionais
sdo os algoritmos que aplicam uma regulariza¢ao dos coefi-
cientes durante o processo de atualizacdo. As penalizacoes
mais comuns na literatura sdo regidas pela norma ¢; ou
pela norma £, sendo esta ultima o foco deste trabalho.

w(k+1) = w(k)+

III. ALGORITMO /{y-SIGN-LMS

O algoritmo fy-sign-LMS (uma das contribuigdes deste
artigo) visa acelerar a convergéncia da adaptacao para sis-
temas esparsos, apresentando simultaneamente robustez a
ruido impulsivo de alta varidncia. Para isso, a penalizacao
norma f; é imposta ao algoritmo adaptativo sign-LMS
(Eq. (3)) adicionando-a & fungéo custo, como mostrado
a seguir:
K
5
onde k é um parametro empregado para controlar a pe-
nalizacdo imposta a solu¢bes pouco esparsas e a fungao
F,Jw(k)] é uma funcdo diferenciavel por partes que apro-
xima a norma f£g. Uma escolha comum na literatura para

essa fungdo, e que serd usada também nesse artigo, é [4],
[9]:

Fro-sion (k) = le(R)| + Z Fp[w(k)], (5)

Byl = 3 (1= et (©)

onde p € Ry é um pardmetro arbitravel, o qual controla
a aproximagdo da norma-£.

Uma vez definida a funcdo custo, é possivel escrever a
equacao de atualizagdo do £p-sign-LMS da seguinte forma:

w(k +1) = w(k) + pz(k)signle(k)] + v f [w(k)], (7)

onde f,[w(k)] é uma aproximagdo do negativo do gradi-
ente de F,[w(k)].

Vale notar que %sz(;c)] apresenta um custo computa-
cional elevado por ter-se que calcular o resultado de uma
exponencial a toda iteragdo. Por isso, serd empregada uma
aproximacao de baixo custo desse gradiente: f, [w;(k)] ~
—%“(’g;)]. Tal aproximagao é efetuada por meio de um
truncamento dos dois primeiros termos da série de Taylor.
O resultado pode ser visto como um termo de atracao para
zero, podendo ser descrito por [4]:

p*wi(k) + p, —% <w;(k) <0
Folwi(k)] = pwi(k) —p, 0 <w(k) < 7 (8)
0, no resto.

Vale notar que a funcéo f,(r) implementa uma funcéo
que atrai valores de z, dentro de uma determinada faixa
controlada por p, para 0 [4].

IV. ANALISE DE TRANSIENTE
A. Métodos de andlise

A anélise tedrica de algoritmos adaptativos é de grande
importancia, pois cabe a ela fornecer de antemao in-
formagoes sobre as caracteristicas e o comportamento
do algoritmo ao projetista. Diversas técnicas de andlises
foram empregadas na literatura ao longo dos anos, dentre
as quais cumpre destacar: anélise de esperanca estatistica
exata [14], balanceamento de energia [15] e calculo recur-
sivo da matriz de autocorrelacdo dos desvios dos coefici-
entes [4]. A maior parte das técnicas tentam estimar de
maneira confidvel a evolugdo de duas métricas principais
de desempenho em algoritmos adaptativos, o MSE (do
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inglés, Mean Square Error) e o MSD (do inglés, Mean
Square Deviation).

Este artigo efetua uma andlise do algoritmo ¢y-sign-
LMS, empregando a técnica do célculo recursivo da matriz
de autocorrelagdo dos desvios. Tal técnica consiste em
determinar equagoes a diferengas que consigam prever o
comportamento de Rg (k) £ E[w(k)w?T (k)], onde w(k) =
w® —w(k) é o vetor de desvio dos coeficientes adaptativos
na k-ésima iteracao.

Para que a andlise seja possivel, é necessario que algu-
mas hipdteses sejam feitas:

H1: x(k) e w(k) sdo independentes.

H2: O ruido aditivo v(k), de média zero e varidncia
finita, é branco e idependente de x(k). Sua varidncia no

instante k é descrita por o2(k).
H3: As seguintes aproximagcoes sdo necessarias para que
se tenha uma solugao fechada:

B {w; (k) fp [w; (k)]} = E{@; (k) } E{f, [w; (k)]} )
E{fo [wi(R)] fo [w; (K]} = E{fp [wi(R)]}E{fp [w; (k)]}

H4: A distribuicao dos coeficientes w; (k) é Gaussiana.

HS5: O sinal de entrada é estacionério, gaussiano e todos
os autovalores da sua matriz de autocorrelagdo sdo nao
nulos.

Com as hipéteses H1 e H2, podemos calcular o MSE
segundo [16]:

§(k) £ E [€*(k)] ~ op(k) + Tr { R,E [w(k)w” (k)] }

(10)
onde R, = Elz(k)xT (k)] é a autocorrelagio do sinal
de entrada, Tr{X} ¢ o trago da matriz X e o2(k) é a
variancia do ruido no instante k.

Ja o MSD pode ser calculado pela seguinte equagao:

MSD(k) £ E[|Jw® —w(k)|P] = Tr {Elas(k)a" (k)]} . (11)

B. Descri¢ao dos momentos de primeira e sequnda ordens

A andlise adotada neste artigo consistira no acompanha-
mento da matriz de autocorrelagao dos desvios. Portanto,
devemos manipular a equagao de atualizacao do algoritmo,
substituindo w(k) por w® — w(k), de modo a encontrar
uma atualizacdo recursiva dos desvios. Para que a andlise
tedrica possa ser feita de maneira mais simples, doravante
trabalharemos com a equacgao de atualizagdo na sua forma
escalar, como a seguir:

wi(k +1) = wi(k) — Bx(k — i)signle(k)] — £ f,[wi(k)].

Para que possamos inferir as estatisticas de primeira e
segunda ordem, devemos primeiro escrever o erro e(k) da
seguinte forma:

(12)

e(k) = d(k) —y(k) = (w) (k) + v(k) — w (k)a(k)  (13)
= 2o Wn(k)z(k —n) + v(k)
Substituindo (13) na equagao (12), temos:
wi(k+1) = wi(k) — £ folwi(k)]
~Ba(k — i)sign |2 @u(k)a(k - n) + v(k)] .
(14)

Uma vez definida a equagdo de atualizacdo dos desvios na
sua forma escalar, devemos propor uma equagao estatistica
que descreva o comportamento do algoritmo na média,

uma vez que (14) é uma equacdo deterministica. Cabe
aplicar o operador do valor esperado a equagdo (14), mas
para que seja possivel prosseguir a andlise com o valor
esperado, é necessério aplicar o teorema de Price [17], [18].
Tal teorema permite que escrevamos:

2 E[AB),

7TO'A

E[sign(A)B] = (15)
onde A e B sdo duas varidveis aleatérias conjuntamente
Gaussianas e de média zero, e 04 = E[A?]. Portanto,
o teorema de Price permite que obtermos a seguinte
expressao para o momento de primeira ordem:

— g IE )rin
o

€ n=0
— RE{fplwi(R)]},

onde ¢? é a varidncia do erro e 74, = E[z(k — i)z(k —
n)]. Para estimar a evolugdo da matriz de autocorrelacao
dos desvio% devemos estimar a evolugdo dos coeficientes
de w(k)w" (k) na média. Com base na equagdo (14), a
equacao do cédlculo recursivo para um coeficiente genérico
dessa matriz é dada por:

i (k- L)y (k + 1) = i (k)25 ()

E[w;(k + 1)] =E[w; (k)] —

(16)

—Bwi(k)z(k — j)sign(3 N @ (k)a(k — n) + v(k))

— ki (k) folw; (k)]

— B, (k)a(k —z)slgn@N;; Wn (k) (k —n) + v(k))
+B%x(k — i)z (k — 5)sign® (30 @ (k)a(k — n) + v(k))

+rp(k — i)sign(3 ) @ (k)x(k — n) + v(k)) fo[w; (k)]

—kW; (k) folwi (k)]

ek — j)sian(3y o @n(k)e(k —n) + v(k) fplwi (k)]

+ folwi (k)] folw; (k)] )
Como a matriz de autocorrelacdo dos desvios é calculada
via E[w(k)w? (k)], devemos aplicar o operador do valor

esperado na equagdo (17), a qual passa a ser escrita de
acordo com (18).

E[@;(k + 1)w; (k + )}

@2

}E[wl(k)w]-(k)}

V0 (B)]7jn — KE[W; (k)E[f,[w; (k)]
=t 230 )W (K)]7in + B27i

+hB\ [ 2z Z o Eln (k)]rinE[f,[w; (K))]

—KE[w, (k )] [fp[wz(k)]]+HQE[fp[wi(k)]]E[fp[wj(kf)ﬂ

+hB\ [ 2z S Bl ()] rjnELfo[wi (k)]]-

(18)
Uma vez definidas as equagoes recursivas para os momen-
tos de primeira e segunda ordem, cabe agora empreender
o calculo do termo E[f,[w;(k)]] aplicando a hipdtese H4:

(wi (k)= g)?

E (k)] = —= > i (k ik dwq(k
U (nlk)) = g [ folws(B)e o dui(h)
2 2

. *(w;%) *(w‘k;%)

— P\Z%k e 201.,,6 —e 2"z‘,k-

P2 % Hi,,k"’l Hik
+ Gk {erf(\/iai;) ferf(famﬂ

ikt g ik~ i
+§ {erf( wors )+erf( NE )—Qerf (\/‘%Gfk)} ,
2 (19)
onde erf(z) £ ffo e~ dt.
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Para tanto, sejam g, ), ¢ o7, a média e a varidncia de
w; (k), respectivamente. Como w; (k) = w? —w;(k), e wg é
deterministico, podemos observar que a variancia de w; (k)
também ¢ dada por Uik, e a média de w;(k) é dada por
R ) = W7 — i k-

V. SIMULACOES

Para avaliar a adequagdo do modelo estocéstico pro-
posto neste trabalho ao caso real, foram feitas diversas
simula¢ées, nas quais um filtro adaptativo tenta identificar
uma dentre as funcdes de transferéncia descritas pelos
primeiros N coeficientes de [19]. Algumas dessas fungdes
de transferéncia possuem coeficientes muito pequenos,
entdao um fator de escalonamento « foi utilizado. O filtro
adaptativo possui o mesmo comprimento N e o sinal de
entrada é gerado passando um ruido branco e gaussiano
por um filtro de colorimento com funcao de transferéncia:
H(2)=1-0,62+0,22"1 - 0,322

A. Comportamento em Regime Transiente

S -20
€3]
=
—40¢t ! i ; i
1000 2000 3000 4000
Ntumero de Iteracoes
(a)
S -20 1
A -30r 1
=
_40Lk i
1000 2000 3000 4000

Ntumero de Iteracdes

(b)

Fig. 2. Desempenho do algoritmo ¢p-sign-LMS. SimulacGes de Monte
Carlo (em azul) e modelo proposto (em vermelho). (a) MSE (dB);
(b) MSD (dB).

Para um primeiro exemplo, foi utilizado o Modelo 1 de
[19] com N = 12, a = 1, 100 médias de Monte Carlo,
B=10"2 86 =105 062 = 1075 xk = 1072 e p = 20.
A Figura 2 mostra a evolucao do algoritmo £y-sign-LMS,
sendo possivel perceber que o modelo proposto consegue
rastrear o comportamento do filtro real tanto no caso do
MSE quanto no caso do MSD.

Em um segundo exemplo, foi observado o comporta-
mento do sistema quando o2 varia a cada iteracdo. Foi
utilizado o Modelo 8 de [19] com N = 12, a = 1, 100
médias de Monte Carlo, f = 1073, § = 1076, k = 107°
e p = 20. A Figura 3 mostra que o modelo estocastico
proposto é capaz de prever com precisao a evolucao do
MSE ao longo das iteragoes.

MSE (dB)
&
N

2000 3000
Ntumero de Iteracdes

1000

(a)
-30
-50 ' ’ ’ '
1000 2000 3000 4000
Nuiimero de Iteracoes
(b)
Fig. 3. (a) Evolugido do MSE para o algoritmo £o-sign-LMS com o2

variando. Simulag¢des de Monte Carlo (em azul) e modelo proposto
(em vermelho).(b) Comportamento de o2 ao longo das iteracdes.

8—40’ P ==
= =
7500 o ]
= ‘ ‘ ‘
2 4 8 6 8 10
-4
x 10
(a)
Eg -45¢ P 1
— 50t - 1
2 55/ g 1
2 4 F 6 8 10
-4
x 10
(b)
Fig. 4. Desempenho do algoritmo ¢p-sign-LMS em regime perma-

nente para diferentes valores de . Simulag¢des de Monte Carlo (em
azul) e modelo proposto (em vermelho). (a) MSE (dB); (b) MSD
(dB).

B. Comportamento em Regime Permanente

Em um terceiro exemplo, foi observado o comporta-
mento do sistema em regime permanente para diversos
valores de . Para essa simulagao, foi utilizado o Modelo
4 de [19] com N =12, a = 10, 10 médias de Monte Carlo,
6§ =107°% 62 =10°% k = 1072 e p = 20. E possivel
perceber (vide Figura 4) que o modelo proposto consegue
prever o MSE e o MSD com precisdo maior quando 3 é
pequeno, o que é coerente com o fato de que o teorema
de Price é mais acurado quando o valor de § é baixo [20],
[21].

Em um quarto exemplo, foi observado o comportamento
do sistema em regime permanente para diversos valores
de k (vide Figura 5). Para essa simulagdo, foi utilizado
o Modelo 5 de [19] com N = 12, o = 10, 10 médias de
Monte Carlo, § = 1076, 02 = 1076, 8 = 1072 e p = 20.
Neste exemplo, é interessante notar que o modelo proposto
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Fig. 5. Desempenho do algoritmo £p-sign-LMS em regime perma-
nente para diferentes valores de . Simula¢des de Monte Carlo (em
azul) e modelo proposto (em vermelho). (a) MSE (dB); (b) MSD
(dB).

se adequa melhor para valores de k pequenos. A Figura
6 ilustra a robustez do algoritmo proposto perante ruido
impulsivo.

~ of ]
S 20} 1
2 Teol ]
= _g0 ‘ ‘ ‘ ‘
1 i 2 3 4
Ntumero de iteracoes x10*
(a)
m Of ]
Z
A —20r 4
w0
= _40t |
1 N 2 q 3 4
umero de iteragoes 4
x 10
(b)

Fig. 6. Desempenho dos algoritmos £p-sign-LMS (em azul) e £o-LMS
(em vermelho). (a) Sem a presenca de ruido impulsivo. (b) Com a
presencga de ruido impulsivo, com distribuicdo gaussiana de média =
0 e 02 = 10 e com probabilidade de ocorréncia igual a 1%.

VI. CONCLUSAO

Neste artigo apresentamos uma analise tedrica da con-
vergéncia em transiente e em regime permanente do al-
goritmo fp-sign-LMS. Com base nas simulagdes apresen-
tadas, pode-se observar que o modelo tedrico mostrou-se
capaz de prever o comportamento do algoritmo estudado
ao longo deste trabalho de maneira satisfatéria, prevendo
a evolucao das métricas de desmpenho adequadamente,
sem apresentar restrigoes quanto ao sinal de entrada ser
branco e a variancia do ruido ser constante.
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