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Decomposi¢cao em matrizes posto-1 com aplicacoes
em algoritmos rapidos

G. Jerdonimo da Silva Jr. e R. M. Campello de Souza

Resumo— Este trabalho apresenta o problema de decompor
um conjunto de matrizes com elementos racionais como uma
combinacdo linear do menor nimero possivel de matrizes de
posto um (posto-1) e como a solu¢io desse problema é aplicada
em transformadas rapidas. Um método para decompor uma
matriz de posto » como a soma de uma matriz posto-1 mais
uma matriz posto » — 1 € introduzido. Um algoritmo que busca
a melhor solu¢iio para o problema proposto é apresentado.

Palavras-Chave— Decomposiciao de matrizes, posto-1, complex-
idade multiplicativa, algoritmos rapidos.

Abstract—Let A denote a finite set of matrices with rational
entries. This paper proposes the problem of expressing the
elements of A as a linear combination of the least possible number
of rank one matrices and shows how its solution can be applied
in the construction of fast algorithms for discrete transforms. A
method for expressing a matrix of rank r as the sum of a rank
one matrix and a rank (r— 1) matrix is introduced. An algorithm
that searches for the best solution for the proposed problem is
presented.

Keywords— Matrices decomposition, rank one, multiplicative
complexity, fast algorithms.

I. INTRODUCAO

A computa¢do de uma transformada discreta linear (TDL)
envolve a combinacdo linear de um niimero finito de varidveis
de entrada. Representando as varidveis de entrada pelo vetor
Z € RN, as varidveis de saida pelo vetor transformado ¥ €
RM e a matriz TDL por ¥ = [¢;;]prxn» ¥i; € R, qualquer
TDL pode ser representada como

j2 vz, (1)

em que a m-ésima componente do vetor y é computada por

N
U = Y Tnmn, 2)
n=1

que totaliza M N multiplicacdes e M (N — 1) adi¢bes, com-
putando diretamente por (2).

Filtros digitais, a transformada wavelet discreta [1], a trans-
formada discreta de Hartley (DHT) [2] e a transformada
discreta de Fourier (DFT) sao exemplos de TDLs, as quais
podem ser implementadas em um dispositivo eletrdnico con-
hecido como processador digital de sinais (DSP) com diversas
aplicacdes na engenharia [3]-[5].

Algoritmos rapidos para computar uma TDL sdo procedi-
mentos que realizam a computacdo indicada em (1) com um
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nimero reduzido de multiplicacdes e adi¢cdes, em comparacio
ao método direto de (2). Alguns algoritmos rapidos podem ser
expressos na forma CBA, isto é, a matriz TDL € fatorada em
U = CBA, em que as matrizes A e C sdo matrizes racionais
e a matriz B € diagonal; esse € o caso da transformada rdpida
de Fourier (FFT), para pequenos comprimentos, de Winograd
[6].

O conceito de bases numéricas é util para obtencdo de
algoritmos na forma CBA [7]. Sendo a matriz TDL formada
pela base numérica A = {A1, A2, ..., AL}, isso significa que
qualquer coeficiente da matriz TDL pode ser expresso por

L
vij =Y aE? ALy 3)
=1

em que aﬁ,?n € Q. Assim, a matriz TDL é dada por

L
U= Z)\lAl, “4)
=1

em que A; = [agé)} Mx N SA0 matrizes com numeros racionais.
Em [8], foi demonstrado que existe um algoritmo na forma
CBA que implementa a transformada § = V& com K
multiplicacdes se, e somente se, existe uma decomposicao para
o conjunto das matrizes A; como combinacdo linear de K
matrizes de posto um (posto-1), por meio do Teorema da Com-
plexidade Multiplicativa. Considerando essa decomposi¢do em
matrizes posto-1 (DP1), ento

K
A= gy, (5)
k=1

em que U}, sdo matrizes posto-1 racionais € G = [9;;](Lx k) €
a matriz de decomposi¢do. Nesse caso, a matriz TDL é dada
por

K
U= ZﬁkUk, (6)
=1

em que o vetor formado pelas constantes [, denotado por
B, se relaciona com o vetor formado pela base numérica \;,
denotado por A, por

B=GTX. (7)

Em [8], os autores usaram métodos heuristicos para re-
solver a DP1 e encontrar a FFT com o menor nimero de
multiplicacdes possivel na forma CBA, de acordo com a
minima complexidade multiplicativa calculada por Heideman
[9]. Entretanto, quando a soma dos postos das matrizes iniciais
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¢ um valor relativamente alto (a partir de 20), o método
heuristico torna-se invidvel.

Nesse artigo, € proposto um algoritmo sistematico de busca
para encontrar a melhor DP1 para um conjunto de matrizes
racionais. A préxima secdo apresenta resultados basicos sobre
matrizes posto-1. A Secdo IIl apresenta novos resultados
sobre a DP1 e um algoritmo para encontrd-la € descrito na
Proposic@o 2. A Secdo IV apresenta um breve estudo sobre a
complexidade da busca do algoritmo rapido em comparacgio
com o método descrito em [8] e mostra uma aplicacdo. As
conclusdes do trabalho sdo apresentadas na Sec¢do V.

II. PRELIMINARES

Teorema 1: Uma matriz U € posto-1 se, e somente se, pode
ser fatorada como um produto de uma matriz coluna, denotada
por i, por uma matriz linha, denotada por 77, isto é, U = @™ .
Essa fatoracdo nao € Unica.

Demonstragdo: Seja a primeira linha nao nula da matriz
U (m x n) igual #7. Como U & posto-1, todas as m linhas de
U sio proporcionais a ¢. Seja a i-ésima linha de U igual a

w07, em que y; é um escalar, entio

0" I
=T
oo | " 2| "
fm 0" Hom

Definindo a matriz coluna

IS
Il

tem-se que U = @’ . Por outro lado, se U = @u” entdo

todas as colunas sdo proporcionais a u e todas as linhas sdo

proporcionais a #7 o que significa que a matriz U é posto-1.

Essa fatoracdo nao é tunica, pois, para qualquer escalar nio

nulo a # 1, U = (a@)(a~ 77T representa outra fatoragio. M
Exemplo 1: A matriz posto-1

10 -1 1
v=1 oo ol=| %110 1]
| -1 0 1 -1
-1
= g [-1 0 1].
|1

Esse resultado € importante, pois, a implementacio da TDL
y = pUZ, em que B € um escalar e U € uma matriz posto-1
racional, é realizada por meio de i = #[3(¢ ¥)], com uma
Unica multiplicag¢@o ndo trivial, considerando as multiplicacdes

por constantes racionais como triviais [3], [9].

III. DP1 PARA UM CONJUNTO DE MATRIZES

Para um conjunto de L matrizes (mxn), A;,1 =1,2,...,L,
denotado por {A;}£ |, em que posto(4;) = 7, o problema da
DP1 € obter o menor conjunto de matrizes posto-1 que geram
as matrizes { A;}%,. Na pior das hipéteses, é possivel resolver
o problema da DP1 individualmente para cada matriz A;, o
que significa que existe um conjunto de d = EZL:1 71 matrizes
posto-1 que geram o conjunto de matrizes A;. Entretanto,
dependendo das matrizes A;, é possivel gerar o conjunto de
matrizes com um nimero menor que d de matrizes posto-1.
Isso motiva a definicdo a seguir.

Definicéio 1: O grau de um conjunto de matrizes {A;}%,,
posto(A;) = ry, é dado por d = ZlL:l T
Assim, o que se deseja € encontrar o conjunto de menor
grau, I, de matrizes posto-1, {Uk}szl, que geram as matrizes
{A;}_, através de uma combinagdo linear, isto é

K
A=Y gl
k=1

em que g;; sdo escalares. Definindo a matriz DP1 por G =
[9i5] (L x K), deseja-se, a partir de {4;}Z |, obter as K
matrizes posto-1 {U;}X | e a matriz G com o menor valor
de K.

A solugdo do problema parte de um conjunto inicial de
matrizes {Al}lL: 1> de grau d, e procura obter um novo conjunto
de matrizes com menor grau que gera o conjunto inicial. A
definicdo a seguir € util quando existe uma ou mais matrizes
posto-1 no conjunto {A4;}~ ;.

Definicdo 2: Uma matriz posto-1 U reduz uma matriz A
de posto r se A pode ser expressa como

A=aU+ B, ®)

em que o # 0 é um escalar, chamado de coeficiente de
reducdo, e B é uma matriz, chamada de matriz reduzida, que
satisfaz posto(B) = r — 1. Se tal expressdo ndo existe, entdo
U nio reduz A.

Um problema que decorre dessa definicao é como descobrir
se uma dada matriz posto-1 U reduz uma matriz A dada.
Um teorema, apresentado sem demonstragdo, referenciando
os trabalhos de Householder e Wedderburn [10], resolve
essa questdo. O teorema ¢é apresentado a seguir com sua
demonstragao.

Teorema 2: Seja U = 4" uma matriz posto-1 (m x n) e
seja A uma matriz (m x n) de posto r e a um escalar nido
nulo. A matriz B = A—aU tem posto r — 1 se, e somente se,
existem matrizes colunas # e 7 tais que @ = A%, 77 = T A
ea !t =yl AZ.

Demonstragdo: Supondo inicialmente que B = A — aU
tem posto r — 1, entdo a matriz coluna @ deve ter a forma
i = AZ, para algum &, caso contrario, isso significa que as
colunas ndo nulas de U ndo podem ser geradas pelo espago
das colunas de A e, portanto, é linearmente independente das
colunas de A, o que significa que a dimensgo do espaco gerado
pelas colunas de B = A — aU € r + 1, o que é absurdo pois
B tem posto 7 — 1. Assim 4 = AZ. Aplicando o mesmo
argumento para a matriz linha ¢’ e as linhas de U, chega-se
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a conclusdo que 77 = 7 A. Assim
B =A— aAZ7" A. 9)

Tomando Z' como um vetor do niicleo das colunas de B que
ndo pertence ao nicleo das colunas de A (esse vetor existe
desde que posto de B é menor do que posto de A) e aplicando
a direita de B, tem-se

BZ = A7 — aAZ (T AZ) =0,
0 que implica que
A(Z — (7T A2)aZ) =0,
e entdao
Z=((§" AD)a)" 12,

o que significa que & pertence ao niicleo de B. Aplicando &
a direita em (9), tem-se

BZ =0= A% — a ATy AT

QAT AL = AZ,
aplicando 77" a esquerda, tem-se

ol A7) (" A®) = i Az

a= (g Az~ (10)

Supondo agora que @ = AT, 71 = i/’ A e (10) sdo relagdes

validas por hipétese, entdo (9) também ¢ vélida. Considere
o vetor Z que pertence ao niucleo das colunas de A, entdo
AZ = 6, e por (9), BZ = 0. Portanto, Z' também pertence ao
niicleo de B e dim N(B) > dim N(A). Seja & um vetor que
pertence ao nicleo das colunas de B, por (9), tem-se

B& =0 = A& — a ATy A,

A(@ — a(f" A®) ) = 0,

pois o termo (§7 A&) = k,, é um escalar, o que significa que
& — ok, @ pertence ao nicleo de A. Mas @ = AZ # 0, o
que significa que Z ndo pertence ao nucleo das colunas de
A. Assim, todo Z’ pode ser escrito como Z = & — ak,Z e,
portanto, & = Z + ak,Z, o que significa que dim N(B) =
dim N(A) + 1 e, pelo teorema do niicleo e da imagem [11],
posto(A) = posto(B) + 1. [ |

Aplicando o Teorema 2 na Definicdo 2, chega-se ao resul-
tado apresentado a seguir.

Coroldrio 1: Uma matriz posto-1 U = @7 reduz a matriz
A de posto 7 se, e somente se, existem u© = AZ, T =¢TA
e a = (7 A¥)~! ndo nulos.

Teorema 3: O coeficiente de reducdo « e a matriz reduzida
B, obtidos através da reducéio da matriz A pela matriz posto-1
U = @v7, sdo tdnicos.

Demonstragdo: Pelo Coroldrio 1, a~! = (47 A%), em
que Z e ¥ sdo vetores solucdo dos sistemas de equacdes Ax =
it e AT = ¥, respectivamente. Sendo Z e iy vetores solucio
dos respectivos sistemas, a solucdo geral é dada por & = g+

N7 e § = 4o+ NS, respectivamente, em que N4 é o nicleo
de A, N4 é o nicleo de AT e 7 e § sdo vetores arbitrarios.
Entdo, os valores possiveis para o' sdo da forma

a™t = (o + Nad)T A(Z + Na7)
= (g + NI Az,
= ijg Ao,

que nao depende de 7 nem S. Assim, para qualquer T e ¥
escolhidos, o valor de a € tunico. Como a matriz reduzida
B = A — aU, entio ela € unica. [ |
Teorema 4: Se a matriz posto-1 U reduz a matriz A de
posto r, por meio de (8) com posto(B) = posto(A) — 1, entdo
U nao reduz a matriz reduzida B.
Demonstragcdo: Se U reduz B, entdo existe a; # 0 e
By tais que B = ;U + By com posto(B;) = posto(B) — 1.
Substituindo em (8), tem-se

A= (a+a1)U+Bl,

o que significa que posto(A) < posto(B;) + 1 = posto(B) e,
portanto, contradiz posto(A) = posto(B) + 1. Logo, U ndo
reduz B. u

Definicdo 3: Seja A = {A;}£, um conjunto de matrizes
ndo nulas e seja U uma matriz posto-1. O conjunto A ¢ dito ser
redutivel por U com redutibilidade R se U reduz R matrizes
de A. Se U nao reduz nenhuma matriz de A, entdo o conjunto
A ¢é dito ser irredutivel por U.

Sem perda de generalidade, o conjunto de matrizes {A4;}F
pode ser organizado pelo posto das matrizes, de forma que
r; < r;11. Nesse caso, se a matriz A; € posto-1 e o
conjunto {4}~ , é redutivel por A;, entdo, pode-se obter um
novo conjunto irredutivel a A; que gera o conjunto {4} ,,
conforme a proposi¢do a seguir.

Proposicdo 1: Seja um conjunto de matrizes {4}, de
grau d, redutivel pela matriz posto-1 A; com redutibilidade
R, em que as R matrizes redutiveis sdo dadas por

A = oA + By,

paral = 2,3,..., R+ 1, com posto(B;) = posto(4;) — 1 e
as matrizes {A;} p,, sdo irredutiveis a Ay. Entdo, {A;}/2,
pode ser escrito como combinagdo' de {A; UB} por

Aq 1 0 00 ---0 Ay

A2 (&%) 1 0 0 -0 B2

Apt1 | = | apt1 O 10 -0 Bpri1
Apso 0 0 01 -0 || Appo
4, ] L o 0o 00 1] oA

T

é irredutivel por Ay e possui grau d — R. A matriz T' (L x L)
é chamada de matriz transformagdo.

em que o conjunto de matrizes B = {{B;}[' U{A}E o}

! Ambos os conjuntos estdo representados como vetores de matrizes.
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Generalizando a proposi¢do, se A; reduz A; por A; =
a;A1 + By, com posto(B;) = posto(4;) — 1, a matriz
transformagdo € dada por T' = [t;;](1x ), em que

1, sei=y],
tij=1< o4, sej=114i>1e A reduz A;,
0, outros casos.

Y

O novo conjunto de matrizes {C;}%, irredutivel por A; é
dado por

Ay, sel=1,
C,=¢ B, sel>1e Ay reduz A, (12)
A;, outros casos.

Entretanto, algumas das matrizes C; = B; podem ser nulas.
Se a matriz B,, é nula, pode-se remover C; do conjunto de
matrizes e remover a n-ésima coluna de 7. Removendo todas
as z matrizes nulas do conjunto {C;}£, e as respectivas
colunas em T, tem-se o novo conjunto reduzido {D; le_lz ea
matriz transformaggo reduzida T (L x (L — 2)).

Quando a matriz A; possui posto r > 1, ela pode ser
expressa como a soma de uma matriz posto-1 com uma matriz
de posto r — 1. Esse passo é chamado de fragmentacdo da
matriz A;. Nesse caso, se Ay = aU + Bj, com posto(B;) =
r — 1, o conjunto de matrizes A é escrito como

Al a 1 0 0 g
1
Ao _ 0 01 0 Ay ’
Ar 0 00 1 AL
F

em que o conjunto de matrizes B = {{U,B1} U {A/}},}
possui grau d e gera o conjunto A. A matriz F' (L x (L +
1)) é chamada de matriz fragmentagcdo de A, em relagéo ao
conjunto A e é dada por

13)

Considerando a notag¢do de vetores matriciais, se A = F'B,
por meio de uma fragmentagido de A;, e B = TpD, por meio
de uma redugdo por U, entdo A = (FTp)D. Nesse caso, o
conjunto A, de grau d € escrito como combinagdo do conjunto
D, com grau d — Ry, em que R; é a redutibilidade de A;
em relagdo ao conjunto {A — {A4;}}. Esse processo pode
ser repetido de forma recursiva a D até que o conjunto de
matrizes resultante tenha apenas matrizes posto-1. Isso motiva
o algoritmo DP1 para um conjunto de matrizes apresentado a
seguir.
Proposicdo 2 (DPI1 para um conjunto de matrizes): Para
um conjunto de matrizes A = {A;}%,, a DP1 é obtida por
meio de:
o Inicializar a matriz DP1 G = I}, e o conjunto de matrizes
U = {A4;}},, de tamanho inicial S =L, et = 1.

o Enquanto t < S ou posto(Us) > 1, fazer: permutar a
matriz de menor posto de {U;};_, com U, e, sendo P a
matriz permutacdo, atualizar G < GP.

— Se Uy é posto-1, reduzir o conjunto {U;}i,,, por
U;, obtendo a matriz transformacdo reduzida Tp
((S=t+1)x(S—z—t+1)) e o novo conjunto
reduzido {Dl}f:_til irredutivel a U; (utilizando (11),
(12) e removendo as z matrizes nulas e respectivas
colunas de T'). Atualizar as matrizes U; <— D, para
l=t+1,t+2,...,5 — z, a matriz DP1

I, O }

G<—G[ o T

em que O representa uma matriz nula, e os
parAmetros S < S —zet <+ t+ 1.

— Se U, nido € posto-1, entdo toma-se a matriz posto-
1 U que reduz U; com maxima redutibilidade
em relagdo ao conjunto {U;};,,,, com matriz de
fragmentacdo F' dada por (13) e atualizam-se as

matrizes Ujy1 < U, paral = 5,5 —1,...,t, a
matriz U; < U, a matriz DP1
I, O
G+ G[ o F |

e o parametro S < S + 1.

Com isso, A = GU, em que G é a matriz DP1 e U é um
conjunto de matrizes posto-1.

O algoritmo proposto converge, pois o valor maximo para .S
€ o grau de A. Em algumas situagdes, a maior redutibilidade
pode aparecer em mais de uma matriz posto-1. Nesse caso,
pode-se avaliar os conjuntos resultantes e escolher aquele
que contém a matriz posto-1 com méxima redutibilidade.
Entretanto, tais verificagdes aumentam a complexidade com-
putacional da DPI.

IV. COMPLEXIDADE DA DP1 E RESULTADOS

A parte mais complexa computacionalmente na Proposi¢do
2 € a procura da matriz posto-1 com maxima redutibilidade
(MMR). Mesmo assumindo que todas as matrizes sdo de
nimeros racionais, existem infinitas matrizes que podem re-
duzir U, pelo Coroldrio 1.

A busca pela MMR consiste em procurar diferentes vetores
# e ¢’ ndo nulos, com coeficientes 1, —1 e 0, tais que @ =
Uz, o7 = yTU, y'UZ # 0 e U = @v’ com méxima
redutibilidade ao conjunto {U;};, ;.

A quantidade de vetores possiveis para @ € igual a quanti-
dade de vetores possiveis para ¢. Se a matriz U; possui posto
r¢, considerando a combinacdo de uma base com coeficientes
I, —1 e 0, existem 3" — 1 vetores ndo nulos possiveis para
cada, totalizando (3" — 1) matrizes diferentes que podem
reduzir U;.

Deve-se testar se cada matriz U reduz a matriz U;, | > t.
Pelo Corolério 1, haverd solugéo se existirem & e ¢ ndo nulos
tais que

Utf: ’lj:, (14)

ulij=1v (15)

e yTUZ # 0. As equacdes (14) e (15) sdo sistemas de
equacdes lineares. Esse teste deve ser feito para S —t¢ matrizes.
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A quantidade de testes necessarios, u, € dada por
p=(S1—1)(3™" —1)? +...+ (Sy — 1)(3"™ — 1),

em N valores de t. Como ¢t < d, entdio S} < der <
min(m,n) = p (considerando que as matrizes sdo m X n).
Entdo

i< (d—1)d(3 — 1),

e a complexidade da DP1 para um conjunto de matrizes de
grau d é dada por O(d?32°).

Exemplo 2: Considere implementar uma multiplicacio pelo
nimero complexo ¢ = a + jb, com a, b e a/b nimeros ndo
racionais. Sendo a entrada x,- + jx;, a saida é calculada por

=[]

inicialmente com 4 multiplicacdes e duas adi¢des. A matriz
TDL pode ser escrita como

1 0 0 -1
\I/—a[o 1]—!—1)[1 0}.
—— —_———
Ay Az

Aplicando a Proposicao 2, inicialmente U; = A, U = Aa,
G=1,,t=1e S =2. Como U; possui o menor posto igual
a 2, a primeira etapa é procurar a MMR. Apéds alguns testes,
uma possivel MMR com redutibilidade 2 (médxima possivel) é

1 -1
=0 o)
Comoa=1e
0 1
=[0 1]
entao
1 1 0
G{O 0 1]’

Us <~ U, Ug <~ B, U; < U e S = 3. O préximo passo é
reduzir {Us, Us} por Uy, que resulta na transformacéo

U, 100 o)
U, | =10 1 0 U, |,
Us 101 B
T
com
1 0
B[]

Em seguida, Us < B3, t =t+1=2¢e G < GT, resultando

em
1 10
G = { 1 01 ] '
Os passos seguintes ndo alteram G nem U. Com isso, a matriz
¥ ¢ escrita por (6) com (7), nesse caso

3 11
s =1 0 [g]
B3 0 1

T

s@o pré calculados e a matriz ¥ pode ser colocada na forma
CBA, pelo Teorema 1 em [8],

By 0 0 1 -1
@:[é 1 _” 0 By O 0 1
0 0 B -1 0

A computagio de ¥ = CBAZ é feita com 4 adi¢des e 3
multiplicacdes. Variando a MMR inicial, é possivel encontrar
outras construcdes mais eficientes, em termo de ndmero de
adi¢des, como em [3, p. 3], mas todas com 3 multiplicacdes.

A técnica apresentada na Proposicdo 2 foi utilizada para en-
contrar um algoritmo para computar a parte real da DFT de 11
pontos utilizando o mesmo computador e mesma ferramenta
computacional (Scilab) que o método em [8]. A Proposicao 2
encontrou um algoritmo na forma CBA com 10 multiplicacdes
em cerca de 3 segundos, enquanto que a técnica apresentada
em [8] gastou cerca de 2 horas para encontrar um algoritmo
com 12 multiplicagdes.

V. CONCLUSOES

Neste trabalho, o problema da decomposi¢do de um con-
junto finito de matrizes por meio de matrizes de posto-1 foi
introduzido. Uma técnica sistematica de solucdo para esse
problema considerando um conjunto de matrizes racionais,
consistindo de um procedimento iterativo em que os postos das
matrizes dadas sdo sistematicamente reduzidos, foi proposta.
Defini¢des e teoremas utilizados para o desenvolvimento da
técnica foram introduzidos. O procedimento apresentou um
melhor desempenho, na busca por algoritmos rapidos para
computa¢do da DFT, do que o apresentado em [8].
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