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Analise de Arranjo Periodico de Nanodipolos Sobre
Plano de Ouro Através da Funcao de Green 3D

André Felipe S. da Cruz, Karlo Q. da Costa e Nadson Welkson P. de Souza

Resumo— Neste trabalho € apresentada a modelagem eletro-
magnética tridimensional de um arranjo periédico planar de
nanodipolos operando em frequéncia optica sobre um plano de
ouro. Os campos eletromagnéticos foram determinados através do
método do potencial magnético, definido por meio da Funcio de
Green Periédica (PGF). Foram realizadas analises paramétricas
de campo proximo e distante, e analises espectrais dos coeficientes
de reflexido e transmissao. A concentracao de luz sobre o plano
de ouro devido a ressonancia plasmoénica superficial é observada.
Para verificar a convergéncia do método, foram gerados resul-
tados graficos da convergéncia de Cauchy das séries da PGF
cossenoidal.

Palavras-Chave— Arranjo planar, Funcio de Green Periédica,
Campos Préximo e Distante, Método Analitico.

Abstract—1In this work is presented the three - dimensional
electromagnetic modeling of a planar periodic array of nan-
odipoles operating at optical frequency upon a gold plane.
The electromagnetic fields were determined by the magnetic
potential method, defined by the Periodic Green Function (PGF).
Parametric analyzes of the near and far field were performed,
as well as spectral analyzes of the reflection and transmission
coefficients. The concentration of light on the gold plane due to
surface plasmon resonance is observed. To verify the convergence
of the method, graphical results of the Cauchy convergence of
the cossenoidal PGF series were generated.

Keywords— Planar Array, Periodic Green Function, Near and
Far Fields, Analytical Method.

I. INTRODUCAO

Nanoantenas, também conhecidas como antenas opticas, sao
estruturas metélicas com dimensdes de poucos nandmetros,
capazes de transmitir, receber, confinar e amplificar a luz [1,2].
Estas caracteristicas possibilitam o controle e a modulacio
da luz, desempenhando assim, o papel principal em muitas
aplicagdes, tais como em sensores [3], microscopia Optica de
alta resolucdo [4], controle e direcionalidade da luz [5], entre
outras.

Nanoparticulas com dimensdes menores que o comprimento
de onda de excitacdo A podem ser equivalentemente modeladas
por nanoantenas do tipo dipolo (nanodipolos) ou por correntes
elementares [6]. Dessa forma, o efeito do acoplamento 6ptico
de um arranjo de nanoparticulas, sobre um substrato e suas
interacdes de campo préximo e distante, podem ser descritas
através da solucdo de um arranjo de nanodipolos [7,8].

Especial atencdo tem sido dada a nanoparticulas posi-
cionadas sobre metais nobres (ouro e prata) [9,10], pois,
quando excitadas, sua re-irradiacdo pode provocar ondas
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plasmonicas de superficie na interface metélica [11] que, por
sua vez, alteram caracteristicas de concentracdo e emissdo de
Iuz do conjunto [5]. Diante disto, diferentes arranjos periddicos
de nanoantenas t€m sido propostos [12,13]. A andlise e
designer destas estruturas sdo, em geral, realizados através
de métodos numéricos, tais como Método dos Elementos
Finitos (FEM) e Método dos Momentos (MOM), entretanto,
a representagdo de arranjos de nanoantenas pode demandar
elevado custo e tempo computacional. Contudo, métodos
analiticos baseados em Funcdes de Green Periddicas (PGF)
no dominio espectral sdo propostos, viabilizando a modelagem
eletromagnética [14].

Neste trabalho, é apresentado o estudo analitico full-wave
tridimensional de um arranjo planar periédico de nanodipolos
hertzianos sobre um plano metalico de ouro. Os campos eletro-
magnéticos foram definidos através do método do potencial
magnético, determinado através da solugdo da equacdo de
Helmbholtz, para isso, utilizou-se o método da transformada
série complexa de Fourier, com condicdes periddicas na coor-
denada xy, e o método da fun¢@o de Green na coordenada z.
Foram realizadas andlises de campo proximo e distante para
um comprimento de onda 632,8nm, e andlises espectrais dos
coeficientes de reflexdo e transmissdo TE e TM. Através de
identidade de Euler, os somatdrios nas séries complexas foram
alterados para reduzir o custo computacional das simulagdes,
e por fim, verificou-se a convergéncia de Cauchy destas séries.

II. MODELAGEM ANALITICA
A. Descrigdo Teorica e Modelagem da Estrutura

A estrutura em andlise € definida por um arranjo peridédico
de nanodipolos hertzianos sobre uma camada de ouro infinita,
conforme Fig. 1:

Fig. 1. Arranjo periédico de nanodipolos sobre camada de ouro.
Considera-se dipolos com comprimento | << A/50 lo-
calizados a uma altura h da interface d, representados por
correntes concentradas J, com momentos de corrente Il
orientados na dire¢do @, definida pelos angulos fixos 0’ e ¢':

Jr, v )=1Iol6(r — r')[cos ¢’ sin 0’ a, +sin ¢’ sin 8’ G, +cos8'a] (1)
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onde r = (z,y,2z) e r' = (0,0,h). Como a estrutura possui
periodicidade bidimensional ao longo do plano xy, podemos
realizar a andlise de campo através de uma célula com largura
2a em x e 2b em y (Fig. 2a). Neste trabalho ambos os meios
sdo considerados nfo magnéticos, sendo o meio 1 (e, 1),
z > d, o espago livre , ¢ o meio 2 (eo,p2) , 2z < d,
caracterizado pela permissividade relativa complexa do ouro
que, no espectro optico, € descrita pelo modelo de Lorentz-
Drude com excelente precisdo [11].

Fig. 2.

(a) Célula de andlise. (b) Regides de andlise V1 e V2.

Para determinar analiticamente os campos elétrico e
magnético, primeiramente foi definido o potencial magnético
em ambos os meios através da solucdo da equagdo difer-
encial vetorial de Helmholtz, ndo homogénea no meio 1, e
homogénea no meio 2 [14]:

—V2A1 + k1?AL = 1]

2
—V3%As + k2?A2 =0 @

A regido de andlise é delimitada por dois volumes V1 e V2,
meio 1 e meio 2, respectivamente, encerrados pelas superficies
fechadas S; = S11 + S12 + S13 + S14 + S15 + S16 € S2 =
Sa1 + Sog + So3 + Sa4 + So5 + Sa6, conforme Fig. 2b.

Note que o campo potencial nas superficies
511,512,513,514,5217522,523,524 deve atender as
condigdes periddicas em (3), e em regides distantes da
fonte, como nas superficies S15 e Ssg, 0 campo potencial
deve atender as condicdes de limite em (4), ou seja, serem
nulos no infinito.

Aay2)ls, =A1-au3) 51z, per(2) 5= ey
A5, Al ~B3) 510, o2 (52 1=t b2,
A7) 52 =Ad = 522, o) sai= 20425
A2 skt ~b s, o) 520 =mt 2 ~b2) s
(3)
Jim Ai(z,y,2)ls;, =0, lim As(z,y,2)ls5s =0 (4)

Na interface z = d formada pelas superficies S5 € Sa5, 0
campo potencial deve atender (5) para que sejam obedecidas
as condi¢des de continuidade dos campos EM tangenciais e
fluxos EM normais.

1 Ago o 1 Az
Aa: z= :Ar z=dy — Y z = — Y z=
2,y2|2=da 1y1]z=d e | i 0s |z=a
1 1 1 1
— Ao|ima=—Az1]2=q, V-Azli=a=——V-Ai]:=a
L2 1 €2 1

(5)
Cada equacdo em (2) produz trés equagdes diferenciais
escalares com a mesma estrutura e condigdes de contorno
idénticas, com excecdo das condi¢cdes na interface z = d,
dito isso, primeiramente determinou-se a solucdo para uma
componente genérica A, excitada pela fonte genérica J, =
Iylf,(0', "), e posteriormente o resultado foi estendido para
as componentes A;, A, e A, no meio 1 e 2.

B. Tensores de Campos Através do Método PGF

Este tépico apresenta os principais passos do formalismo
utilizado na obtencdo das solugdes de (2), com condi¢des
(3) - (5). As equagdes diferenciais genéricas de A, foram
determinadas com o auxilio da Funcdo de Green Periddica
(PGF), com condi¢oes de Neumann e Limite em z, e condi¢oes
periédicas em xy, todas homogéneas e derivadas a partir das
condicdes de contorno dos problemas em A, [14]. O método
baseia-se em utilizar a transformada dupla série complexa
de Fourier para levar o problema tridimensional espacial ao
dominio espectral discreto m e n, retirando a dependéncia
espacial de zy, e entdo resolvendo o problema unidimensional
na varidvel z com constante de propagagdo k., (6), com
Im(k.,) <0, nos meios u =1 e 2.

= JR2 = [mT)[nm
b= b= [ 5] ©
Através da transformada inversa dupla série complexa de

Fourier [14] obtém-se a PGF no dominio espacial zyz (7),
em que os indicies 1 e 2 indicam o meio de andlise.

9172(1'7 r/): Z Z giﬁi(zv Z/)ﬂm (ml)ﬂn(y')um (@)un(y) ()

m=—0o0 Nn=—00

mm

um(z)=¢ a /Va @®)
nm

un(z) = eJTy/\/% ©)

onde u,, (z) e u,(y) sdo as autofungdes préprias do problema
periédico em z e y, com autovalores \,, = (mm/a)? e
An = (nm/b)?. No dominio espectral mn as fun¢des de Green
unidimensionais em z no meio 1 e 2 sdo, respectivamente:

Gn(2,2') = (10)

— —dkz1lz—2'| fjkzl(z+z’—2d>]
2kt [e te

[e—jkzzwz’fz\+€jkzz<z+z'—2d>]

2 A
gmn(z7z)_2jkz2 (11)

Aplicando a identidade de Green ao produto interno entre

a equacdo diferencial escalar de Helmholtz, na componente
genérica A,, e a funcdo de Green nos meios u =1 ¢ 2 (7):

HVP+k2) Avulg") = Avu| — (V2 +E2)g") + T (Avu, g¥) |5, (12)

O operador —V?2, para condi¢des de contorno periddicas,
Neumann e limite, possui propriedades do operador auto-
adjunto [14]. Assim, a solucdo para as componentes genéricas
do campo potencial magnético no meio 1 e 2 sdo obtidas por:
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(2]
v2 */ /_ 8*sz( Ly d)da dy’ (16)

Aplicando as condi¢des de fronteira (5) na interface z = d
e resolvendo o sistema de equacdes formado por (13)-(16),
o campo potencial magnético na forma tensorial é dado por
.

. Ay 0 o

0/ ¢/)Z Z 0 AnwyL 0
m=oon=oo| i[5 | Amr?, —j[SE|Aml, A an)

rmz ny

Xe_'JW{T-FT]

com elementos A;;, sendo a componente i excitada pela
componente j da fonte de corrente linear I(¢’, ¢'), conforme
(18).

10, ¢') =

Nos meios 1 e 2 ,
formadas por:

[cosng sinf' @, + sing’sind'a, + cosd'a (18)

as componentes do tensor (17) sdo

mn© —jmi [e—jkzuz—h\+ RTEe—jkzl(z+h—2d)] (19)
Ty kzl
mn® oy §TEM =ika1(s+h—2d) 20)
zxl,zy
o 1 i _ i .
mnt —j,ulkf [e Jkz1lz h\_,_ RTM g=ikz1(z+h 2d)} Q1)
z1
AT, = s ka2 | rE 1 jkaa(e—d)—kor (h—d)] 22)
w22 pakz1 k2o
Z”é?zy2 _ M2STEM€]'U€22(Z*d>*kzl(h*d)] (23)
mn® . koo | et 1 jlkao(z—d)—kar (h—d)]
zz2 — TJH2 T —e * (24)
kzl kz2

onde os coeficientes de reflexdo e transmissido de Fresnel dos
modos TE e TM sao [16]:

we = [
N ] @)
= e @9

e STEM um coeficiente de acoplamento que relaciona os
coeficientes de transmissdo dos modos TE e TM:
1 | per _q| prEpTM
2k H2E2
Definido o potencial magnético (17), os tensores de campos
magnético e elétrico préximos e distante podem ser facilmente
obtidos através de operacdes diferenciais [15].

TEM _
S

(29)

C. Forma Alternativa da Representacdo Espectral da PGF

A representagdo espectral discreta, nas solugcdes das PGF
em (17), sdo feitas na forma de somatérios duplos de menos
infinito a mais infinito, o que pode demandar um razodvel
custo computacional nas simula¢des. Para reduzir tal custo
é proposto alterar os somatérios utilizando a identidade de
Euler, desde que os termos espectrais nas expressdes de campo
obedecem as seguintes condicdes:

enn(2) = commn(2) = Comn(e) = () (30,
cm,0(2) = c-mo(2),  con(z) =co,-n(z)

As identidades propostas sdo:
—im | —+—
Z Z cmn(2)e bl =

M=—00Nn=—00

i i EmnCmn (2)C0OS [m

X | Cco -
a b Y
m=0n=0
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25 % % e
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b
Z Z EmnCmn(2)

nm mT
77 COoS | —
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onde €,,, ¢ o nimero de Neumann duplo:

1, m=0,n=0

)2 m=0,n%#0
mn =99 m#0,n=0
4 m#0,n#0

III. RESULTADOS

A partir do modelo tedrico desenvolvido, foram preparados
algoritmos computacionais no software Matlab, que permitem
avaliar numericamente os coeficientes de reflexdo e trans-
missdo TE e TM na interface ar/ouro, o campo préximo e o
diagrama de radiagdo de um arranjo de dipolos. Os resultados
dos coeficientes de transmissdo e reflexdo foram coletados no
intervalo A\ entre 450nm e 750nm. Para andlises de campo
préoximo e diagrama de radiagdo foram gerados resultados
graficos em A = 632.8nm, equivalente ao utilizado em
circuitos opticos. No programa desenvolvido foram utilizadas
as séries cossenoidais propostas em (31) - (33), estas foram
truncadas utilizando m = 0 : M en = 0 : N. Por
fim, verificou-se a caracteristica de convergéncia das séries
cossenoidais nas PGF do campo potencial A.

(32)

mx ny] B
(33)

Jon[ 2]

(34)
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A. Coeficientes de Reflexdo e Transmissdo TE e TM

Os modos TE e TM, ou mesmo modos hibridos, podem
ser excitados na estrutura através da orientagdo dos dipolos
sobre o plano de ouro. Os campos radiados pelos dipolos sio
compostos por somas discretas de ondas planas, das quais
a componente espectral fundamental m = n = 0, com
incidéncia normal (onda predominante), é a escolhida para as
andlises graficas dos coeficientes de reflexdo e transmissio
apresentados na Fig. 3.
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Fig. 3. Coeficientes Rrg, tTg, Rrar € trar: (a) Mddulo (b) Fase, com

m=mn=0.

Através da Fig. 3a podemos notar que em amplitude as
ondas refletidas e transmitidas, para incidéncia normal, nos
modos TM e TE sdo iguais. Na Fig. 3b, verifica-se que os
coeficientes de reflexio RTF e RTM estdo defasados de 180°
em todos os comprimentos de onda, estando de acordo com
o esperado para incidéncia normal sobre bons condutores
[15]. Os coeficientes de transmissdo t7F e tTM possuem o
mesmo angulo de defasagem (curva ao centro), indicando que
a transmissdo nos modos TE e TM sempre estdo em fase.

A partir da Fig. 3a, nota-se também que para comprimentos
de onda menores, o ouro perde sua caracteristica de condutor
perfeito, ou seja, hd a presenca da onda transmitida. Na maior
parte do espectro em andlise, a transmissdo é menor que a
reflexdo, com excecdo de uma pequena faixa entre 473.64nm
e 507.89nm, onde a transmissdo se torna ligeiramente maior
que a reflexdo. O pico de transmissdo ocorre no comprimento
de onda A =~ 514.14nm. Os coeficientes de reflexdo efetiva
foram calculados a partir de (25) e (27), e os coeficientes de
transmissdo efetiva foram calculados através das relagdes:

tTM _ |:k2251:| TTM —1_ RTM (35)
k.12

/TE _ |:k22,U/1:| TTE _ 1 _ RTE (36)
kzl,Ur2

B. Campos Elétrico e Magnético Proximos

Foram gerados graficos das componentes £, e H, em trés
células, considerando que os dipolos nos arranjos possuem
comprimento [ << A/50 e estdo localizados no centro da
célula, a uma distancia a = 3\, em x, e b = 3\, em y, das
bordas da célula, posicionados em uma altura h = A/10 da
interface metal/ar em z = d = 0. Todos excitados por uma
corrente normalizada em Iy = 1A.

A Fig. 4 mostra a distribui¢do de campo no plano xy em
z = 0.15) (altura focal) para um arranjo de dipolos horizontais
¢/ =90 e ¢’ = 45). A Fig. 5 mostra a distribui¢do no plano
xz em y = 0 para um arranjo de dipolos verticais (6’ = 0).
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Fig. 4. Componentes de campos no plano zy em z = 0.15)\, polarizacdo
vertical: (a)Re{E.}, (b)Re{Hy}.
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Fig. 5. Componentes de campos no plano zz em y = 0, polarizacdo
horizontal: (a)Re{E.}, (b)Re{Hy}.

Primeiramente, verifica-se que as condi¢des de contorno
periddicas para ambos os campos sdo atendidas. Nas Fig. 4
e Fig.5, os modos predominantes sio, respectivamente, o TE
e o TM. Note, na Fig. 5, o surgimento de ondas plasmonicas
de superficie sobre a camada metélica, justamente devido a
predominancia do modo TM que € exigéncia necessdria ao
surgimento destas ondas [11,17].

C. Diagramas de Radiagdo

Utilizando a definicdo de far-field [15], os diagramas de
radiacdo foram gerados e sdo demonstrados na Fig. 6. O
espagamento entre os dipolos no arranjo é calculado para
a =b=0.25),0.5\ e 1\. Os dipolos sdo posicionados em
h = A/10 e h = A, e orientados na vertical e horizontal.
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Fig. 6. Diagramas de Radiacdo com dipolos orientados na: Vertical: (a)
h = X/10, (b) h = X; Horizontal: (¢c) h = A\/10, (d) h = A

A partir das Fig. 6a e 6b, podemos verificar que quando os
dipolos sdo orientados verticalmente, (6’ = 0), a radiagdo é
concentrada na regido da interface metal/ar. Esta concentrag@o
de ondas € proveniente da excitacdo de ondas SPP, e ¢é
amplificada a medida que aproximamos o arranjo da interface,
confinando a radiacdo nesta regido. No caso das Fig. 6¢ e 6d,
quando os dipolos sdo orientados horizontalmente (8" = 90)
praticamente toda radiacdo é longitudinal e perpendicular ao
arranjo. Os resultados demonstram a capacidade de controle da
intensidade da luz em diferentes dire¢des a partir da mudanga
da distribui¢@o e inclina¢do do arranjo de dipolos.

D. Convergéncia do Método

Nos resultados de campos as séries duplas foram truncadas
em M=N=20 para Fig. 4, M=N=30 para Fig.5, e M=N=50
para Fig.6. As simulacdes foram realizadas com razodvel
custo computacional, contudo, fez-se necessirio verificar a
convergéncia do método e a real necessidade do numero de
termos nas séries. Na Fig. 7 é demonstrada o erro relativo para
a componente A, (0,0, z) em termos do numero de iteragdes
m % n, para trés pontos em Zz.

—>—2z=18um

~N z=0.63um |[]
p=c l z=-0.25um
¥ ] ]
< ¥
z {
o
3 4
©
O J A }A—l
[¢] Pl S 2 N o -

1'J<y:;,h..m2§;f 4 ¥

20 40 60 80 100

Espectro Discreto (m*n)

Fig. 7. Erro relativo da série cossenoidal na componenteA (0, 0, z), onde
z = 1.8um (sobre a fonte), z = 0.63um (préximo a fonte) e z = —0.25um
(abaixo da interface metal/ar).

IV. CONCLUSOES

Neste trabalho, foi apresentada a modelagem eletro-
magnética de um arranjo periddico planar de nanodipolos,
sobre um plano de ouro, através do método da funcdo de
Green periddica, com o principal intuito de propor um mod-
elo que possa ser utilizado na otimizacdo de projetos de
nanodispositivos. A partir dos resultados obtidos podemos
verificar as caracteristicas de campos préximo e radiado. Na
Fig. 7, verificamos que a convergéncia das séries ocorre de
formas diferentes para diferentes pontos no espago, sendo
muito rdpida distante da fonte, e lenta nas proximidades,
principalmente pelo fato do método tentar aproximar uma
fonte delta de Dirac. A utilizacdo da série dupla em termos
de cosseno propicia a reducdo em 4 vezes o numero de
termos em relacdo a série complexa de Fourier convencional.
Contudo, métodos aproximados de aceleragdo da PGF tem
sido propostos cada vez mais na literatura, como o método
de Ewald, decomposi¢do de Kummer, e transformacdes de
Shanks.
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