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Codigos ciclicamente permutaveis derivados de
codigos constaciclicos

José Sampaio de Lemos Neto e Valdemar C. da Rocha Jr.

Resumo— Um coédigo ciclicamente permutavel (codigo CP) é
um codigo de bloco binario cujas palavras-codigo sao ciclica-
mente distintas e possuem ordem ciclica plena. O objetivo deste
artigo é construir cédigos CP por meio de cddigos constaciclicos
lineares p-arios, em que p denota um nimero primo. E utilizado
um método eficiente para selecionar palavras de um cédigo
constaciclico que sao constaciclicamente distintas e que possuem
ordem constaciclica plena. Por intermédio de uma representacao
ciclica para os elementos de GF(p) e por meio de uma relacdo
entre arranjos bidimensionais e N-uplas, as palavras selecionadas
do cédigo constaciclico produzem o diciondrio de um cédigo
CP. Os cédigos ciclicamente permutaveis propostos podem ser
aplicados em sistemas de marca d’agua de audio e/ou de video.

Palavras-Chave— Codigos ciclicamente permutaveis, codigos
constaciclicos, marca d’agua.

Abstract— A cyclically permutable code (CP code) is a binary
code whose codewords are cyclically distinct and have full cyclic
order. The purpose of this paper is to construct CP codes by
means of linear p-ary constacyclic codes, where p denotes a
prime number. An efficient method is used to select codewords
from a constacyclic code which are constacyclically distinct and
have full constacyclic order. Through a cyclic representation
for the elements of GF(p) and by a correspondence of two-
dimensional arrays and N -tuples, the codewords selected produce
the codebook of a CP code. The cyclically permutable codes
proposed can be applied to audio and/or video watermarking
systems.

Keywords— Cyclically permutable codes, constacyclic codes,
watermark.

I. INTRODUCAO

O objetivo deste artigo € apresentar um modo de construir
codigos ciclicamente permutdveis (cédigos CP) por meio de
codigos constaciclicos p-drios [1], [2]. Gilbert [3] definiu um
codigo ciclicamente permutdvel como um cddigo de bloco
bindrio de comprimento N, tal que suas palavras-codigo
tenham ordem ciclica N e tal que elas sejam ciclicamente
distintas.

A construcdo de cédigos CP proposta neste artigo é baseada
no método proposto por A, Gyorfi e Massey [4]. A principal
diferenca entre as duas construcdes estd relacionada a classe
de cédigos utilizada. Em [4] utiliza-se c6digos Reed-Solomon
(RS) p-édrios e neste artigo utiliza-se a classe de cddigos
constaciclicos p-drios. A construcdo proposta neste artigo
apresenta duas vantagens com relacdo aquela proposta em [4].
A primeira delas é uma maior eficiéncia obtida e a segunda
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vantagem € que, enquanto os cdigos CP propostos em [4] sdo
necessariamente de peso constante, os cddigos CP propostos
neste artigo podem ser ou nao de peso constante.

Na Secdo II sdo apresentados alguns conceitos bdsicos
de cddigos constaciclicos. Na Sec@o III e na Secdo IV sdo
abordadas, respectivamente, uma representacdo ciclica para
os elementos de GF(p) por meio de (p — 1)-uplas bindrias
e uma correspondéncia entre arranjos bidimensionais e N-
uplas. Utilizando os resultados da Secdo III e da Segdo IV,
prova-se, na Secdao V, um teorema que estabelece como obter
codigos ciclicos bindrios ndo-lineares por meio de cdédigos
constaciclicos p-drios. Na Secdo VI, o método para selecionar
as palavras de um cé6digo constaciclico que sdo constacicli-
camente distintas e que possuem ordem constaciclica plena
€ apresentado. O método citado, em combinacdo com oS
resultados da Secdo V, possibilita enunciar a constru¢do de
cddigos CP proposta neste artigo. Finalmente, na Sec¢do VII
€ sugerida uma possivel aplicagio dos cddigos ciclicamente
permutadveis aqui construidos, para serem empregados como
cédigos corretores de erro de sistemas de marca d’dgua digital
visando aumentar a resisténcia desses sistemas contra ataques
de corte (clipping attack) [6], [7], [8], [9].

II. CODIGOS CONSTACICLICOS

Seja c(x) = co+crr+eax®+. ..+ c,_12" ! um polindmio
cujos coeficientes pertencem a GF(p), em que p denota um
nimero primo. Multiplicar ¢(z) por x e reduzir o produto
médulo 2™ — a, sendo a um elemento néo-nulo de GF(p),
resulta no polindémio ¢'(z) = ac,_1 + cox + c1x? + ... +
cn_2x™ 1. Diz-se que ¢/(r) corresponde a um deslocamento
constaciclico de ¢(x) para a direita [1].

Denote por C um cédigo de bloco linear p-drio (n, k, d), em
que n, k e d representam, respectivamente, seu comprimento,
sua dimensdo e sua distincia minima de Hamming. Se o
deslocamento constaciclico de qualquer palavra-cédigo de C
resulta em uma palavra desse cédigo, entdo C é denominado de
cddigo constaciclico. Dado um corpo finito GF(p), a escolha
dos pardmetros n, k e do elemento a, a € GF(p), a # 0, para
gerar um cddigo constaciclico ndo € arbitrdria. Em [10] e [11]
demonstram-se algumas possiveis escolhas para os valores
n, k e a que permitem gerar c6digos constaciclicos. Sem
perda de generalidade essencial, daqui por diante os cddigos
constaciclicos discutidos possuem comprimento n =p+ 1, k
¢ um numero par tal que 2 < k < p—1 e a é um elemento
primitivo do grupo multiplicativo de GF(p). Vale destacar que
os resultados apresentados podem ser estendidos para alguns
outros valores de n, k ¢ a de acordo com [11].
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Sendo p um nimero primo, um resultado conhecido [10] é
que as raizes do polindmio z” -1 pertencem a GF(p?)
e a? "' — 1 = [[’Z} (P! — i). Além do mais, sendo
#(.) a fungdo de Euler, as ¢(p? — 1) raizes primitivas de
2?"~1 — 1 pertencem aos bindmios 2P+t — ¢ para os quais
a é um elemento primitivo do grupo multiplicativo de GF(p).
Cada bindmio 2P*! — @ é fatorado em (p + 1)/2 polindmios
minimos de grau 2. Quando a é um elemento primitivo do
grupo multiplicativo de GF(p), [¢(p* —1)]/[2¢(p—1)] desses
polindmios minimos sdo primitivos e de grau 2.

Exemplo 1: Considere p = 13. O polindmio 2% —1 possui
¢(168) = 48 raizes primitivas e é fatorado em 12 polindmios
da forma x'* — a, em que @ # 0 e a € GF(13). Para a €
{2,6,7,11}, 2'* — a possui 6 polindmios primitivos de grau
2 como fatores.

A. Ordem constaciclica das palavras-codigo

Considere um c6digo constaciclico linear p-drio (p+1, k, d)
em que as palavras-cédigo sio reduzidas médulo (zP*! — a).

Definicdo 1: A ordem constaciclica de uma palavra-cédigo
¢ 0 menor niimero inteiro positivo 7 tal que z'c(z) = ¢(x) mod
(xPH1 —a).

Quando o menor valor de i, tal que z'c(x) = c(z) mod
(xP*! —a), é i = p? — 1, diz-se que a palavra-cédigo c(z)
possui ordem constaciclica plena. Considere duas palavras-
cbdigo c1(z) e co(x) pertencentes a um cddigo constaciclico
p-drio C cujas palavras-cédigo sdo reduzidas mod (zP*! —a).

Defini¢do 2: Diz-se que ¢1(x) e co(x) pertencem & mesma
classe de equivaléncia constaciclica se z'c1(x) = ca(z) mod
(zPT! — a) para 0 < i < p? — 1. Se ¢;(x) tem ordem cons-
taciclica igual a j, ent@o a classe de equivaléncia constaciclica
que contém c; () possui j palavras-c6digo, que correspondem
aos deslocamentos constaciclicos de ¢;(z), e a classe de
equivaléncia constaciclica, da qual ¢;(z) agora é denominado
lider, também tem ordem constaciclica igual a j.

Decorre da Defini¢do 2 que a palavra-cédigo toda nula,
denotada por O, constitui uma classe de equivaléncia cons-
taciclica de ordem igual a 1. Além do mais, qualquer palavra-
c6digo pertencente a uma mesma classe de equivaléncia pode
ser definida como lider de sua classe.

I11. REPRESENTACAO CICLICA PARA OS ELEMENTOS DE
GF(p)

O objetivo dessa se¢do € expor uma maneira apropriada
[5] para representar os elementos de GF(p) por intermédio
de N-uplas bindrias. Neste ponto, vale lembrar que a ordem
ciclica de uma N-upla b € o menor nimero inteiro positivo
i para o qual S’(b) = b, em que S’ denota o operador que
desloca ciclicamente de 7 posicdes para a direita uma N-upla
qualquer. Assim, a ordem ciclica de uma N-upla é igual a N
ou igual a um dos seus divisores. Sendo p um nimero primo
tal que p > 3, N = p — 1 € um nimero par e, assim, sempre
existe uma (p — 1)-upla bindria de ordem ciclica igual a 2
que corresponde a (p — 1)-upla de peso igual a (p — 1)/2
cujas coordenadas assumem valores alternados 0 ou 1, isto
é, (1,0,1,0,...,1,0) ou (0,1,0,1,...,0,1). Além do mais,
sempre existe pelo menos uma (p — 1)-upla bindria de ordem

ciclica p — 1 que corresponde a (p — 1)-upla de peso unitério.
Porém, pode haver outras (p — 1)-uplas com ordem ciclica
igual a p — 1, além da que foi citada, e que ndo tenham peso
igual a 1.

Defini¢do 3: Seja v uma (p — 1)-upla bindria cuja ordem
ciclica € igual a p — 1. Define-se a representacdo-V, como
sendo uma representacdo para os elementos de GF(p) por
intermédio de (p— 1)-uplas bindrias tal que os elementos ndo-
nulos a’, i = 0,1,2,...,p—2, sdo representados pelas (p—1)-
uplas bindrias S*(v), em que a é um elemento gerador do
grupo multiplicativo de GF(p). Além disso, o elemento 0 pode
ser representado pela (p — 1)-upla bindria ndo-nula v’ e seus
deslocamentos ciclicos tais que v/ # S¢(v) para 0 < i < p—2.
Em particular, v/ pode ser escolhida como a (p — 1)-upla toda
nula.

Exemplo 2: Seja p = 5, a = 3, v = (1,0,1,0) e
v = (1,1,0,0). Assim, a representacdo-V para GF(5) é
0+ (1,0,1,0) ou 0 < (0,1,0,1), 3° < (1,1,0,0), 3* «
(0,1,1,0), 3% + (0,0,1,1) e 3% + (1,0,0,1).

IV. ARRANJOS BIDIMENSIONAIS E /N-UPLAS

A seguir é descrita uma correspondéncia um-a-um entre
arranjos bidimensionais e N-uplas [5]. Os arranjos bidi-
mensionais considerados sdo semelhantes ao arranjo A da
Equagdo (1), cujos elementos a(; jy, i = {0,1,...,m — 1}
e j={0,1,...,n — 1}, pertencem a um alfabeto arbitrdrio.
A referida correspondéncia € geral no sentido de que nao é
necessario que m e n sejam nimeros primos entre si.

@(0,0) @(0,1) a(0,n-1)
a(1,0) a(1,1) a(1,n—1)

A= . . o ‘ W

A(m—-1,0) G(m-1,1) A(m—1,n—1)

Para m e n inteiros positivos, a relacdo que estabelece uma
correspondéncia um-a-um entre o arranjo A da Equagdo (1)
e N-uplas da forma b = (bg,b1,...,bmn—1), ambos com

elementos pertencentes a um mesmo alfabeto, é dada por
bm.;,_j:a(i’j),Ogigm—le()fjgn—l. 2)
Exemplo 3: O arranjo

ay az ag
A= by by b3
i C2 C3

corresponde, pela relagio dada em (2), a 9-upla b =
(alv a2, as, blv b27 b3a C1,C2, C3)'

Definicdo 4: O operador constaciclico DB atua sobre um
arranjo bidimensional A, produzindo o arranjo A”, da seguinte
forma:

1) o operador DB, inicialmente, desloca ciclicamente todas
as colunas do arranjo A uma posi¢do para a direita
produzindo um novo arranjo A’;

2) depois, o operador DB desloca ciclicamente uma
posicdo para baixo a coluna mais a esquerda do arranjo
A’ produzindo o arranjo A”.
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Exemplo 4: Aplicando o operador DB da Definicdo 4 ao
arranjo A do Exemplo 3 obtém-se

ap az as ag aip a2

A= ay a5 ag | = A= a3 as as |. Q)
a7 ag a9 as ay asg

A 9-upla b’ = (ag,a1,as,as,aq,as,a6,a7,as) é ob-

tida aplicando a relagdo dada na Equacdo (2) ao ar-
ranjo A” do Exemplo 4. Nota-se que b’ corresponde
a um deslocamento ciclico para direita da 9-upla b =
(a1,a2,as,aq,as,a6,a7,as,a9) do Exemplo 3, ou seja,
S(b) = b”. Essa propriedade é explorada no teorema a seguir.
Teorema 1: Considere um conjunto X formado por arranjos
bidimensionais m xn cujos elementos pertencem a um alfabeto
arbitrario. O conjunto X" serd fechado em relacdo a operacdo
realizada por DB se e somente se o conjunto correspondente
de mn-uplas for fechado em relacdo a operacdo realizada por
St

Demonstragcdo: Seja A um arranjo bidimensional perten-
cente ao conjunto X’ e seja b a mn-upla bindria correspon-
dente ao arranjo A de acordo com a Equagdo (2). Seja A” um
arranjo bidimensional tal que DB(A) = A”. A relagdo entre
os elementos dos arranjos A e A” para0 <¢ < m—1 é dada

por
a(i.j)

" o
a@i,0 =

Q(; mod m,j—1 modn)71 <j<n-1Lle 4)
A(;—1 mod m,n—l)vj =0, &)

em que [ mod y denota o resto da divisdo quando [ é dividido
por y. Sendo S(b) = b’, a relagdo entre os elementos das
mn-uplas b e b’ para 0 <i <m — 1 € tal que

2n+j mod mn  — bin+j71 mod mnyo S] <n-— 1. (6)

A mn-upla b” € obtida aplicando-se a relagido dada pela
Equacdo (2) ao arranjo A”. Logo, usando as Equagdes (4)
e (5) e para 0 <7 < m —1 obtém-se

1"
in+j mod mn
1"

in+j mod mn

bi7l+j—1 mod mn» 1 < .7 <n-— ]-7 6(7)
= bin—l mod mmn» .] =0. (8)

Comparando as Equagdes (7) e (8) com a Equacdo (6),
conclui-se que b’ = b” e, assim, S(b) = b”. Portanto, uma
condicao suficiente para o conjunto X ser fechado com relacao
a operacdo realizada por DB € o conjunto de mn-uplas ser
fechado com relagdio 2 operacdo realizada por S?. De maneira
andloga, pode-se mostrar que uma condicdo necessaria para
o conjunto & ser fechado com relacdo a operagdo realizada
por DB € o conjunto de mn-uplas ser fechado em relagdo a
operagio realizada por S°. ]

V. CODIGOS CciCLICOS BINARIOS NAO-LINEARES

Nessa secdo, o intuito € construir cédigos ciclicos binarios
ndo-lineares. Para isto, sdo utilizados os c6digos constaciclicos
lineares p-drios (n,k,d) definidos na Secdo II. Juntamente
com esses codigos, utiliza-se a representacao ciclica definida
para os elementos de GF(p), Secdo III, e a relacdo entre
arranjos bidimensionais e N-uplas, Secdo IV.

A ideia para construir os cddigos ciclicos bindrios ndo-
lineares € descrita a seguir. Primeiro, cada palavra-cédigo

p-dria ¢ = (cp,c1,...,Cn—1), pertencente ao cédigo cons-
taciclico, ¢ mapeada em um arranjo bidimensional cujas colu-
nas sdo as transpostas das (p — 1)-uplas bindrias, dadas pela
representacdo-V, para cada coordenada ¢;, 0 < ¢ < n — 1.
Depois, os arranjos bidimensionais sdo convertidos em N-
uplas bindrias por meio da relacdo dada na Equagdo (2).

Antes de enunciar o Teorema 2, que estabelece o princi-
pal resultado utilizado para gerar cédigos ciclicos bindrios,
vale ressaltar que, na representacdo-V da Definicdo 3, o
elemento 0 é representado por uma (p — 1)-upla v’ e seus
deslocamentos ciclicos, logo uma palavra-cédigo p-dria ¢ =
(co,c1,-..,Cn—1) que tenha uma ou mais coordenadas nulas,
¢, = 0 para 0 < ¢ < n — 1, pode ser associada a mais
de um arranjo bidimensional e, consequentemente, a mais de
uma N-upla bindria. Sendo assim, deve-se ter um cuidado
especial para que as p* palavras do cédigo constaciclico
representem exatamente p* N-uplas bindrias correspondendo
as palavras do codigo ciclico bindrio. Para isto, as palavras
do cédigo constaciclico devem ser separadas em classes de
equivaléncia constaciclica conforme a Definicdo 2. Depois,
seleciona-se arbitrariamente uma palavra-cédigo c para ser
lider de sua respectiva classe de equivaléncia constaciclica e a
ela associa-se um arranjo bidimensional A. Se c possui todas
as coordenadas ndo-nulas, o mapeamento de ¢ para A é um-
a-um e, portanto, ndo hd problemas. Entretanto, se ¢ possui
uma ou mais coordenadas nulas, o mapeamento de c para
A é feito escolhendo-se, inicialmente, uma (p — 1)-upla v’
arbitraria para representar o elemento 0. Os demais arranjos
associados as palavras-codigo, que pertencem a mesma classe
de equivaléncia constaciclica de c, sdo obtidos aplicando-se
o operador constaciclico DB ao arranjo A de modo que a
palavra-cédigo ¢/, correspondente ao i-ésimo deslocamento
constaciclico de c, é representada pelo arranjo bidimensional
Z obtido ao aplicar o operador constaciclico DB ¢ vezes ao
arranjo A. Daqui em diante, faz-se referéncia a esse processo
como geragdo biunivoca de arranjos.

Teorema 2: Seja p um ndmero primo, p > 3, e C um
cdédigo constaciclico linear p-drio de pardmetros (n,k,d).
Considere que cada palavra-cédigo ¢ = (cg,c1,...,Cn—1)
lider de classe de equivaléncia constaciclica determine um
arranjo bidimensional A de modo que a i-ésima coluna de A
seja a transposta de uma (p — 1)-upla bindria que corresponde
a representacdo-V da i-ésima componente de c. Defina b
como sendo a N-upla, com N = (p — 1)n, que corresponde
ao arranjo A por meio da relacdo dada na Equagdo (2).
Além do mais, considere que as demais palavras-c6digo sdo
mapeadas em N-uplas bindrias com o auxilio do processo
de geracdo biunivoca de arranjos. Entio, o conjunto de p*
N-uplas bindrias correspondentes as p* palavras-cédigo de
C formam um cédigo ciclico bindrio de distdncia minima
dmin > dd(v) com igualdade se a representagdo-V de GF(p)
for equidistante.

Demonstragdo: Seja ¢ € C uma palavra-cédigo lider
de classe de equivaléncia constaciclica e seja A o arranjo
bidimensional correspondente a c. Uma vez que C é um
codigo linear constaciclico, deslocar constaciclicamente para
a direita a palavra-c6digo ¢ produz uma palavra-cédigo ¢’ €
C cujo arranjo bidimensional, denotado por A’, é tal que
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DB(A) = A’. Sendo assim, os p* arranjos bidimensionais,
correspondentes as palavras-codigo de C, formam um conjunto
Y fechado em relagdo a operacdo realizada pelo operador DB.
Segue do Teorema 1 que o conjunto de p* N-uplas bindrias
b, com N = (p — 1)n, obtidas ao se aplicar a relacdo dada
pela Equagdo (2) aos arranjos bidimensionais do conjunto ),
¢ um conjunto fechado em relagdo a operagdo realizada pelo
operador S? e, portanto, é um cédigo ciclico binrio.

Para concluir a demonstracdo, resta deduzir o limitante
inferior dado para dp;,. Como o cédigo C tem distincia
minima d, duas palavras-cédigo distintas c¢; e ¢, diferem em d
coordenadas no minimo, isto é, a distdncia de Hamming entre
elas satisfaz d(c1,c) > d. Sendo assim, as N-uplas bindrias
by e bs, correspondendo a c; e cy respectivamente, diferem
em dd(v) coordenadas no minimo, em que d(v) é a distincia
minima da representagio-V. Uma vez que d(ci,c) > d é
satisfeita com igualdade para algumas escolhas de c; e co,
conclui-se que dp;, > dd(v), a qual é satisfeita com igualdade
caso a representacdo-V seja equidistante. ]

V1. CODIGOS CICLICAMENTE PERMUTAVEIS

Um codigo ciclicamente permutdvel (cédigo CP) é um
c6digo de bloco bindrio em que as palavras-codigo possuem
ordem ciclica plena e sdo ciclicamente distintas [3]. A, Gyorfi,
e Massey [4] foram os primeiros a propor uma maneira
geral de construir cédigos CP por meio de cdédigos Reed-
Solomon (RS) p-drios ou por meio de codigos Berlekamp-
Justesen (BJ) [12]. Neste artigo, propde-se a construcdo de
c6digos CP por meio de cédigos constaciclicos ao invés de
codigos RS ou BJ. Enquanto os cdédigos CP propostos em
[4] sdo necessariamente de peso constante, os cddigos CP
propostos neste artigo podem ser de peso constante ou nao.
Seguindo a notagdo usada em [4], CCP(N, M,,d.) denota
um cédigo ciclicamente permutdvel de comprimento N, com
M, palavras-cédigo e distancia minima ciclica d..

O conceito de classe de equivaléncia constaciclica definido
para as palavras de um cédigo constaciclico, Secdo II, pode
ser aplicado de maneira semelhante as palavras de um cédigo
ciclico ou para uma N-upla, em geral. Desta forma, sendo
b uma N-upla p-dria, pode-se definir classe de equivaléncia
ciclica como sendo o conjunto de NN-uplas cujos elementos
correspondem a todos os deslocamentos ciclicos de b. Em
termos do operador S% duas N -uplas, b e b’, pertencem a
mesma classe de equivaléncia ciclica se Si(b) = b’ para
algum valor de ¢, 1 <7 < N — 1. Se b tem ordem ciclica j,
entdo a classe de equivaléncia a qual b pertence tem j N-uplas
e, portanto, esta classe tem ordem ciclica j. Alternativamente,
um cédigo CP pode ser definido como um cédigo de bloco
bindrio tal que suas palavras-cdigo pertencem a diferentes
classes de equivaléncia ciclica cada uma com ordem ciclica
igual ao comprimento das palavras-cédigo.

Segundo A, Gyorfi e Massey [4], para o procedimento de
selecdo das palavras de um cédigo CP a partir das palavras de
um cédigo ciclico bindrio ser qualificado como construgdo, tal
processo deve ser facilmente implementavel. Ainda, segundo
[4], para as construgdes serem consideradas boas, o nimero de
palavras do cédigo CP, dado por M., deve ser o mais proximo
possivel de M /N, em que M e N denotam, respectivamente, o

nimero de palavras do cédigo ciclico bindrio e o comprimento
do cédigo. Além do mais, a distdncia minima d,,;, do cédigo
ciclico bindrio deve ser a maior possivel para os valores de
M e N definidos.

O teorema a seguir estabelece um meio eficiente de se-
lecionar as palavras de um cédigo constaciclico p-ario que
sdo constaciclicamente distintas, possuem ordem constaciclica
plena e que o total de palavras selecionadas aproxima-se do
limitante superior M /N, quando esse c6digo constaciclico
gera um cddigo ciclico binario de acordo com o Teorema 2.

Teorema 3: Seja C um cddigo constaciclico linear p-ario
(p + 1,k,d) com polindmio gerador g(x) e seja s(z) um
polindmio de grau 2 que pertence ao expoente p?> — 1 e é
fator do polindmio de paridade h(z). Além do mais, considere
m(x) um polinémio-mensagem cujo grau é menor ou igual a
k — 3. Entdo, as palavras-cédigo c(x) selecionadas tal que
c(x) = g(x)[1 + s(z)m(z)] tém ordem constaciclica plena e
sdo constaciclicamente distintas.

Demonstragcdo: Se c(x) € C tem ordem constaciclica
plena, entdo o menor valor para o qual ¢ satisfaz

zlc(z) = c(xr) mod zPT —a, ou,

(' —1)e(x) = 0mod 2Pt —a, )

¢ i = p? — 1. Visto que s(z) é um fator de h(z), pode-se
escrever h(z) = a(z)s(x), em que a(x) é fator de h(zx).
Substituindo ¢(x) por g(z)[1 4+ s(z)m(x)] em (9) obtém-se

(@~ Dg(a)[1 + s(x)m(x)] = 0mod gla)h(a)
(' = 1)1+ s(z)m(z)] = 0mod h(x),
0 mod a(z)s(x). (10)

Como mdc[l + s(z)m(x),s(x)] = 1, a Equagdo (10) é
satisfeita se e somente se s(z) tem fator comum com z% — 1.
Porém, por defini¢do, s(x) pertence ao expoente p2 —1. Assim,
o menor valor de ¢ para o qual a Equacdo (10) € satisfeita é
i = p? — 1. Portanto, as palavras-c6digo c(x) selecionadas,
c(x) = g(x)[1 + s(z)m(x)], ttm ordem constaciclica plena.

Para provar que as palavras-codigo sdo constaciclicamente
distintas, considere duas palavras-cédigo, distintas, ¢q(z) =
g(@)[1+s(x)my(z)] e ca(z) = g(x)[1+ s(x)mso(z)]. Suponha
que ¢1(z) e co(x) pertencam & mesma classe de equivaléncia
constaciclica. Ou seja,

zlea(z) = c¢y(x) mod 2P —a,

Y

para algum valor de i tal que 0 < i < p? — 1. Manipulando
algebricamente a Equacdo (11) obtém-se

2t — 14 s(z)[z'ma(z) — my(x)] = 0 mod a(z)s(x). (12)

Para que a Equacdo (12) seja satisfeita, s(x) deve ser fator
de x* — 1. Entretanto, esta condicdo é impossivel, pois s(x)
pertence ao expoente p> — 1 e 0 < i < p? — 1. Assim, a
hipétese de que as palavras-c6digo ¢ (x) e ca(x) pertencem a
mesma classe de equivaléncia constaciclica é falsa e, portanto,
elas sdo constaciclicamente distintas. [ ]

Construgcdo: Seja p um nimero primo, p > 3, n = p + 1
e k um nimero par tal que 2 < k < p — 1. Escolha uma
representacdo-V e um cédigo C constaciclico linear p-drio (p+
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1,k,p—k+2) (MDS). Aplicando o Teorema 2 a cada palavra-
cddigo c(x) selecionada de acordo com o Teorema 3, obtém-se
um CCP(N,M.,d.) com N = p* —1, M, = p*~2 e com
distAncia minima ciclica d. > (p — k + 2)d(v).

Dependendo da escolha das (p — 1)-uplas bindrias v e v/,
na representagdo-V, os cédigos CP da Construgcdo podem ser
de peso constante ou ndo. Se v e v’ sdo escolhidas tal que
w(v) = w(v’), entdo os cédigos CP sdo de peso constante,
caso contrério, i.e., w(v) # w(v’), os cédigos CP nio séo de
peso constante.

De maneira andloga ao que € feito em [4], a eficiéncia
do procedimento utilizado para gerar os cédigos CP da
Construgdo € analisada. As palavras do cédigo CP da
Construgcdo pertencem a um cédigo ciclico bindrio de com-
primento N = p? — 1 e com M = p* palavras-c6digo. Desta
forma, a razdo M/N = p*/(p* — 1) é o limitante superior
para o nimero de palavras que podem ser selecionadas para o
cédigo CP. O procedimento utilizado na Construgdo seleciona
M, = pF~2 e este valor é menor que o limitante superior por
um fator de (p? — 1)/p? que tende ao valor 1 a medida que
o valor de p aumenta. Uma das construcdes de cédigos CP
proposta em [4] utiliza cédigos Reed-Solomon. As palavras
do cédigo CP pertencem a um cédigo bindrio ciclico de
comprimento N = p(p — 1) com M = p* palavras-cédigo.
O procedimento utilizado seleciona M, = pF=2 palavras
para o codigo CP. Logo, o limitante superior € dado por
M/N = p*~1/(p—1) e o total de palavras M, = p*~2 difere
desse limitante por um fator de (p—1)/p. Comparando-se este
fator com o fator (p? — 1)/p?, percebe-se que para qualquer
valor de p, (p?> —1)/p? > (p—1)/p. Portanto, a Construgdo é
mais eficiente do que aquela baseada em codigos RS, proposta
em [4], e também facilmente demonstravel ser mais eficiente
do que a outra constru¢do, baseada em cédigos BJ, também
proposta em [4].

VII. APLICACAO EM SISTEMAS DE MARCA D’ AGUA

De acordo com [9], marca d’dgua digital ¢ uma men-
sagem, também digital, incorporada aos dados hospedeiros,
que, tipicamente, contém informagdes sobre origem, estado
e destino dos dados. Existe uma variedade de situagdes em
que sistemas de marca d’dgua digital sdo usados [7], [9]. Por
exemplo, autenticacdo de dados, transmissdo de informacao
em segundo plano (e.g., legendas em filmes) e, principalmente,
protecdo de direitos autorais. Em geral, a marca d’agua deve
carregar a maior quantidade possivel de informacgdo, deve
ser irremovivel dos dados hospedeiros, imperceptivel para
usudrios ndo autorizados e resistente contra ataques, em que
o termo ataque refere-se a qualquer tentativa de manipular os
dados hospedeiros com o intuito de comprometer, destruir ou
remover a marca d’dgua. Cédigos corretores de erro podem
ser usados em sistemas de marca d’dgua para aumentar a
resisténcia a ataques [6], [7]. Nesses casos, a marca d’dgua
¢é codificada e a palavra-cédigo resultante € incorporada aos
dados hospedeiros. Se a marca d’dgua ao ser recuperada
contiver erros devido, principalmente, aos ataques, ainda é
possivel recuperar a marca d’agua desde que a quantidade de
erros seja menor ou igual a ¢, em que t denota a capacidade
de corre¢do do cddigo corretor de erro utilizado.

Cddigos ciclicamente permutdveis além de aumentarem a
resisténcia contra ataques, como citado anteriormente, sao
tteis devido a propriedade de autosincronismo [13, Cap. 12],
sendo esta uma caracteristica interessante em aplicacdes de
marca d’4dgua que envolvem dados hospedeiros de dudio e/ou
de video. Nessas situagdes, a marca d’agua é espalhada pelos
quadros dos dados hospedeiros como uma maneira simples
de aumentar a resisténcia contra os ataques de corte [7]. Ao
utilizar uma marca d’4gua codificada por meio de um cédigo
CP de comprimento [V, a eficiéncia contra esse tipo de ataque
pode ser melhorada, pois a marca d’dgua pode ser recuperada
diretamente de qualquer sequéncia de N quadros consecutivos,
sem a necessidade de recuperar o sincronismo, pois o resultado
obtido ou € a propria palavra-cédigo ou um de seus N — 1
deslocamentos ciclicos.

VIII. CONCLUSOES

Este artigo mostrou um meio de construir cédigos ciclica-
mente permutdveis por meio de cddigos constaciclicos p-arios.
Comparando com a constru¢do proposta em [4], que utiliza
c6digos Reed-Solomon p-drios, a construgdo proposta neste
artigo € mais eficiente. Outra vantagem é que os codigos CP
propostos ndo sdo necessariamente de peso constante como
ocorre em [4]. Além do mais, a constru¢do de cédigos CP
apresentada oferece um maior leque de opgdes para aplicacdes
em sistemas de marca d’agua digital.
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