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Sistemas de Comunica¢dao Digital Baseados no
Atrator Caotico de Lorenz

Carlos E. C. Souza, Daniel P. B. Chaves e Cecilio Pimentel

Resumo— Este trabalho propde uma metodologia para cons-
trucao de sistemas de comunicac¢io baseados na topologia do atra-
tor cadtico de Lorenz. Sua implementacio é baseada na relagio
entre o fluxo caético gerado pelas equacdes que definem o sistema
e um diagrama de estados, construido a partir de uma secio de
Poincaré. E definido um mapeamento entre sequéncias binarias e
transices entre estados do diagrama, realizadas por segmentos
de curvas que conectam sub-regides da secio de Poincaré. Os
sinais siio transmitidos em um canal com ruido aditivo Gaussiano
branco. E demonstrado que sistemas de comunicacio baseados
no atrator de Lorenz possuem desempenho superior aos sistemas
projetados com o atrator de Rossler.

Palavras-Chave— Comunicacio cadtica, topologia de sistemas
dindmicos caédticos, dinAmica simbélica, controle de caos, pro-
babilidade de erro.

Abstract— In this work we propose a methodology to design
communication systems based on the topology of chaotic at-
tractors. This methodology is based on the connection between
the chaotic flux generated by the system equations and a state
diagram, defined by a Poincar¢ section. We define a map between
binary sequences and transitions on the diagram state. These
transitions are performed by chaotic curves that connect subre-
gions of the Poincaré section. The chaotic signals are transmitted
over a additive white Gaussian noise channel. We demonstrate
that chaotic communication systems based on Lorenz attractor
have superior performance than communication systems based
on Rossler attractor.

Keywords— Chaos based communications, topology of chaotic
dynamical systems, symbolic dynamics, chaos control, error
probability.

I. INTRODUCAO

Sistemas dinadmicos cadticos tém sido frequentemente utili-
zados no projeto de sistemas de comunicagcdo baseados em
caos [1], [2]. Uma classe particular de sistema dindmicos
cadticos é constituida por atratores cadticos tridimensionais,
que s@o objetos formados pelas curvas solugdo do sistema
dindmico e possuem organiza¢do estrutural fractal [3]. Atra-
tores cadticos podem ser classificados de acordo com as
suas caracteristicas topoldgicas [4], e as trajetdrias cadticas
vinculadas a estas caracteristicas podem ser empregadas como
formas de onda em sistemas de comunicacdo digital.

O interesse no desenvolvimento de sistemas de comunicagdo
baseados em caos € devido a caracteristicas que sdo inerentes a
sistemas dindmicos cadticos, tais como descorrelagdo, compor-
tamento ndo periddico e espectro banda larga [3]. Os circuitos
utilizados para gerar o comportamento cadtico possuem fécil
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implementacdo e boa eficiéncia energética, sendo potenciais
candidatos para aplicacdes em comunicagdes. Neste caso, a
modulacdo de sinais cadticos geralmente € feita por controle
de caos [5], [6] ou sincronismo de osciladores cadticos [7],
[8]. Sinais caéticos também sdo amplamente utilizados em
sistemas com espalhamento espectral [9], [10].

Uma metodologia para projetar sistemas de comunicacdo
baseada na topologia de atratores cadticos foi desenvolvida
pelos autores [11]. Esta consiste em relacionar a topologia
do atrator cadtico a um diagrama de estados, e a transmissao
de sequéncias bindrias € feita pelo mapeamento de bits de
informacdo em transi¢des entre os estados do diagrama, que
representam segmentos de curvas no atrator. A topologia do
atrator impde restri¢des nas transi¢des do diagrama, indicando
uma estrutura de modulagdo codificada. No referido trabalho,
mostra-se um estudo de caso para o atrator de Rossler, e
detalham-se procedimentos para melhorar o desempenho do
sistema de comunicacao.

No presente trabalho, utilizamos a metodologia proposta
em [11] para projetar sistemas de comunicac¢do baseados no
atrator cadtico de Lorenz. Apresentamos um novo procedi-
mento, que se mostra vantajoso na topologia deste atrator,
indicando uma relag@o entre a topologia e o desempenho do
sistema. Para demonstrar a viabilidade da proposta, imple-
mentamos o sistema via simulagdo computacional. Os sinais
cadticos gerados pelo atrator de Lorenz sdo transmitidos
através de um canal com ruido aditivo Gaussiano branco
(AWGN, additive white Gaussian noise) e a sequéncia bindria
transmitida € estimada no decodificador pelo algoritmo de
Viterbi. O desempenho do sistema é avaliado em termos da
probabilidade de erro de bit.

Este trabalho é dividido em 6 secOes. Na segunda secdo, é
feita uma breve introdug@o a topologia de atratores cadticos,
necessaria para o entendimento da metodologia proposta. Na
terceira se¢do define-se o atrator de Lorenz e detalham-se
os procedimentos necessarios a implementagdo do sistema de
comunicacdo. A quarta se¢do detalha as etapas do sistema de
comunicagdo. A quinta secao mostra a andlise de desempenho
em um canal AWGN. Por fim, na sexta secdo, sdo feitas as
consideracdes finais.

II. DESCRICAO TOPOLOGICA DE ATRATORES CAOTICOS

Atratores cadticos sdo objetos geométricos constituidos por
trajetrias definidas pelas solucdes de sistemas dindmicos
cadticos, representadas no espago de fase. Apesar da geometria
complexa, de estrutura fractal, a organizagdo topoldgica das
trajetorias € simples e deriva de dois mecanismos basicos que
geram o comportamento cadtico: o mecanismo de expansao,
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Fig. 1.
com particionamento bindrio (esquerda) e quaterndrio (direita).

Atrator de Lorenz em proje¢do no plano zz e sua se¢do de Poincaré

associado a sensibilidade as condi¢des iniciais e o mecanismo
de contracdo, associado ao comportamento recorrente [4].
Qualquer segmento de curva no atrator obedece a estes vin-
culos, que definem a topologia do atrator, da qual se deriva o
comportamento das trajetdrias na sua evolu¢do dinamica.

A evolugdo dindmica de um atrator cadtico /V-dimensional
pode ser descrita por sucessivos cruzamentos das curvas solu-
¢do do sistema com uma superficie (N — 1)-dimensional, de-
nominada secdo de Poincaré. No caso de atratores tridimensio-
nais, uma sec¢do de Poincaré é uma superficie bidimensional tal
que o fluxo cadtico a atravessa a cada revolugdo. A andlise dos
sucessivos cruzamentos do fluxo cadtico na secdo de Poincaré
associa o sistema dindmico continuo no tempo a um sistema
discreto, reduzindo a dimensao do sistema de N para N — 1.
Além disso, permite a definicdo de particionamentos aos quais
se pode definir uma dindmica simbdlica [12], definindo uma
codificagdo das orbitas. A dinamica simbdlica das érbitas pode
ser utilizada para classificd-las e se relaciona com processos
de transmissdo de sequéncias bindrias de informacgdo. Antes de
detalhar estes processos, vamos introduzir o atrator de Lorenz
e analisar as suas caracteristicas topoldgicas.

III. O ATRATOR DE LORENZ: SECAO DE POINCARE E
CURVAS TIPICAS

A. O Atrator Cadtico de Lorenz

O atrator de Lorenz é definido pelo sistema de equagdes
diferenciais ordinarias [13]

i(t) o(y(t) —x(t))

y(t) = x(t)(p—=2(t) —y(t) (1

At) = x(t)y(t) — (1),
em que o, p ¢ [ sdo os pardmetros de controle do sistema.
Existem varios conjuntos de valores para os quais o sistema
de Lorenz apresenta comportamento caético. Em particular,
neste trabalho, utiliza-se os valores ¢ = 10, p = 28 e
B = 8/3[13]. O projeto de sistemas de comunicacéo baseados
em atratores cadticos requer, inicialmente, a defini¢do de uma
secdo de Poincaré conveniente. A préxima subsecdo discute a
construcdo de uma secio da Poincaré para o atrator de Lorenz.

B. Segdo de Poincaré: Construgdo e Particionamento

O atrator de Lorenz possui comportamento caracterizado
por mudancas no sentido de rotagdo. Analisado em projecdo no

plano xz, por exemplo, o fluxo cadtico alterna entre a regido
positiva e negativa em relacdo a coordenada z. Quando na
regido negativa, o fluxo gira em sentido hordrio, enquanto ao
passar a regido positiva, o fluxo gira em sentido anti-horério.

Uma secdo de Poincaré para o atrator de Lorenz comumente
utilizada na literatura € composta de duas partes, de forma que
o fluxo cadtico as intercepta ao girar em ambos os sentidos.
Para construir as duas partes da secdo de Poincaré, utiliza-se
dois semiplanos paralelos ao plano xy nas regides positiva
e negativa, em relagdo a coordenada z, e localizados em
z = 27 [14]. Para a transmissdo de sequéncias bindrias, €
necessdrio definir um particionamento em duas sub-regides,
uma associada ao bit 0 e a outra ao bit 1 [15].

Nossa proposta € refinar o particionamento bindrio, introdu-
zindo um particionamento em quatro regides, € mapear bits de
informacdo em segmentos de trajetdrias cadticas que conectam
as sub-regides da se¢do de Poincaré. A Fig. 1 mostra o atrator
de Lorenz, em projecdo no plano xz, e sua respectiva secio
de Poincaré, com o particionamento bindrio e quaterndrio.

O particionamento quaterndrio € definido pela cisdo da sub-
regido A em duas sub-regides A e B, e analogamente, pela
cisdo da sub-regido B em duas sub-regides C' e D. Os pontos
de cisdo sdo encontrados experimentalmente, e dividem as
sub-regides bindrias nos pontos onde ocorre a mudancga dos
dois comportamentos possiveis: incidir em um semiplano e
reincidir no mesmo semiplano no préximo cruzamento, ou
mudar de um semiplano para o outro na préxima intersec¢ao.
O refinamento do particionamento bindrio introduz restri¢cdes
nas transi¢des, decorrentes dos vinculos dindmicos da topolo-
gia do atrator. Na sequéncia, vamos caracterizar as curvas de
transi¢do entre sub-regides.

C. Curvas Tipicas de Transi¢oes

No projeto de sistemas de comunicac¢do baseados na topo-
logia de atratores cadticos, as formas de onda cadticas que
transmitem os bits de informag¢do sdo as curvas de transicao
entre sub-regides da secdo de Poincaré, isto é, segmentos
de trajetérias do fluxo cadtico conectando as respectivas
sub-regides. Definindo o alfabeto A = {A, B,C, D}, cada
sub-regido é denominada por um simbolo distinto s € A.
Desta forma, uma curva de transi¢do entre duas sub-regides
¢ identificada pela sequéncia sis;, em que s1,S2 € A
Para representar cada uma das transi¢cdes, é definida uma
curva representativa da transi¢do, que denominamos de curva
tipica. A curva tipica de uma transicdo é gerada a partir da
média entre vdrias curvas geradas na sub-regido associada a
respectiva transi¢do. Curvas geradas na mesma sub-regifio sdo
pequenas variacdes da curva tipica, sendo menor esta variagdo
quando a sub-regido tem menor extensao.

O intervalo de tempo entre dois cruzamentos sucessivos na
secdo de Poincaré ndao é constante em atratores cadticos, de-
vido a aperiodicidade do comportamento cadtico. Idealmente,
um sistema de comunica¢do deve ter tempo de sinalizacdo
constante, necessdrio para a sincronizacio de relégio do demo-
dulador. Para solucionar este problema, definimos a varidvel
angular 6, que representa o angulo formado entre o vetor
definido pela secdo de Poincaré e o vetor obtido conectando
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Fig. 2. Curvas tipicas das transicdes do atrator de Lorenz em proje¢do no

plano xz com particionamento bindrio. Também sao mostrados os angulos 61
e 02, utilizados para definir a amostragem angular.
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Fig. 3. Curvas tipicas das transicdes no atrator de Lorenz em proje¢do no
plano xz com particionamento quaterndrio.

o extremo da secdo mais préximo da origem com um ponto
da trajetéria cadtica, em projecdo no plano xz. Desta forma,
uma curva do atrator passa a ser discretizada pela varidvel
angular 6, com uma taxa de amostragem angular constante.
Portanto, cada curva de transicdo possui um ndmero fixo de
amostras angulares. Para indicar a dependéncia do angulo para
a amostragem angular, representamos as varidveis que definem
as curvas de transi¢do por x = x(6), y = y(0) e z = z(0).
Como no atrator de Lorenz a se¢do de Poincaré € dividida em
duas regides, definimos o angulo #; quando z(f) < 0 e 65
quando z(f) > 0. A Fig. 2 mostra as curvas tipicas no atrator
de Lorenz quando o particionamento € bindrio e os pontos
definidos pela amostragem angular. Também sdo mostrados os
dois angulos ; e 6. A Fig. 3 mostra as curvas tipicas quando
o particionamento € quaterndrio. Este procedimento garante
periodicidade ao sistema em relagdo a varidvel angular 6, com
periodo 27, ou seja, Af = |Aby|+|Af2| = 27, em que Af é a
variagdo angular durante a transicdo, para qualquer transicdo.
A préxima secdo descreve as etapas necessdrias para projetar
o sistema de comunicacio baseado na topologia do atrator de
Lorenz.

IV. PROJETO DO SISTEMA DE COMUNICACAO
A. Diagrama de Estados

As sub-regides da secdo de Poincaré podem ser associadas
a estados em uma mdquina de estados finitos, ou diagrama
de estados. As transicdes entre os estados sdo representacdes

Fig. 4. Diagrama de estados do atrator de Lorenz para o particionamento bi-
nério (esquerda) e quaterndrio (direita). As rotulagdes dos diagramas também
sdo mostradas.

dos segmentos de curvas do fluxo cadtico que conectam as
respectivas sub-regides da secdo de Poincaré. A evolugdo
dindmica do atrator cadtico define sucessivos cruzamentos na
secdo de Poincaré, que geram sequéncias simbdlicas S =
{s0,81,82...}, s; € A, i € N. Uma sequéncia simbdlica
S corresponde a uma sequéncia de visitagdo de estados do
diagrama, que obedece as restricdes entre as transi¢des na
secdo de Poincaré, impostas pelas caracteristicas topoldgicas
do fluxo cadtico.

No caso do particionamento quaterndrio, a topologia do
fluxo cadtico impde restri¢gdes de transicdes no diagrama de
estados. Pode-se ver na Fig. 3 que a partir de uma determi-
nada sub-regido existem apenas duas transi¢des possiveis. Por
exemplo, partindo do estado A, as transicdes AC' e AD sdo
as Unicas possiveis. Ao contrdrio do caso quaterndrio, o parti-
cionamento bindrio permite qualquer transicdo, nao havendo,
portanto, restricdo de transicdes, como mostra a Fig. 2. A
Fig. 4 mostra o diagrama de estados bindrio e quaterndrio, com
suas respectivas transicdes. A rotulacdo do diagrama também
é mostrada na Fig. 4. Pode-se transmitir qualquer sequéncia
bindria, pois cada estado possui duas transi¢cdes, associadas
aos bits 0 e 1. Para que ocorra a transi¢do correspondente aos
bits de informacdo 0 e 1, faz-se uso de controle de caos, para
que o fluxo caético seja direcionado ao intervalo da sub-regido
que induz a transi¢do requerida [5].

B. Formas de Onda Cadoticas

As formas de onda transmitidas em cada transicdo de
estados s@o os sinais gerados pelas varidveis do sistema. Pode-
se utilizar o sinal gerado por qualquer varidvel do sistema,
x(0), y(0) ou z(f). Neste trabalho, utiliza-se o sinal z(f)
associado a transicdo desejada. Por exemplo, no caso bindrio,
se o sistema se encontra no estado B e deseja-se trasmitir o bit
1, o controle de caos induz a trajetdria a realizar a transicao
BA (como indicado no diagrama da Fig 4). A Fig. 5 mostra
as formas de onda cadticas x(f) para as transi¢des indicadas
no respectivo diagrama de estados.

No caso do particionamento quaterndrio, existem 8 transi-
¢des possiveis, cujas formas de onda associadas estdo ilustra-
das na Fig. 6. Analisando as formas de onda cadticas, observa-
se que curvas distintas que partem de um mesmo estado sdo
relativamente préximas entre si, o que indica que este sistema
ndo é adequado para transmissdo em um canal ruidoso. A
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Fig. 5. Sinais cadticos () das curvas tipicas geradas pelo atrator de Lorenz
com particionamento bindrio.

solucdo apresentada em [11] consiste em inverter as formas de
onda associadas ao bit O (isto €, a curva original é multiplicada
por —1), formando um grupo de curvas invertidas e outro
de curvas ndo invertidas. Este procedimento gera dois grupos
aproximadamente antipodais, tal que a distancia Euclidiana
entre curvas de grupos diferentes seja a maxima possivel
sem alterar suas energias. Ao se aplicar esta estratégia ao
atrator de Lorenz, verifica-se experimentalmente que a maior
separacdo entre as curvas € obtida com inversdo de apenas
duas curvas associadas ao bit 0 (AD e DB). Portanto, para a
melhoria do desempenho deste sistema, novas formas de onda
associadas ao atrator devem ser associadas as transicdes de
estados, indicando uma relacdo entre a topologia do atrator e
o projeto do sistema.

Nossa proposta para produzir um conjunto de curvas com
boas propriedades de distancia € introduzir uma nova varidvel,
a qual denominamos p = p(@), definida por

p(0) = V()2 +y(6)? + 2(6)2. 2
As formas de onda associadas as transi¢des do diagrama
agora sdo os sinais cadticos gerados por p(f), ilustradas na
Fig. 7. Implementando a inversdo nas curvas que transmitem
o bit 0, consegue-se dois grupos de curvas aproximadamente
antipodais, garantindo, assim, uma boa separacdo entre curvas
de grupos distintos. Assim, para se transmitir o bit 1, o
sinal enviado é p(f) e para se transmitir o bit 0, envia-se
—p(0), com a transi¢do escolhida de acordo com o estado no
qual o sistema se encontra. Como existem quatro transi¢des
associadas ao bit 0 e quatro transi¢des associadas ao bit 1,
com restricdes entre transi¢des derivadas da topologia do fluxo
cadtico, pode-se interpretar este sistema como um sistema
de modulacdo codificada. Na andlise de desempenho a ser
realizada na préxima secdo, utilizaremos as varidveis x(6)
e p(0) com particionamento bindrio e quaterndrio, com as
inversdes associadas ao bit O descritas nesta secdo.

C. O Sistema de Comunicagdo

O sistema de comunicacdo considerado neste trabalho é
apresentado na Fig. 8. A seguir, descrevemos cada bloco desta
figura.

1) Fonte do Sinal Cadtico: O atrator de Lorenz € a fonte
de sinal do sistema. Analisaremos o sistema com o sinal z(f)
e com o sinal p(6).

15¢ 1 — AC
. é\ |
5fF E BA
— BB
0

x(0) e

_5F - 1
~10F 1 — CD
_15,\/ ] — DA
. . . . . . DD
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Fig. 6. Sinais cadticos z:(0) das curvas tipicas geradas pelo atrator de Lorenz
com particionamento quaterndrio.
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Fig. 7. Sinais cadticos p(6) das curvas tipicas geradas pelo atrator de Lorenz
com particionamento quaterndrio.

2

2) Controle de Caos: O bloco de controle € acoplado
a fonte do sinal cadtico e recebe a sequéncia bindria de
informacdo que deve ser transmitida. Este bloco induz as
transicdes, direcionando as trajetdrias cadticas para os res-
pectivos intervalos dentro das sub-regides [5]. Por exemplo,
considerando o sistema quaterndrio da Fig. 4, se a trajetdria
incide na sub-regido A e o bit de informagdo é o bit 0, o
sistema deve direcionar a trajetdria para o intervalo dentro da
sub-regido A que realiza a transi¢do AD, associada ao bit 0.
Quando a trajetdria incide no intervalo desejado da sub-regido,
nenhum controle € aplicado.

3) Modulador Bipolar: O bloco de modulagdo bipolar
transmite as amostras angulares geradas pelo sinal caético x(6)
ou p(f), com 0 < 6 < 2w, a cada tempo de sinalizag@o.
A cada intervalo fixo de tempo, o sinal s(¢) transmite as
amostras angulares das curvas de transicio, obtidas da varidvel
x(0) ou p(0). Este bloco também recebe a sequéncia bindria
de informagdo, e tem a funcdo de inverter os sinais cadticos
associados ao bit 0.

4) Canal: O sinal s(t) é transmitido em um canal AWGN.
O ruido n(t) é somado ao sinal s(t) e o receptor recebe o
sinal 7(t) = s(t) + n(t).

5) Decodificador: O decodificador recebe o sinal ruidoso
r(t) e estima a sequéncia bindria transmitida utilizando o
algoritmo de Viterbi, com incremento de métrica dado pela
distancia Euclidiana. Para a sincronizacdo correta, a cada
tempo de sinalizacdo o receptor recebe o sinal associado a
um segmento de curva com periodo angular 2.
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Fig. 8. Diagrama de blocos do sistema de comunicagao.

Agora que o sistema de comunica¢do baseado na topologia
do atrator de Lorenz foi detalhado, passemos a andlise do seu
desempenho.

V. ANALISE DE DESEMPENHO

Nesta secdo € feita a andlise do desempenho obtido para
os sistemas de comunicagdo baseados no atrator de Lorenz. A
Fig. 9 mostra as curvas da probabilidade de erro de bit (BER,
bit error rate) em funcdo da relagdo sinal ruido (SNR, signal
to noise ratio). As curvas de desempenho do sistema bindrio
sdao pontilhadas.

Para o particionamento bindrio, hd um ganho de aproxima-
damente 0,6 dB quando se utiliza o sinal p(f) em relagdo
ao obtido com z(f) para um valor de BER de 1075 O
desempenho quando se utiliza o sinal p(f) é coincidente
ao de um sistema BPSK, o qual incluimos para efeito de
comparagdo. No caso do particionamento quaterndrio, a curva
com sinaliza¢do z(6) (com inversdo em AD e DB) apresenta
um ganho de aproximadamente 0,2 dB em comparacdo ao
desempenho obtido com o sistema de dois estados, também
com sinalizagdo x(6). A sinalizagdo p(f) possui um ganho
de aproximadamente 1,6 dB em relacdo ao obtido com o sinal
x(0), e 1,2 dB em relacdo a um sistema BPSK. O refinamento
do particionamento induz restricdes nas transi¢cdes, resultando
em melhor desempenho em relacdo ao sistema bindrio, que nao
possui restricdes. Além disso, o sistema Lorenz quaterndrio
tem desempenho melhor que o sistema apresentado em [11],
que utiliza o atrator de Rossler.

VI. CONCLUSOES

Neste trabalho, apresentamos uma metodologia para o pro-
jeto e implementacdo de sistemas de comunica¢do baseados
no atrator cadtico de Lorenz. Mostramos como associar a
evolucdo dindmica do atrator a um diagrama de estados
e mapear bits de informagdo em curvas caracteristicas das
transi¢des entre estados do diagrama. Detalhamos as etapas
e procedimentos necessarios para a implementagdo do sistema
e avaliamos o seu desempenho em relacdo a probabilidade de
erro de bit.

Atratores cadticos sdo potenciais candidatos para construcao
de sistemas de comunicagdo baseados em caos. A metodologia

0.010

0.001 F
ES 1074
[as]

1075 ¢

1078

SNR (dB)

Fig. 9. BER versus SNR do sistema de comunicagdo baseado na topologia
do atrator caético de Lorenz com particionamento bindrio e quaterndrio. As
curvas do sistema bindrio sdo mostradas em pontilhado.

desenvolvida neste trabalho, baseada na topologia do atrator
de Lorenz, indica que o projeto do sistema de comunicacio
estd relacionado & topologia do atrator. Apresentamos um
novo procedimento para obtencdo de ganho de desempenho,
mostrando que a modulagdo baseada na topologia do caos
possui flexibilidade para otimizacdo de desempenho, com o
custo de maior complexidade do sistema, apresentando um
interessante compromisso entre desempenho e complexidade.
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