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Resumo— Algoritmos adaptativos devem idealmente apresen-
tar uma alta taxa de convergéncia, um bom desempenho em
regime permanente e um baixo custo computacional. Poucos
algoritmos conseguem atender simultaneamente a estes requi-
sitos. Este artigo propde um problema de otimizacido local e
deterministico cuja soluciio da origem a um algoritmo adaptativo
que apresenta uma maior taxa de convergéncia na identificaciao
de sistemas esparsos, devido ao concurso da técnica de adaptacio
proporcional. Ademais, uma menor complexidade computacional
é angariada pela selecio de dados (ensejada pela técnica Set-
Membership), a qual evita atualizacées quando o sinal de entrada
nao disponibiliza uma quantidade de informacio considerada
relevante. Por fim, a adociio do reiiso de coeficientes permite obter
um bom desempenho de identificacio em regime permanente,
notadamente em cendrios de baixa SNR.

Palavras-Chave— Filtragem Adaptativa, Adaptacio Propor-
cional, Retiso de Coeficientes, Set-Membership.

Abstract— Adaptive algorithms should ideally present a high
convergence rate, a good steady state performance, and a low
computational cost. Few algorithms can simultaneously meet
these requirements. This paper proposes a local and deterministic
optimization problem whose solution gives rise to an adaptive
algorithm that presents a higher convergence rate in the identi-
fication of sparse systems due to the proportionate adaptation
technique. In addition, a lower computational complexity is
raised by the selection of data (obtained by the Set-Membership
technique), which avoids updates when the input signal does not
provide an amount of information considered relevant. Finally,
the adoption of the reuse of coefficients allows to obtain a good
performance of identification in steady-state conditions, notably
in low SNR scenarios.

Keywords— Adaptive Filtering, Proportionate Adaptation, Co-
efficients Reuse, Set-Membership.

I. INTRODUCAO

O advento das técnicas de processamento digital de sinais
permitiu a implementagdo de algoritmos de filtragem adap-
tativa os mais diversos, capazes de responder a exigentes
requisitos de diversas aplicacdes desafiadoras, tais como can-
celamento de eco acustico, equalizacdo, predicdo, reducdo de
interferéncias e identificacdo de sistemas [1], sendo esta tltima
o foco deste artigo.

1Coordenagio de Telecomunicagdes, CEFET-RJ campus Maracand, Rio de
Janeiro-RJ, Brasil. 2Programa de Engenharia Elétrica (PEE), COPPE/UFRJ,
Rio de Janeiro-RJ, Brasil. 3Instituto Federal do Rio de Janeiro. ¢ Co-
ordenacdo de Engenharia de Computagdo, CEFET-RJ campus Petrépolis,
Petrépolis-RJ, Brasil. > Coordenagio de Telecomunicagdes, CEFET-RJ cam-
pus Nova Iguacu, Nova Iguacu, Brasil. E-mails: rodrigo.pimenta@cefet-
1j.br, leonardo.resende @iftj.edu.br, diego @pads.uftj.br, mariane @pads.ufrj.br,
newton.siqueira@cefet-rj.br.

2,5

Seja w® € RY um vetor' que contenha os coeficientes de
uma fungdo de transferéncia a identificar, a cuja saida d(k)
temos acesso, a menos de um ruido de medig¢do imprevisivel
v(k):

d(k) = 2" (k)w’ + v(k), (1)

onde x(k) € RY é um vetor que coleta N amostras consecu-
tivas do sinal z(k), de sorte que (1) reflete, a menos do ruido
v(k), uma filtragem empreendida por uma estrutura transversal
[2].

Comumente, algoritmos de filtragem adaptativa, tendo
acesso ao par de informagdes {x(k), d(k)}, implementam uma
atualizagdo recursiva do vetor adaptativo w(k), de modo que
w(k) € RN se aproxime? cada vez mais de w®. As equagdes
de atualizacdo destes algoritmos ndo raro se valem do erro

=y(k)
e(k) = d(k) —y(k) = d(k) —w (k)z(k), 2

o qual, refletindo a discrepancia entre a saida do filtro y(k)
e o sinal de referéncia d(k), fornece uma indicagdo sobre
0 qudo longe o filtro encontra-se de seu estado ideal. A
Fig. 1 apresenta o diagrama de blocos de um algoritmo de
identificag¢do de sistemas.

Fig. 1. Diagrama em blocos da estrutura de um algoritmo de filtragem
adaptativa aplicado a identificacdo de sistemas.

Este artigo estrutura-se do seguinte modo: na Sec¢do II, os
algoritmos classicos de filtragem adaptativa sdo apresentados.
A Secdo III descreve sucintamente alguns algoritmos cujas
propriedades serdo aproveitadas no algoritmo proposto, cuja
derivacdo se dd na Secdo IV. Por fim, a Secdo V (de resul-
tados) precede a Secdo VI, que contempla as conclusdes do
artigo.

Neste artigo, todos os vetores sio do tipo coluna.
2Doravante suporemos que o comprimento de w(k) equivale ao de w?.
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II. ALGORITMOS CLASSICOS

O primeiro algoritmo da familia € o LMS (Least-Mean
Squares [3]) nascido em 1960 pela pesquisa de Bernard
Widrow e seu aluno Marcian E. Hoff [4]. A regra de apren-
dizado de Widrow-Hoff foi introduzida em conjunto com a
rede linear Adaline (Adaptive Linear Neuron) e € similar a do
Perceptron [4], mas com a habilidade de permitir saidas nao
limitadas somente a zeros e uns. A equacdo de atualizacdo do
LMS, descrita por

w(k +1) = w(k) + fx(k)e(k), 3)

implica uma baixa complexidade computacional do algoritmo,
o qual entretanto apresenta algumas desvantagens, dentre as
quais um limite superior (que evita o fendmeno da divergéncia)
para o fator de aprendizagem [ extremamente dependente das
propriedades estatisticas do sinal de entrada x(k) [1].

O algoritmo NLMS (Normalized Least-Mean Squares) (4)
¢ uma variacdo do algoritmo LMS que implementa uma
normaliza¢do pela energia do vetor de entrada que, pode-
se demonstrar, garante a estabilidade caso tenhamos ([ €
[0,1] (cabendo ressaltar que /3 encontra-se sob o arbitrio do
projetista). Sua equacdo de atualizagdo padrdo

z(k)e(k)
W)+ P
pode por vezes apresentar instabilidade numérica, caso o
vetor de entrada x(k) apresente uma energia muito baixa.
Normalmente, tal problema é contornado mediante a insercao
do fator de regularizagdo §, resultando no algoritmo J-NLMS,
descrito por:

w(k+1) = “)

z(k)e(k)

wik+1) = EOET

w(k) + B ®)

O emprego da técnica dos multiplicadores de Lagrange
permite demonstrar que os algoritmos LMS, NLMS e §-NLMS
podem ser obtidos mediante a otimiza¢do de um problema

local e deterministico com restri¢ao:

min Fyp [w(k + 1)] (6)

w(k+1)
fla(k), B, e(k)],

onde diz-se que Fyp [w(k +1)] = ||w(k +1) — w(k)|?, por
penalizar solugdes w(k + 1) distantes de w(k), implementa o
principio da distor¢do minima e e, (k), conhecido como erro a
posteriori, calcula a diferenca entre o sinal de referéncia d(k)
e a saida do filtro para a entrada (k) apds tais informagdes
terem sido empregadas para a atualizag¢do do filtro, ou seja:

ep(k) 2 d(k) —w” (k + 1)z (k). (7)

Por fim, diferentes fungdes f(-) em (6) ddo origem a diferentes
algoritmos, de sorte que

fims[z(k), B,e(k)] £ (1= Blle(k)|?) e(k), (8)
Saoms[z(k), B, e(k)] £ (1= B) e(k) ©)

sujeito a e, (k) =

foosusla(), 5] £ (1= s B0 ey a0

engendram como resultado as Equacdes (3), (4) e (5), respec-
tivamente [5].

III. ALGUNS ALGORITMOS ADAPTATIVOS COM
PROPRIEDADES DE INTERESSE

O algoritmo a ser proposto neste artigo conjuga vantagens
de tré€s diferentes algoritmos adaptativos, os quais serdo sucin-
tamente descritos a seguir.

A. Algoritmo RC (Reusing Coefficient)

Diversos algoritmos adaptativos (como o Affine Projection
Algorithm [1]) aumentam a taxa de convergéncia por meio
do retiso dos dados de entrada. Tais algoritmos costumam
apresentar como desvantagem uma degradacio do desempenho
em regime permanente. Tais caracteristicas podem ser consi-
deradas duais as apresentadas pelo algoritmo RC (sigla para
“retiso de coeficientes”) [6], o qual implementa um redso dos
ultimos L vetores de coeficientes adaptativos. Os algoritmos
da familia RC aliam um melhor desempenho em regime
permanente a uma perda na taxa de convergéncia [7]; por essa
razdo, [8] propde e analisa o emprego conjunto de ambas as
estratégias de reuso.

O algoritmo RC-NLMS pode ser descrito como um solu-
cionador do seguinte problema de otimizag@o:

wr(r]iifl)ﬁc[w(wr 1)] 1)
sujeito a e, (k) = (1 — B)e’(k),
onde
Frelw(k +1)] Zp lw(k+1) —wk =D (12)

e p € (0,1] é um parmetro ao arbitrio do projetista, com

L-1

pr Y (k).

A solucdo de (11) d4 origem a seguinte equacdo de atual-
izacgdo:

(k) £ d(k -1

13)

x(k)e' (k)
(k)1

de sorte que w(k + 1) depende de uma soma ponderada dos
tdltimos L vetores w(k—1) (com ! € {0,1,...,L—1}), a qual
suaviza as oscilagdes do filtro. Tal propriedade é responsavel
pela melhora de desempenho em regime permanente, notada-
mente em configuragdes de baixa razdo sinal-ruido [6].

w(k+1) =

+ 68 (14)

B. Algoritmo SM (Set-Membership)

A técnica Ser-Membership apresenta uma nova abordagem
de estimacdo baseada num limiar referente a magnitude do
erro, a partir do qual faz-se necessaria a atualizagdo dos
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coeficientes do filtro. Para os casos em que o erro nio
ultrapassa o limiar pré-definido, os coeficientes adaptativos
sdo mantidos sem alteragdo, o que propicia a redugdo do
custo computacional. O problema de otimiza¢do que cumpre
ao algoritmo Set Membership resolver pode ser descrito por:

{mmw(km lw(k + 1) — w(k)|?

15
sit. ep(k)] < 7, (>

onde ¥ = /70, dando origem a equacdo de atualizagio

w(k + 1) = w(k) + pAw(k), (16)

onde verifica-se introdugcdo de um fator de relaxamento 5 €
(0, 1], cuja escolha deve contemplar o compromisso entre taxa
de convergéncia e desempenho em regime permanente, € com
Aw(k) sendo definido por:
1——2|z(k)e(k
[ ‘e‘(ll;:)(‘]]c)u(z) ( )a para |€(l€)| <7,
0, caso contrdrio.

A7)

Aw(k) = {

Fig. 2. Interpretagdo geométrica do algoritmo Ser-Membership. Caso w (k)
esteja na regido onde e(k) > 7, a atualizacdo SM com S = 1 implica uma
projecdo ortogonal de w (k) no hiperplano no qual o erro a posteriori é igual
an.

A interpretacdo geométrica do processo de atualizacdo do
algoritmo SM-NLMS (Eq. (16)) € apresentada na Figura
2. A maior vantagem do algoritmo SM € a redugdo na
complexidade computacional frente aos algoritmos cldssicos
como NLMS, RLS (Recursive-Least-Squares) [1] e AP (Affine
Projection) [9]. Dada esta propriedade desejavel da técnica
SM, diversos autores propdem conjuga-lo com outras técnicas.
Assim, temos por exemplo o algoritmo SM-BNDRLMS (Set-
Membership Binormalized Data-Reusing LMS) [10], o qual
reduzir a dependéncia da taxa de convergéncia com relacdo aos
autovalores da matriz de correlagdo do sinal de entrada. Outro
exemplo é o SM-AP (Set-Membership Afine Projection) [11]
que se utiliza do retso de dados do algoritmo AP conjugado a
uma menor complexidade computacional (advinda do emprego
do SM).

C. Algoritmo PNLMS (Proportionate Normalized Least-Mean
Squares)

O algoritmo PNLMS [12] se vale da adaptacdo proporcional
para aumentar a taxa de identificacdo de sistemas esparsos.
Essa eficiéncia € possivel porque a energia de atualizagdo é

distribuida de modo aproximadamente proporcional a mag-
nitude dos coeficientes, de sorte que coeficientes de maior
magnitude tendam a sofrer atualizagdes mais pronunciadas.
Os passos proporcionais (especificos para cada coeficiente
adaptativo) sdo implementados por uma matriz diagonal A (k)
e a equacdo de atualizacdo do algoritmo € dada por

Alk)z(k)e(k)

E+1)=w(k —_—
wlk+ 1) =)+ B g + 0

(18)
a qual pode ser compreendida como solucionadora do seguinte
problema de otimizacdo com restri¢des:

min [lw(k+1) —w(k)[[a-1 ) (19)

w(k+1

. B B ”m(k)”i(k) .
k) = (1 UGN +6> ®

Diferentes escolhas dos elementos da diagonal de A(k) déo
lugar a diferentes algoritmos proporcionais. De modo a solu-
cionar o problema de baixa convergéncia dos coeficientes
adaptativos de baixa magnitude, foi proposto o algoritmo
MPNLMS (p-law PNLMS) [13], o qual advoga o emprego do
logaritmo da magnitude como passo de aprendizagem. O algo-
ritmo MPNLMS é mais robusto do que o PNLMS, sendo capaz
de tratar coeficientes de elevada e de baixa magnitude, mas sua
vantagem ocorre apenas quando as fungdes de transferéncia
sdo esparsas. No caso de tais funcdes serem dispersivas, o
algoritmo cldssico NLMS converge mais rapidamente do que o
MPNLMS. Na tentativa de solucionar o problema foi proposto
o algoritmo IPNLMS (Improved PNLMS) [14], cuja escolha
dos coeficientes da diagonal principal de A(k) depende de
um pardmetro o, o qual permite balancear o ajuste entre os
algoritmos NLMS (caso em que o« = —1) e PNLMS (caso
em que o ~ 1), sendo esses os limites inferior e superior da
escolha de a. [14] relata que a escolha o = —0, 5 permite ao
IPNLMS superar tanto o NLMS quanto o PNLMS original,
independentemente da distribuicio de energia da fungdo de
transferéncia.

Outra abordagem para solucionar a limitagdo do algoritmo
MPNLMS a sinais esparsos € o algoritmo IMPNLMS (Im-
proved p-law PNLMS), proposto em [15] e analisado em
[16]. O IMPNLMS ¢é capaz de convergir tdo rapido quanto os
algoritmos PNLMS e MPNLMS para fungdes de transferéncia
esparsas, tendo um desempenho similar ao do NLMS na
identificac@o de fun¢des de transferéncia dispersivas. A técnica
adapta-se a esparsidade estimada do canal por meio de

_ N bl
k) = 52+ N||w(k)||2), 20)

onde (, varia entre 0 (funcdo de transferéncia dispersiva)
e 1 (funcdo de transferéncia esparsa), utilizando um fator
de esquecimento )\ para estimar a esparsidade de forma
adaptativa, sendo ((k) = (1 — X)¢(k — 1) + N (w(k), com
0<XN <1O0 pardmetro de ajuste o agora é varidvel
consoante a expressao

alk) = 2¢(k) — 1. 21)

O i-ésimo elemento g¢;(k) da matriz diagonal A(k) apre-
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senta magnitude conforme

9i(k) = ! _Q;(k)

(1 + a(k)) F(jwi(k)])
2500 Fllwn(k)]) + e
onde € é um parametro de regularizagdo e

400|w; (k)|, ara |w;(k)| < 0,005
F(wi<k)|):{ wi(k)l,  para fuwg(k)

8,51|w; (k)| + 1,96, caso contrério.
(23)

) (22)

IV. ALGORITMO PROPOSTO

As vantagens dos algoritmos RC-NLMS, SM-NLMS e
IMPNLMS podem ser combinadas, dando origem a um novo
algoritmo, intitulado RC-SM-IMPNLMS (do inglés Reusing
Coefficient Set-Membership Improved p-law Proportional
Normalized Least-Mean Squares). Tal algoritmo deve conjugar
uma alta taxa de convergéncia na identificacdo de sistemas
esparsos (propriedade herdada dos algoritmos proporcionais) a
um desempenho melhorado em regime permanente (devido ao
retso de coeficientes) e a um menor custo computacional (ori-
undo do emprego do conceito de filtragem Set-Membership).

O problema de otimizagdo que cumpre ao algoritmo RC-
SM-PNLMS solucionar pode ser descrito por:

min fRCSMp[w(k +1), e(k’)] 24)

w(k+1)

sujeito a |ep (k)| <7,

onde
L{e(k)}—1
Freswp[w(k+1),e(k)] & > pHlw(k+1)—w(k—1)[?,
=0

(25)
com o fator de redso L sendo uma funcéo de e(k), por razdes
a serem posteriormente elucidadas.

O problema de otimizagdo com restricdes (24) pode ser
convertido, por meio da técnica dos multiplicadores de La-
grange, num problema equivalente® sem restricdes. Quando
le(k)| <7, cumpre tdo somente minimizar (25), igualando-se
seu gradiente ao vetor nulo. Tal procedimento da origem a:

L{e(k)}—1

Z plw(k - l)7

=0

onde O(p) £ (p—1)/ (pt{e®} —1). Observe que quando
L{e(k)} =1, (26) implica w(k + 1) = w(k), o que significa
uma auséncia de atualizag@o. Dentro da filosofia de selecdo de
dados, descabe empreender atualizacdes desnecessdrias (que
implicam um aumento do custo computacional) quando o grau

de novidade dos dados for considerado pouco relevante.

Quando e(k) > 7, podemos converter - por meio da
técnica dos multiplicadores de Lagrange - o problema (24)
no problema de minimizagdo da fungio F} [w(k + 1)], sendo
esta definida por

Fllw(k +1)] 2 Fresme[w(k + 1), e(k)] + Mep(k) — 7], (27)

w(k+1) = O(p) (26)

onde A é o multiplicador de Lagrange. O gradiente de

3Isto &, que preserva a solugio do problema original.

Fi [w(k 4 1)] com relagdo a w(k + 1) é dado por

oFflwk+1) _ R
Pl 1) =2 3 PAA Y R)wk+1)  (28)
L{ie(k)}—1
-2 > pATR)w(k —1) - Aa(k)

1=0

"
Igualando-se % ao vetor nulo e isolando w(k +
1), encontramos o seguinte formato da equagéo de atualizagio:

L{e(k)}—1 A
wik+1)=0() S pwlk— 1)+ S0()AK)(k)

1=0
(29)
a qual exige a determinacdo de \. Podemos calcular tal
varidvel inserindo (29) na restricdo e,(k) = 7, de modo a
encontrar: 5 ") -7
€ -7
A= ——— 05— (30)
o) =(0)2 )
Substituindo (30) em (29), encontramos a equacdo de atual-
izacdo para o caso e(k) > 7:

L{e(k)}—1

>

=0

(k) = A|A (k)2 (k)
|z (k) Hi(k)
€2))

Quando e(k) < —%, cumpre definir a fun¢do sem restrigdes
Fi [w(k + 1)] a ser minimizada:

Fi [w(k +1)] £ Freswe[w(k + 1), e(k)] + Aep (k) +7] . (32)

w(k+1) = O(p) plw(k—1)+

Aplicando em (32) os mesmos passos das Egs. (28), (29),
(30) e (31), temos que a equacdo de atualizagdo para o caso
e(k) < —7 pode ser descrita por:

Lie(k)}-1

Z plw(k—

=0

[e(K) + A (Kk)x(k)

||$(k)||3\(k)
(33)

w(k+1) = O(p) 0+

Podemos unificar as Egs. (31) e (33) numa tnica, para o
caso |e(k)| > 7:

L{e(k)}—1
wk+1)=6(p) Y. pwk-1) (34)
=0
e ] e(k)Ak)z(k)
48 [e(k) le(k I} 7

onde um pardmetro de relaxagdo S € (0,1] foi inserido de
sorte a permitir um compromisso entre taxa de convergéncia e
desempenho em regime permanente [17] e § é um pardmetro
de regularizacdo capaz de evitar instabilidades numéricas na
ocorréncia da divisdo por um nimero muito pequeno [5].

Ao adotar um fator de retso de coeficientes igual a L no
algoritmo proposto, € interessante que este nao atualize quando
a condicdo |e(k)| < 7 ocorrer, de modo a tornar efetiva uma
das principais vantagens da familia SM, a reducdo de custo
computacional. Isto pode ser facilmente implementado por
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meio de um fator de redso dependente de e(k):

L) = {

de modo que a atualizagdo do algoritmo proposto RC-SM-
IMPNLMS pode ser descrita como:

_ w(k),
w(k+1) = { calculado segundo (34),

1, parale(k)| <7

L. 35
L, caso contrério, (35)

caso |e(k)

| <
caso |e(k)| >

=2l 2

(36)

V. RESULTADOS

Os algoritmos utilizados para a comparacdo com o algo-
ritmo proposto foram o NLMS, o RC-NLMS, o IMPNLMS, o
SM-NLMS e o ¢3-NLMS , com pardmetros L =7, p = 0,9,
e=10"3 X =0,96, x = 1078 e 7 = 1. Foi adicionado um
ruido branco e gaussiano de varidncia 0,2, ao sinal de referéncia,
sendo todos os resultados médios oriundos de 1000 ensaios
independentes de Monte Carlo. A funcdo de transferéncia ideal
apresenta 50 coeficientes (dos quais os 10 primeiros consistem
de uns, sendo nulos os demais). A Figura 3 apresenta o MSE
em regime permanente em fungdo de 3 para 02 = 1072,
demonstrando que o algoritmo proposto apresenta desempenho
em regime permanente significativamente superior a maioria
dos algoritmos concorrentes.

Ja a Figura 4 apresenta a evolu¢do do MSD dos diversos al-
goritmos (com os mesmos pardmetros empregados na geracao
da Figura 3) para uma taxa de convergéncia semelhante e 02 =
10~!. O algoritmo proposto apresenta melhor desempenho que
os demais em regime permanente, onde ele apresenta uma
probabilidade de atualizagdo de aproximadamente 32%, o que
torna seu custo computacional significativamente mais baixo
do que o do RC-NLMS, algoritmo cujo desempenho mais se
aproxima do algoritmo proposto.

—17F 2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ R
- - NLMS s
_175k SM-NLMS Lo,
-=v-  IMPNLMS oY
- - RC-NLMS R
~ ~18r RC-SM-IMPNLMS PPt
=] A4
~ o7
m-18.51 o4
%) o !
E P 'N’ i
-19¢ P ns
z:g’
fﬁ'\ == =
L Pl - A= =
-19.5 (;9» _“___n—""
01 02 03 04 05 06 07 08 09

Fig. 3. MSE em regime permanente em funcdo de 3.

VI. CONCLUSOES

Neste artigo, um novo algoritmo (RC-SM-IMPNLMS) foi
proposto. O algoritmo conjuga diversas propriedades dese-
javeis, como uma alta taxa de convergéncia na identificacdo
de sistemas esparsos, um bom desempenho em regime perma-
nente e um custo computacional inferior, j4 que nem sempre
requer o cdlculo da atualizacdo dos coeficientes adaptativos.

MSD (dB)

& NLMS
........ RC_NLMS -
- - IMPNLMS
SM-NLMS
====](-NLMS
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0]

AGRADECIMENTOS

s autores agradecem ao apoio dos o6rgdos de fomento

(CNPq, CAPES e FAPERIJ).

[1]
[2]

[4]

[5]
[6]

[7

—

[8]

[9]

[10]

(1]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

1083

REFERENCIAS

H. Simon, “Adaptive filter theory,” Prentice Hall, vol. 2, 2002.

A. Antoniou, Digital signal processing. McGraw-Hill Toronto, Canada:,
2006.

B. Widrow and M. E. Hoff, “Adaptive switching circuits,” in Neurocom-
puting: foundations of research, pp. 123—134, MIT Press, 1988.

B. Widrow and M. A. Lehr, “30 years of adaptive neural networks:
perceptron, madaline, and backpropagation,” Proceedings of the IEEE,
vol. 78, no. 9, pp. 1415-1442, 1990.

A. H. Sayed, Fundamentals of adaptive filtering. John Wiley & Sons,
2003.

H. Cho, C. W. Lee, and S. W. Kim, “Derivation of a new normalized least
mean squares algorithm with modified minimization criterion,” Signal
Processing, vol. 89, no. 4, pp. 692-695, 2009.

S.-E. Kim, J.-W. Lee, and W.-J. Song, “Steady-state analysis of the nlms
algorithm with reusing coefficient vector and a method for improving
its performance,” in Acoustics, Speech and Signal Processing (ICASSP),
2011 IEEE International Conference on, pp. 4120-4123, IEEE, 2011.

S.-E. Kim, J.-W. Lee, and W.-J. Song, “A noise-resilient affine projection
algorithm and its convergence analysis,” Signal Processing, vol. 121,
pp. 94-101, 2016.

K. Ozeki and T. Umeda, “An adaptive filtering algorithm using an or-
thogonal projection to an affine subspace and its properties,” Electronics
and Communications in Japan (Part I: Communications), vol. 67, no. 5,
pp. 19-27, 1984.

P. S. Diniz and S. Werner, “Set-membership binormalized data-reusing
Ims algorithms,” IEEE Transactions on Signal Processing, vol. 51, no. 1,
pp. 124-134, 2003.

S. Werner and P. S. Diniz, “Set-membership affine projection algorithm,”
IEEE Signal Processing Letters, vol. 8, no. 8, pp. 231-235, 2001.

D. L. Duttweiler, “Proportionate normalized least-mean-squares adap-
tation in echo cancelers,” IEEE Transactions on Speech and Audio
Processing, vol. 8, no. 5, pp. 508-518, 2000.

H. Deng and M. Doroslovacki, “Improving convergence of the pnlms
algorithm for sparse impulse response identification,” IEEE Signal
Processing Letters, vol. 12, no. 3, pp. 181-184, 2005.

J. Benesty and S. L. Gay, “An improved pnlms algorithm,” in Acoustics,
Speech, and Signal Processing (ICASSP), 2002 IEEE International
Conference on, vol. 2, pp. 1I-1881, IEEE, 2002.

M. Fukumoto, S. Saiki, et al., “An improved mu-law proportionate nlms
algorithm,” in Acoustics, Speech and Signal Processing, 2008. ICASSP
2008. IEEE International Conference on, pp. 3797-3800, IEEE, 2008.
D. B. Haddad and M. R. Petraglia, “Transient and steady-state mse
analysis of the impnlms algorithm,” Digital Signal Processing, vol. 33,
pp. 50-59, 2014.

P. S. R. Diniz, Adaptive Filtering: Algorithms and Practical Implemen-
tation. New York, USA: Springer, 4th ed., 2013.



