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Reticulados associados a algebra dos octonios

Nelson G. Brasil Jr, Cintya W. O. Benedito, Sueli 1. R. Costa

Resumo— Neste trabalho, propomos uma construcao de reti-
culados em dimensdes 8n a partir de ordens em algebras dos
octonios definidas sobre um corpo de nimeros totalmente real.
Através de tal construcio, apresentamos versoes rotacionadas
dos reticulados Es e A1, que siao os reticulados mais densos nas
dimensoées 8 e 16, respectivamente.
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Abstract—In this paper, we propose a construction of lattices
in dimension 8n via orders in an octonion algebra over a totally
real number field. Using this construction, we present rotated
versions of Eg and Ai¢ lattices that are the densest lattices in
dimension 8 and 16, respectively.

Keywords— Ideal Lattices, Algebraic Number Theory, Division
Algebra, Octonion Algebra

I. INTRODUCAO

Um reticulado A é um subgrupo aditivo discreto do espago
R™ gerado pela combinacio linear inteira de n vetores linear-
mente independentes vy, -+ ,v, € R™.

Constelacdes de sinais tendo a estrutura de reticulado tem
sido estudados como ferramentas significativas para trans-
missdo de dados via canais Gaussianos e canais com uma
antena com desvanecimento do tipo Rayleigh [1]. O problema
de encontrar uma boa constelaciio de sinais para canais gaus-
sianos € associado a busca por reticulados com boa densidade
de empacotamento [9]. Em um reticulado, a densidade de
empacotamento € a propor¢cdo do espago R™ coberto por
esferas de maior raio possivel, centradas em pontos de A e
que ndo se tocam. Os reticulados mais densos sdo apenas
determinados em dimensdes 1 a 8 [9] e 24 [2].

Na busca por reticulados que podem ser base para
a obtencdo de cddigos para os canais gaussiano e do
tipo Rayleigh, tem sido estudados os chamados reticulados
algébricos rotacionados. Em [1], foram construidos versdes
rotacionadas dos reticulados D4, K15 € Aig via ideais de
Q(¢y), para n = 8,21 e 40, respectivamente, e em [3], [4]
versOes rotacionadas da familia Ap_l, onde p é um nimero
primo impar, Dy, Eg, Eg, K12, Aay € os reticulados de Craig
A,(,k) sdo apresentados.

Existem diversas maneiras de se construir reticulados al-
gebricamente e também geometricamente. As construcdes
algébricas possibilitam o cédlculo de invariantes tais como
densidade e distancia produto minima, que sdo importantes nas
aplicagdes em cddigos corretores de erros € em esquemas crip-
tograficos baseados em reticulados. A construcdo utilizando
ideais em corpos de numeros ddao origem aos chamados
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reticulados ideais [13] ou reticulados do tipo traco [18], os
quais sdo obtidos por uma construcdo traco escalonada.

Assim como vem sendo obtidos reticulados ideais via cor-
pos de nimeros [13], podemos também construir reticulados
ideais através de algebras de divisdo. Em [11], foram cons-
truidos reticulados ideais, em dimensdes miiltiplas de 4, via
uma ordem maximal em uma dlgebra dos quatérnios definida
sobre um corpo de niimeros totalmente real. Neste caso, o traco
reduzido, Trd(.), definido sobre os elementos da &lgebra
dos quatérnios nos fornece uma forma bilinear simétrica, e
portanto, utilizando tal fun¢do e um ideal em uma ordem
maximal dos quatérnios podemos obter reticulados por uma
construcdo trago escalonada, ou seja, um reticulado ideal. A
estrutura quaterniénica vem sendo usada na proposta STBC
(space-time block code) desde a introducdo dos cédigos de
Alamouti para duas antenas transmissoras [5].

Baseados na construcdo usando 4dlgebra dos quatérnios,
propomos neste trabalho uma constru¢do de reticulados ideais
via uma ordem (ou uma ordem maximal) em uma dlgebra dos
octdnios definida sobre um corpo de nimeros totalmente real.
Utilizando a construgdo proposta podemos obter reticulados
ideais em dimensdes 8n. Para exemplificar, fixando n = 1 e
n = 2, obtemos versdes rotacionadas dos reticulados Fg e
A16 que sdo os reticulados mais densos nas dimensdes 8 e 16,
respectivamente.

Este trabalho € organizado como segue. Na Secdo II faze-
mos uma pequena revisio dos conceitos basicos de reticulados.
Na Secao III, apresentamos algumas defini¢cdes e resultados
sobre dlgebra dos octonios. Na Se¢do IV, propomos uma
construcao de reticulados ideais via dlgebra dos octonios sobre
corpos de nimeros totalmente reais e caracterizamos a matriz
de Gram de tais reticulados. Na Secdo V, construcdes de
versdes rotacionadas dos reticulados Fg e Ajg sdo apresen-
tadas. Finalmente, na Se¢do V, apresentamos nossa conclusao.

II. RETICULADOS

Um reticulado com posto completo A é um subgrupo
aditivo discreto do R"gerado pela combinacdo linear inteira
de n vetores linearmente independentes vy, ,v, € R®. O
conjunto {vq,---,v,} é chamado entdo de uma basis para
A. A matriz M cujas linhas sdo os vetores da base de A é
chamada de uma matriz geradora para A e G =MM' éa
matriz de Gram de A. Além disso, o determinante de A é
dado por det (A) = det (G).

A densidade de empacotamento, A(A), de um reticulado
A € a propor¢do do espago R™ coberto pela unido de esferas
congruentes e disjuntas com maior raio possivel e centrada em
pontos de A.

Agora, seja K um corpo de nimeros algébricos totalmente
real, de grau n and let ok o seu anel de inteiros. Entdo, existem
exatamente n mergulhos reais o; : K — R, parat =1, ..., n.
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Dado 2z € K, os valores Ng /() [T, oi(x)
e Trxjg(z) = > 0i(x) sdo chamados de norma e
trago de x em K/Q, respectivamente. Se {wi,- - ,wy}
é uma Z-base de ok, o discriminante de K é dado por
de = (det(o(wy))?;_,)"

Um reticulado ideal é um reticulado A = (Z, q,), onde 7
¢ um ideal de og € q : Z X Z — Z € tal que

qa(xa y) = TT'K/Q((XZ‘Q),

onde o € K ¢ totalmente positivo (i.e., oy () > 0Vi). O posto
de um reticulado ideal é o grau n do corpo de nimeros K.

Seja a € K tal que a; = 0;(a) > O paratodoi =1,--- ,n.
O homomorfismo o, : K — R™ onde

oa(z) = (Varo1(z), -+, Vanon(z))

€ chamado um homomorfismo torcido. Quando o = 1, o ho-
momorfismo torcido € exatamente o homomorfismo candnico.

Pode ser mostrado que, se Z C og € um Z-modulo
livre de posto n com Z-base {wi, - ,w,}, entdo a im-
agem A = 0,(Z) é um reticulado em R™ com base
{oa(w1), - ,04(wy)}. Além disso, como K ¢é totalmente
real, a matriz de Gram associada de A = 0,(Z) é

G = (TTK/Q(awiuTj))Zj:l .

O determinante de A é um invariante sobre a mudangas de
base [9]. No caso de reticulados ideais, o determinante de A
esta relacionado ao valor dk.

Proposicao II.1. [I13] Se T C og é um ideal fraciondrio,
entdo
det(04(Z)) = |dx|N(Z)* Nk g(a),

onde N(I) = |ox/Z| é a norma do ideal T.

III. ALGEBRA DOS OCTONIOS

Nesta secdo definimos alguns conceitos sobre a dlgebra
dos octdnios e apresentaremos alguns resultados que serdo
fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho. A idéia
¢é definir estruturas integrais para estas dlgebras e, posterior-
mente, definir reticulados ideais via tais algebras. Iniciamos
com a definicdo mais geral de uma dlgebra dos octdnios.

Definicao III.1. Seja a, b, ¢ € K, diferentes de zero e seja C
um espago vetorial de dimensdo 8 sobre um corpo de niimeros
totalmente real K com base {eq, ..., er} e uma multiplicacdo
bilinear definida de tal forma que e9 = 1 é o elemento
identidade e €3 = a, €3 =b e e = c.

A adigdo de dois octonios é feita da maneira usual. Além
disso, a multiplicacdo entre os elementos da dlgebra é dada

em termos dos elementos da base, da seguinte tabela:

“ 1 el €2 es eq es eg er

1 1 el eo e3 eq es eg er
e1 || e1 a —eq aer e aeg es —aes
es || e2 eq b —bes —e1 es ber —beg
e3 || e3 —aer bes ab —eg aez —bey abey
eq || e4a —e2 e1 eg c cer ces —ces
es || es —aeg —e3 —aey  —cey ac cel aceq
e6 || es —es —ber bey —ces —ceq be bces
er || er aes beg —abeq ces —aceq —bces abc

Uma dlgebra C com estes pardmetros serd denotada por
C=(a, b, o)k

Note que, escolhendo K = Q e a = b = ¢ = 1, obtemos
os chamados inteiros de Cayley, que é a dlgebra dos octonios
mais conhecida.

Agora, seja z € C, x = xg + Z;l z;e;. Definimos o
conjugado de x como sendo T = zg — 25:1 z;e;. Além
disso, podemos definir a norma reduzida de x por N(z) = x T
e o trago reduzido de x por Trd(z) =z + T.

Em particular, temos N(z) € Ke N(z) = N(ZT) =T x.
Teorema IIL.2. [7] A dlgebra C da Definicao Ill.1 é uma

dlgebra de divisdo.

Agora dada uma 4lgebra dos octdnios, podemos obter uma
outra base para esta dlgebra usando o resultado a seguir.

Proposicao IIL.3. [I5] Para uma dlgebra dos octonios
C = (a,b,c)x sobre um corpo de nimeros K, com
caracteristica diferente de 2, existem elementos x,y, z € C
com norma ndo nula tais que

(D

forma uma base para C, e esta base é ortogonal com relagcdo
ao produto interno

% = {]" x’ y? 'ry’ Z? xy7 yZ’ (:Z:y)z}

(u, v) = N(u+v) — N(u) — N(v).

Para definir uma estrutura integral nas dlgebras dos octdnios,
observamos que os resultados apresentados em [8], [11], [14],
que sdo vdlidos para as dlgebras dos quatérnios, ainda sdo
validos para as algebras dos octdnios. Vamos reproduzir a
seguir tais resultados, considerando R = ok, ou um dominio
de Dedekind.

Definicao II1.4. [15] Seja C uma K-dlgebra. Uma R-ordem
O em C sobre R é um mddulo finitamente gerado sobre R de
modo que C =K - O.

Proposicao II1.5. [17] Seja C uma dlgebra dos octonios e
O CC. Se O ¢é uma ordem, entdo todo elemento v € O é
inteiro sobre R, ou seja, se Trd(z), N(z) € R.

Definicao I11.6. [17] Seja R um anel com corpo de fracdes K.
Uma ordem maximal dos octonios, denotada por M contida
em uma dlgebra dos octéonios C é uma R-ordem que ndo estd
propriamente contida em nenhuma outra ordem.

Teorema IIL7. [15] Toda R-ordem em uma dlgebra dos
octonios C estd contida em uma R-ordem maximal de C.

IV. RETICULADOS A PARTIR DE ORDENS DOS OCTONIOS

Assim como foi proposto para dlgebra dos quatérnios
em [11] podemos, utilizando 4lgebra dos octonios, construir
um reticulado a partir de uma ordem e de uma forma bilinear
da seguinte forma.

Seja K um corpo de nimeros totalmente real de grau n
e C uma algebra dos octdnios definida sobre K. Se O ¢é
uma ordem de C e o um elemento totalmente positivo em
K, entdo existe uma forma quadrdtica totalmente positiva
Qa : O x O — Qdadapor Qu(, y) = trgg(aTrd(zy)).
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Além disso, A = (Z, ) é o reticulado ideal associado a
forma quadrética Q.

Considerando Z = (@, a ordem de A com base
B = {v1,...,vs} e supondo que [K : Q] = n e og
o anel de inteiros de K com Z-base {uy, ..., un}, entdo o
reticulado A tem posto 8n e base

B = {viu;} ={wi,...,ws, },i=1,....8ej=1,...,n.

Além disso, a matriz de Gram associada ao reticulado A é
dada por
G = trg (T rd(wiwy)), 2)

O resultado a seguir nos fornece o determinante da matriz
de Gram do reticulado A = (Z, ). A demonstra¢do deste
resultado segue os mesmos passos da demonstragdo dada
em [11] para o caso de uma algebra dos quatérnios.

Teorema IV.1. Seja o reticulado ideal A = (Z, o), com matriz
de Gram G como em (2), entdo o determinante do reticulado
pode ser colocado em termos da dlgebra como

det (A) = dzN(a)® Ng g (det(B)) 3)
sendo B = Trd(viog)} pr_;.

Demonstragdo: Seja oy, ..., 0, 0s n-homomorfismo de
K em R. Os elementos da matriz de Gram do reticulado A,
G = (g5)% j—1 podem ser escritos como

Gij = tr]K/@(aTrd(wi@j)) = trK/@(aTrd(viuzwnTj)),

onde tr(z) = Y., 0;(x). Assim, podemos expandir o trago
no corpo de niimeros como a soma de homomorfismos, como
sendo
n
9i5 = Y _ or(ur)or(@Trd(vv;))ok(ue).
k=1

A matriz de Gram do reticulado A pode ser fatorada no
produto de trés matrizes,

G=MeMT,
onde
$11 P12 @18
P21 022 P28
M = (Isxs @ My), o = : : - |
P81 Os2 088
e
¢ij = dlag (Uk(OZT’I’d('Ui@j), k= 1, ey n) .

O determinante da matriz G €, portanto

det (G) = (\/@)16 det .

Para o cédlculo do determinante de (, uma permutacdo das
linhas e colunas desta matriz, de modo a obter blocos da
seguinte forma

oo = oy (aTrd(vvy)} ;1) , paral=1, ..., n,

e assim o = diag(¢1, ..., ©n)-

Deste modo, det (¢) = [[,_, det (¢¢), ou seja

det (¢) = (NK/Q(Q))SNK/Q (det(B)),

com B = Trd(viv;)$ ;.

V. EXEMPLOS

Nesta secdo apresentamos exemplos de construcdes de
versOes rotacionadas dos reticulados Fg e Ajg via a dlgebra
dos octdnios

Exemplo V.1. Para construir um reticulado que é isomorfo
ao Eg, vamos tomar o corpo dos racionais e escolher

= €1;

€2;
= (61 + e2 + e3 +64)/2

IS S

e construimos a base como em (1), dada por

B = {17€1a827_e45el+€2;es+e47
—1l—e14+es—e5 1—e14+e3—eg
2 ’ 2 ’
714*627644’67
5 4)

e obtemos, assim um ideal L. Depois, tomando oo = 1 e

aplicando (2) obtemos a seguinte matriz de Gram

2 0 0 0 0 -1 -1 1
0 2 0 0 1 0 -1 -1
0O 0 2 0 1 1 0 1

-0 002 11 -1 0
0 1 1 -1 2 0 0 o0}[
-1 0 1 1 0 2 0 0
-1 =10 -1 0 0 2 0
1 -1 1.0 0 0 0 2

que é uma matriz unimodular com diagonal par. Portanto, o
reticulado A = (Z,«) € um reticulado ideal congruente ao
reticulado Eg.

Exemplo V.2. Seja K = Q(v/2) e considere a dlgebra dos
octonios C = (—1, —1, —=1)k construida sobre o corpo K
com base construida a partir de

r=—=(14+e1),y = —=(1+e3) e 2 = = (e1+eat+esz+ey).
\/i 1):Y \/é 2 2 1 2 3 4

A partir da Proposi¢do 111.3 obtemos uma ordem com a
seguinte base

B = {2, 2z, 2y, 2ay, 2V22, 2V2z, 2V2yz, 2V2(ay)z}.

Agora, tomando {1, \/5} a base para o anel de inteiros oy,
construimos um reticulado A = (O, 2++/2) em dimensdo 16.
Sua matriz de Gram, apds usar o algoritmo LLL [16] é escrita

como
(A Ay
1= ( A Az ) ’

sendo
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4 0 2 2 2 2 2 0
0o 4 2 -2 2 -2 0 2
2 2 4 0 2 0 2 2
A = 2 -2 0 4 0 2 2 =2
2 2 2 0 4 0 2 2]’
2 -2 0 2 0 4 2 -2
2 0 2 2 2 2 4 0
0o 2 2 -2 2 -2 0 4
-2 -2 -2 0 -2 0 -1 -1
-2 2 o -2 0 -2 -1 1
-2 0 0 0 -1 -1 0 0
Ay = 0 -2 0 0 -1 1 0 0
-2 0 -1 -1 -2 -2 =2 0|’
o -2 -1 1 -2 2 0 -2
-1 -1 -2 0 -2 0 -2 -2
-1 1 o -2 0 -2 -2 2
e
4 0 2 2 2 2 2 0
0o 4 2 -2 2 -2 0 2
2 2 4 0 2 0 1 1
As = 2 -2 0 4 0 2 1 -1
2 2 2 0 4 0 2 2
2 -2 0 2 0 4 2 =2
2 0 1 1 2 2 4 0
0o 2 1 -1 2 -2 0 4

A matriz G obtida é a matriz de Gram de um reticulado, tendo

det (G) = 28

min o2 = 4,
VeA

e de modo que G é uma matriz 2-modular.

Portanto, o reticulado A é um reticulado ideal congruente
ao reticulado Barnes-Wall A1g, uma vez que este é o inico
reticulado, a menos de congruéncia, em dimensdo 16 com esta
mesma norma e determinante.

VI. CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos uma construcao de reticulados
ideias via uma ordem de uma algebra dos octdnios de maneira
andloga a apresentada para dlgebra dos quatérnios em [11].
A partir desta construcdo, é possivel construir reticulados em
dimensdes 8n, n > 1. Paran = 1 e n = 2, os reticu-
lados obtidos sdo versdes rotacionadas dos reticulados mais
densos conhecidos nas dimensdes 8 e 16, respectivamente.
Uma perspectiva dos resultados aqui apresentados visando
aplicagdes € a construgdo de reticulados com boa densidade
em dimensdes altas, com ganhos significativos nos processos
de codificacdo e decodificagdo. Uma proposta de continuidade
para este trabalho é a obteng¢do de reticulados para outros
valores n, como por exemplo em dimensdes 2", r > 3 e
comparar os reticulados obtidos com a familia de reticulados
Barnes-Wall nestas dimensoes [9], [12].
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