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Codigos Polares e Puncionamento Baseado em
Polariza¢ao para Sistemas 5G

Robert M. Oliveira e Rodrigo C. de Lamare

Resumo— Neste artigo apresentamos uma proposta de pun-
cionamento de Codigos Polares para atender o cenario 5G
Bitpipe. A técnica proposta apresenta um desempenho superior as
demais técnicas de puncionamento por considerar a polarizagio
de canal de forma explicita. A estratégia de puncionamento con-
siste em reduzir a matriz geradora de codificacdo relacionando
seu indice de linha e coluna puncionada com a polarizaciao do
canal.

Palavras-Chave— Polarizacdo de canal, Puncionamento, 5G,
Codigos Polares.

Abstract— In this article we present a proposal for puncturing
Polar Codes to meet the 5G Bitpipe scenario. The proposed
technique presents a puncture superior performance to the other
techniques because it considers channel polarization explicitly.
The puncture strategy consists in reducing the generating matrix
of coding relating its index of line and column with the index of
polarization.
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Codes.
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I. INTRODUCAO

O aumento exponencial da transmissdo de dados nas redes
atuais [1] motiva o desenvolvimento de um novo padrio
de sistemas de comunicagdes sem fio: o de 5% geragdo.
Novos requisitos de taxas de transmissao, eficiéncia energética,
cobertura e laténcia na transmissdo dos dados estdo sendo
discutidas para o novo padrdo [2]. As novas taxas propostas
sao de 10Gbps em baixa mobilidade e 100Mbps para as
demais; com raio de cobertura de até 50Km para cendrios
menos densos; com baixo retardo, entre 1ms a 10ms. E como
novidade temos todo um novo conjunto de especificacdes
para atender a demanda de comunicacdo mdquina-mdquina,
quando um grande ndmero de dispositivos poderdo trocar
pequenos pacotes de dados de forma persistente em uma
mesma célula de cobertura.

Entre as tecnologias-chaves mais esperadas para a
implementagdo do novo padrao 5G [3], o massive MIMO [4]
pode melhorar significativamente o desempenho em termos
de eficiéncia de espectro; aliado ao uso de rddios cognitivos
[5], trard dinamismo no uso de canais ociosos € um gerenci-
amento mais flexivel do espectro; ainda mais se somado ao
aproveitamento da faixa de frequéncia disponivel entre 30-
300Ghz, chamadas ondas milimétricas; permitindo ainda a
implementagdo do COMP ou Network MIMO [6][7], que
inclui o processamento digital de sinais em nuvem para mitigar
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os efeitos da interferéncia nas bordas de cobertura. Por fim,
a proposta de novas formas de onda, em destaque o GFDM
[8], que é um forte canditado devido sua grande flexibilidade
na configuracdo do quadro de dados, ou seja, personalizdvel
por aplicagdo.

A padronizagdo 5G deverd atender a quatro principais
cendrios de aplicacdo. O Bitpipe é dedicado a aplicagdes
com altas taxas de transmissdo de dados para usudrios com
baixa mobilidade, com palavra-cddigo de 1920 bits. Este é
mais indicado para aplicacdes com multiplos usudrios, po-
dendo decodificar a palavra-cédigo de forma independente
de outros usudrios. Este cendrio é objeto de estudo neste
artigo. O WRAN que ¢ dedicado a aplicagdes com altas taxas
de dados para usudrios com diferentes graus de mobilidade
e também para ambientes rurais. O Internet tdtil consiste
em transmissdes com baixa laténcia na qual o tamanho da
palavra-cédigo € de apenas 480 bits. E o ultimo cendrio,
da comunicagdo M2M e IoT, concentra-se nas transmissoes
realizadas entre maquinas e dispositivos de Internet das coisas.
A Tabela 1 ilustra os requisitos mencionados para os diferentes
cendrios do 5G, na qual R, é a taxa de transmissdo; N €
comprimento da palavra-cédigo c; ¢ € a laténcia e R € a taxa
de codificagdo.

TABELA 1
REQUISITOS-CHAVE PARA OS DIFERENTES CENARIOS

[ [ Bitpipe [ WRAN [ Int. Tt | MCT IoT
Ry Rp>10Gbps | R;>10Mbps - 1Kbps< Ry, <10Mbps
N 1920 1920 480 480
t t<10ms t<100ms t<1ms Ims<¢t<100ms
R 5/6 1/4 0,53 0,53

O Bitpipe tem como requisito a taxa de codificacio R =
5/6 com comprimento de palavra-cédigo N = 1920 bits. Para
alcancar N deste cendrio é necessdrio puncionar o Cdédigo
Polar, que é originalmente projetado para comprimento de
coédigo N = 2", com n > 1.

Shin [10] propde um técnica de puncionamento baseada em
método empirico e sub-6timo, com uso da matriz geradora
Gy permutada. Define dois processos: codeword-puncturing
e o information-refreezing. O método consiste em busca
exaustiva da combina¢do de colunas puncionadas até encontrar
uma matriz geradora com maior Exponent. Descreve ainda
um algoritmo para encontrar as linha da matriz geradora a
serem puncionadas. Zhang [9] apresenta uma técnica de busca
exaustiva para encontrar bons padrdes de puncionamento. Tem
como critério uma relagdo entre o peso das colunas de Gy
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e evolucdo de densidade de polarizagdo por aproximacio
gaussiana para definir os canais com bits congelados. Kim
[12] propde varias melhorias na técnica de puncionamento
baseada na evolu¢do de densidade para tornar a busca mais
eficiente, porem seus resultados ndo serdo comparados devido
a diferenca nos métodos de decodificacdo utilizados. Hof [11]
propde como estratégia de puncionamento o cortes nos grafos
de codificacdo e decodificagdo, e sugere de forma empirica
que os cortes correspondentes ao puncionamento de G sejam
coincidentes com a seguéncia de decodificacdo. Este artigo
apresenta uma técnica de puncionamento que faz uso tanto
da reducdo de matriz descrita em [10] e como da eficiéncia
de busca descrita em [12]; assim como a forma de restrigir
0 espago de busca exaustiva descrito em [9], porém usando a
polarizagcdo do canal como restricdo do espaco de busca.

Este artigo estd organizado de forma a termos na Secdo II
o modelo de sistema; na Secdo III os principais conceitos dos
Cddigos Polares; na Se¢do IV uma descricdo do punciona-
mento proposto; na Secdo V as simulacdes obtidas e na Secao
VI a conclusdo deste artigo.

II. MODELO DE SISTEMA

Na Fig.l1 temos o diagrama de blocos que representa o
modelo de transmissdo de dados que iremos adotar neste
artigo.

m c = /i
Canal |— Decodificador —>

Ixk 1xn

Fig. 1. Modelo de transmissdo.

Neste sistema, m € a mensagem bindria a ser transmitida,

m € RIXE E através da matriz geradora G que a mensagem
m ¢é codificada, g erando a mensagem c odificada ¢, ou seja,

c=m:G com ¢ € RI*N_ A mensagem codificada ¢ € entido
transmitida por um canal com ruido branco aditivo e gaussiano
(AWGN), produzindo como resultado a mensagem ruidosa r,
ou seja, r = ¢ + n, onde n é a parcela correspondente ao
ruido. Na etapa de decodificacao, o algoritmo de decodificacdo
observa r com o objetivo de detectar m. Chamamos m de
mensagem detectada, e se m = m dizemos que a mensagem
foi plenamente recuperada.

I1I. CO6DIGOS POLARES

Os Codigos Polares, introduzidos por E. Arikan em
2009 [13], sdo baseados no fendmeno conhecido como
polarizacdo de canal, onde um canal W ¢ transformado em
dois tipos de canais sintetizados, mas com diferentes con-
fiabilidades:o b om( W+)e o r uim ( W—). A o aplicar
continuamente a polarizacdo sobre os canais sintetizados,
grande parte dos canais resultantes tende a dois extremos: 0s
canais ruidosos e os canais quase-livres de ruidos. Portanto, a
estratégia € transmitir os bits de informagdo sobre os canais
sem ruido e fixar e m z ero o s b its s obre o s ¢ anais ruidosos,
chamados bits congelados.

Seja W : X — Y um canal B-DMC (Binary Discrete
Memoryless Channel) com alfabeto de entrada X = {0,1} e

alfabeto de saida Y arbitrario, com probabilidade de transicdo

dada por W(y|z), z € X e y € Y. WY é o canal formado

por N cépias de W, representado por W» : XV — YV com
N

probabilidade W (yV |2V) = 1:[1 W (yi| ;).

Na notagdo utilizada, ag ¢ um vetor (a;,...,a;), aio é um
subvetor com indices impares e az,e ¢ um subvetor com indices
pares. O simbolo & representa a operacdo soma mod-2. Ja o
simbolo ® representa o produto mxn de Kronecker, definido
como:

AllB AlnB
A®B= : : (D
AmlB AmnB

A. Polarizacdo de canal

No processo de polarizagdo de canal, N canais sdo sinte-
tizados com N cdépias do canal W, através de duas etapas:
a primeira etapa consiste de uma combina¢do de canais e a
segunda etapa consiste na divisdo destes canais. Chamamos
de polarizagdo o fato da capacidade do canal I(W) convergir
para O ou 1 quando N tende ao infinito.

Na primeira etapa, N cdpias do canal W sdo combinadas
de maneira recursiva para produzir o vetor de canal
Wy : XN — YN, Este procedimento recursivo é inicializado
com W7 = W, uma coépia de W. Na proxima recursdo siao
combinados dois canais Wj, como mostrado na Fig.2, e
construido o canal Wy : X2 — Y2 com a probabilidade de
transi¢do dada por:

Wa(yi|ul) = W (y1|ur @ u2)W (yalus) ()

X1
> > H-
Uy )y I /4 I— Yi
X
uz Z=I W '—-b y2

Fig. 2. Canal W

Procedendo sucessivamente de maneira recursiva, obtemos
canais de maior ordem. De forma geral, o canal Wy
XN — YN ¢ construido através da combinacdo de duas
copias independentes do canal Wiy /s.

Na etapa de divisdo, os canais sintetizados sdo reagrupados
pelo grau de polarizac¢do. Para o canal Wy, a probabilidade
de transi¢cdo é definida como:

WaN (™ ui' ™ fuzi) =
1 . .
SN @ 0 o ud i ) )
: WJ(Vi) (yjzv]\j-p U?f;2|u2i)
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W22fv Myt ud T fugin) =
Ejiﬂﬁoﬂhau%oz@lﬁZQW%fl@um) (4)

u2;
! W(l) (yN+17 ul e ‘UQZ)

B. Algoritmo de codificacdo

Os Cddigos Polares possuem codificadores baseados em
simples mapeamentos lineares [14]. Para uma palavra cédigo
de tamanho N a matriz Fy é definida como Fy = F®", com

N =2",n>1eF®" para o enésimo produto de Kronecker

o [10
para a matriz F = [1 1

Dado o vetor de entrada m = ul e o vetor de saida

¢ = x¥¥, 0 mapeamento u — x é dado por x)¥ = u} - Gy,
em que Gy = B-F®" é a matriz geradora, onde B uma
matriz de permutacdo que guarda a seguéncia de combinacio
da construcdo do canal e F®" = F@ F®™ 1) como pode ser

exemplificado na construcdo de uma matriz F©3:

F 0 0 O

63 [ F®2 0 F F 0O

F®? Fe? F 0 F 0

) F FFF
(1.0 0000 0 0]
1100 0 0 00
10100000
/11110000
|1 0001000
110 0 1 1 00
101 01 010
|11 11 11 1 1]

Para o modelo de sistema, podemos escrever: vetor de
entrada m, vetor de saida ¢, e 0 mapeamento m — ¢ é dado
por

¢ =m® Gy, 5)
em que Gy =B -F&" e F" = FQF*" Y m=| f], em
que 1 representa os k bits de informacdo e f sdo os n — k bits

congelados. Na Eq.6 temos um exemplo da operacdo ® para
um caso com uma mensagem de 2 bits:

G G2
c=m®GN= ,
® Gx = [y, ma] @ { Ga1 Ga } (6)
= [(ml : Gn) S3) (mz : 021)7 (ml : G12) S (m2 : 022)]
em que ‘-’ € a operagdo légica AND e ‘@’ € a operacdo logica
XOR.

C. Algoritmo de Decodificacdo
Na decodificacdo é utilizada a técnica por cancelamento

sucessivo [15], em que os valores m = u{v sdo estimados

da forma:
u; se i€ A°
a=140 se igA e LYV, aH > 1 O
1 se i¢ A e Lgf,)(yhﬁzl Ho< 1

2

em que A° é o conjunto dos bits congelados e

Wy (v, a7 |0)

LN ui ) =
Wyl a1

®)

€ o valor estimado para cada indice, calculada de forma
recursiva na forma:

i - a,b ara [ impar (0)
L uity = 70 paTR I I ©)
gla,b,t;—1) para i par (e)
em que
a-b+1 1—9
= — = S 1
flah) =22 e glabs)=aTb (10
e
i/2 N/2 w ~i Ik 2 ~
a= sz/r/z(yl / o @A el) e b= ]\/I/Q(yN/27 Uy el)

an
onde f(a,b) é aplicado nos indices impares, g(a,b,@;—1) é
aplicado nos indices pares, a e b sdo resultados parciais, ou
seja, as estimativas das etapas anteriores também de acordo
como os indices pares e impares. Na Fig.3 temos o grafo do
algoritmo de decodificago, Ls\l,) (yV, ulfl), para N = 8, com
destaque para os nds pares e impares onde as Eq.10 e Eq.11
sdo aplicadas.

LAY L

Fig. 3. Grafo do algoritmo de decodificacio
Por exemplo, observe que o né Lgl) ¢ calculado com a
fungdo f(a,b), sendo que a = Lgl) eb= LSQ). Para 0 né
Lg) é aplicada a fungéo g(a,b,@;—1), sendo que @;—1 é o
resultando anterior, ou seja, L21 .

IV. PUNCIONAMENTO DE CODIGOS POLARES
A. Notagdo

Seja G uma matriz geradora de polarizacdo de dimensdo
NxN, ndo singular, com indice de linhas ¢ = 1,...,N e
indice de colunas j = 1,..., N, com regra de formagdo Gy =
B-F®" N =2" n>1¢e¢F®, e o enésimo produto de
Kronecker. Podemos definir:
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e Gy =[rf ... rL )T =[cy,. .., cn], matriz representada
pelos vetores r;, ou ainda pelos vetores ¢;;

e D; =dp[r;,< r;_1,...,rnx >], a distincia parcial de
Gy, que corresponde a minima distdncia de Hamming
entre o vetor r; € o conjunto dos demais vetores <

ri—1,...,IN >,eDN:dH(rN7O);

N
« E(Gy) =% >_10gnD;, € o Exponent de G

1
« wj = P(c;), é o peso do vetor ¢;, definido como a soma
dos 1s, € a cardinalidade das colunas da matriz geradora;

e p=[p1,-..,pn]|, é 0 vetor de polariza¢do, em que cada
elemento p; estd associado ao vetor rlT;
e M = [m(p1),...,m(pn)], é o indice de polarizagio,

vetor posto do vetor de polariza¢do, em que m(p;) é o
operador posto;

e B =[by,...,bn]T é a ordem dos vetores r} utilizados
na decodificagao;

B. Puncionamento Proposto

O puncionamento de uma matriz G consiste em reduzir
sua ordem, ou seja, obter N’ tal que N’ < N, sendo necessario
um critério para eliminar da matriz geradora as linhas e
colunas simultaneamente, onde os indices eliminados de linha
e coluna sdo iquais, ou seja, ¢ = j.

Para um puncionamento ¢, a nova ordem da matriz é dada
por N' = N — g. Podemos inferir que existe um conjunto
de matrizes resultantes do puncionamento, {Gy, }, todas de
dimensdao N'xN’, que é formado pelas matrizes resultantes das
cy_ , combinacdes possiveis de puncionamento, sendo Gy
a matriz puncionada de menor taxa de erro por bits (TEB).

De forma analoga, temos que Gy, € {G, }er=1,...,H
onde x = C’g}’v_ q) ¢ o total de matrizes. Para obter o conjunto
de matrizes puncionadas pelo método proposto faz-se

Gy « Gy — M1 (12)

em que [M']#T ¢ o subconjunto dos possiveis H valores de
M usadas como critério de puncionamento. A melhor matriz
puncionada é obtida por

Gy = in TEB
N =arg {réle

N/

13)

No Algoritmo 1 temos a descri¢do do método proposto neste
artigo, onde o puncionamento é baseado na redu¢do da matriz
geradora, utilizando como critério o indice de polarizacdo M.

Algorithm 1 Método de Puncionamento
1: Dado o puncionamento g

Dado Gy

Dado M

Indexar cada linha e coluna por {1,2,....N}

for i = 1:q do
Achar menor valor de M e salvar sua posicdo em X
Substituir posicdo X em M com valor N+1
Eliminar linha e coluna com indice iqual a X

R A A R o

end for

Apds exaustivos testes com as diversas possibilidades de
combinagdes de puncionamento gerado pelo algoritmo pro-
posto, constatamos que o melhor desempenho tende a ser
obtido com o uso do indices crescentes de polarizacdo. Ao
compararmos os indices de polarizacdo do canal puncionado
com a cardinalidade das colunas correspondentes da matriz
geradora, observamos que existe uma correspondencia entre os
indices de polarizacdo dos canais puncionados com as colunas
de menor cardinalidade da matriz geradora.

C. Exemplo

Como exemplo, para puncionamento de Gg para Gg, pelo
indice da polarizagdo, considerando M = [8,5,7,6, 3,4, 2, 1]
as linhas de Gg a serem eliminadas sdo as 7 e 8, e respecti-
vamente as colunas 7 e 8, como pode ser visto abaixo:

1 0 00 00 | 0 0
1 1.0 0 0 0 | 0 0
1 0 1. 0 0 0 | 0 0
1 1.1 1 0 0 | 0 0
Gg = 10 0 01 0 | 0 O
1 1.0 0 1 1 | 0 0
______+__
10 1 0 1 0 | 1 0 (14)
11 1 1 1 1 | 1 1
(1 0 0 0 0 O
1 1.0 0 0 O
1 01 0 0 O
Go=11 11100
1 00 010
1100 11

V. SIMULACAO

Nesta se¢do apresentamos os resultados da simula¢do dos
Cddigos Polares, sem e com puncionamento. Medimos a TEB
contra a razdo sinal-ruido, definida como a razdo entre a
energia do bit, I/}, e a densidade espectral de poténcia, Ny, em
dB. Reduzimos a matriz Gopss para a matriz G929 usando a
técnica proposta neste artigo, e para efeito comparativo, temos
as curvas simuladas usando o método descrito por Zhang [9] e
por Hof [11]. Incluimos também a matriz Gzp4s com taxa 1/2
e com puncionamento aleatério. Em todos os casos simulados,
a G920, jd puncionanda, estd com taxa R = 5/6 (1600/1920).
Vale observar que as curvas do puncionamento intencional
produzem um desempenho superior ao do puncionmaento
aleatdrio.

VI. CONCLUSAO

Para o cendrio 5G' Bitpipe, N = 1920 bis e taxa de
5/6, a técnica proposta de puncionamento demonstrou possuir
um melhor desempenho comparado as demais técnica. Para
um valores de TEB inferior a 10~% tem-se um ganho de
até 0,5dB na razdo sinal-ruido. Podemos inferir que ocorre
porque a técnica proposta utiliza de forma explicita a estrutura
de polarizacdo de canal, o que ndo ocorre com as outras
técnicas de puncionamento. Podemos constatar também que
as técnicas de puncionamento basedas em [9] e [11] possuem
um desempenho equivalente.
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=@ Cadigo original
== Puncionamento aleatério
=@= Puncionamento de Zhang [9]
== Puncionamento de Hof [11]

Taxa de Erro de bits
o
i

W
== Pyncionamento propostg
1 0_8 I I I I
0 1 2 3 o 5 6
Eb/NO (dB)
Fig. 4. Comparacdo de Codigos Polares sem e com puncionamento.
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