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Códigos Polares e Puncionamento Baseado em
Polarização para Sistemas 5G

Robert M. Oliveira e Rodrigo C. de Lamare

Resumo— Neste artigo apresentamos uma proposta de pun-
cionamento de Códigos Polares para atender o cenário 5G
Bitpipe. A técnica proposta apresenta um desempenho superior as
demais técnicas de puncionamento por considerar a polarização
de canal de forma explicita. A estratégia de puncionamento con-
siste em reduzir a matriz geradora de codificação relacionando
seu ı́ndice de linha e coluna puncionada com a polarização do
canal.

Palavras-Chave— Polarização de canal, Puncionamento, 5G,
Códigos Polares.

Abstract— In this article we present a proposal for puncturing
Polar Codes to meet the 5G Bitpipe scenario. The proposed
technique presents a puncture superior performance to the other
techniques because it considers channel polarization explicitly.
The puncture strategy consists in reducing the generating matrix
of coding relating its index of line and column with the index of
polarization.

Keywords— Channel Polarization, Puncturing, 5G, Polar
Codes.

I. INTRODUÇÃO

O aumento exponencial da transmissão de dados nas redes
atuais [1] motiva o desenvolvimento de um novo padrão
de sistemas de comunicações sem fio: o de 5a geração.
Novos requisitos de taxas de transmissão, eficiência energética,
cobertura e latência na transmissão dos dados estão sendo
discutidas para o novo padrão [2]. As novas taxas propostas
são de 10Gbps em baixa mobilidade e 100Mbps para as
demais; com raio de cobertura de até 50Km para cenários
menos densos; com baixo retardo, entre 1ms a 10ms. E como
novidade temos todo um novo conjunto de especificações
para atender a demanda de comunicação máquina-máquina,
quando um grande número de dispositivos poderão trocar
pequenos pacotes de dados de forma persistente em uma
mesma célula de cobertura.

Entre as tecnologias-chaves mais esperadas para a
implementação do novo padrão 5G [3], o massive MIMO [4]
pode melhorar significativamente o desempenho em termos
de eficiência de espectro; aliado ao uso de rádios cognitivos
[5], trará dinamismo no uso de canais ociosos e um gerenci-
amento mais flexı́vel do espectro; ainda mais se somado ao
aproveitamento da faixa de frequência disponı́vel entre 30-
300Ghz, chamadas ondas milimétricas; permitindo ainda a
implementação do COMP ou Network MIMO [6][7], que
inclui o processamento digital de sinais em nuvem para mitigar
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os efeitos da interferência nas bordas de cobertura. Por fim,
a proposta de novas formas de onda, em destaque o GFDM
[8], que é um forte canditado devido sua grande flexibilidade
na configuração do quadro de dados, ou seja, personalizável
por aplicação.

A padronização 5G deverá atender a quatro principais
cenários de aplicação. O Bitpipe é dedicado a aplicações
com altas taxas de transmissão de dados para usuários com
baixa mobilidade, com palavra-código de 1920 bits. Este é
mais indicado para aplicações com múltiplos usuários, po-
dendo decodificar a palavra-código de forma independente
de outros usuários. Este cenário é objeto de estudo neste
artigo. O WRAN que é dedicado a aplicações com altas taxas
de dados para usuários com diferentes graus de mobilidade
e também para ambientes rurais. O Internet tátil consiste
em transmissões com baixa latência na qual o tamanho da
palavra-código é de apenas 480 bits. E o último cenário,
da comunicação M2M e IoT, concentra-se nas transmissões
realizadas entre máquinas e dispositivos de Internet das coisas.
A Tabela 1 ilustra os requisitos mencionados para os diferentes
cenários do 5G, na qual Rb é a taxa de transmissão; N é
comprimento da palavra-código c; t é a latência e R é a taxa
de codificação.

TABELA I
REQUISITOS-CHAVE PARA OS DIFERENTES CENÁRIOS

Bitpipe WRAN Int. Tátil MCT IoT
Rb Rb>10Gbps Rb>10Mbps - 1Kbps<Rb<10Mbps
N 1920 1920 480 480
t t<10ms t<100ms t<1ms 1ms<t<100ms
R 5/6 1/4 0,53 0,53

O Bitpipe tem como requisito a taxa de codificação R =
5/6 com comprimento de palavra-código N = 1920 bits. Para
alcançar N deste cenário é necessário puncionar o Código
Polar, que é originalmente projetado para comprimento de
código N = 2n, com n ≥ 1.

Shin [10] propõe um técnica de puncionamento baseada em
método empı́rico e sub-ótimo, com uso da matriz geradora
GN permutada. Define dois processos: codeword-puncturing
e o information-refreezing. O método consiste em busca
exaustiva da combinação de colunas puncionadas até encontrar
uma matriz geradora com maior Exponent. Descreve ainda
um algoritmo para encontrar as linha da matriz geradora a
serem puncionadas. Zhang [9] apresenta uma técnica de busca
exaustiva para encontrar bons padrões de puncionamento. Tem
como critério uma relação entre o peso das colunas de GN
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e evolução de densidade de polarização por aproximação
gaussiana para definir os canais com bits congelados. Kim
[12] propõe várias melhorias na técnica de puncionamento
baseada na evolução de densidade para tornar a busca mais
eficiente, porem seus resultados não serão comparados devido
a diferença nos métodos de decodificação utilizados. Hof [11]
propõe como estratégia de puncionamento o cortes nos grafos
de codificação e decodificação, e sugere de forma empı́rica
que os cortes correspondentes ao puncionamento de GN sejam
coincidentes com a seguência de decodificação. Este artigo
apresenta uma técnica de puncionamento que faz uso tanto
da redução de matriz descrita em [10] e como da eficiência
de busca descrita em [12]; assim como a forma de restrigir
o espaço de busca exaustiva descrito em [9], porém usando a
polarização do canal como restrição do espaço de busca.

Este artigo está organizado de forma a termos na Seção II
o modelo de sistema; na Seção III os principais conceitos dos
Códigos Polares; na Seção IV uma descrição do punciona-
mento proposto; na Seção V as simulações obtidas e na Seção
VI a conclusão deste artigo.

II. MODELO DE SISTEMA

Na Fig.1 temos o diagrama de blocos que representa o
modelo de transmissão de dados que iremos adotar neste
artigo.

É

                                        Fig. 1. Modelo de transmissão.

Neste sistema, m é a mensagem binária a ser transmitida, 
m ∈ <1xk. através da matriz geradora G que a mensagem 
m é codificada, g erando a  mensagem c odificada c,  ou  seja, 
c = m · G com c ∈ <1xN . A mensagem codificada c  é então 
transmitida por um canal com ruı́do branco aditivo e gaussiano 
(AWGN), produzindo como resultado a mensagem ruidosa r, 
ou seja, r = c + n, onde n é a parcela correspondente ao 
ruı́do. Na etapa de decodificação, o algoritmo de decodificação 
observa r com o objetivo de detectar m. Chamamos m̂ de 
mensagem detectada, e se m̂ = m dizemos que a mensagem 
foi plenamente recuperada.

III. C ́ODIGOS POLARES

Os Códigos Polares, introduzidos por E. Arikan em 
2009 [13], são baseados no fenômeno conhecido como 
polarizaç ̃ao de canal, onde um canal W é transformado em 
dois tipos de canais sintetizados, mas com diferentes con-
fiabilidades: o  b om ( W+) e  o  r uim ( W−). A o aplicar 
continuamente a polarizaç ̃ao sobre os canais sintetizados, 
grande parte dos canais resultantes tende a dois extremos: os 
canais ruidosos e os canais quase-livres de ruı́dos. Portanto, a 
estratégia é transmitir os bits de informação sobre os canais 
sem ruı́do e fixar e m z ero o s b its s obre o s c anais ruidosos, 
chamados bits congelados.

Seja W : X → Y um canal B-DMC (Binary Discrete 
Memoryless Channel) com alfabeto de entrada X = {0, 1} e

alfabeto de saı́da Y arbitrário, com probabilidade de transição
dada por W (y|x), x ∈ X e y ∈ Y . WN é o canal formado
por N cópias de W , representado por WN : XN → Y N com

probabilidade WN (yN1 |xN
1 ) =

N∏
i=1

W (yi|xi).

Na notação utilizada, aj
i é um vetor (ai, . . . , aj), aji,o é um

subvetor com ı́ndices ı́mpares e aji,e é um subvetor com ı́ndices
pares. O sı́mbolo ⊕ representa a operação soma mod-2. Já o
sı́mbolo ⊗ representa o produto mxn de Kronecker, definido
como:

A⊗ B =

 A11B · · · A1nB
...

. . .
...

Am1B · · · AmnB

 (1)

A. Polarização de canal

No processo de polarização de canal, N canais são sinte-
tizados com N cópias do canal W , através de duas etapas:
a primeira etapa consiste de uma combinação de canais e a
segunda etapa consiste na divisão destes canais. Chamamos
de polarização o fato da capacidade do canal I(W ) convergir
para 0 ou 1 quando N tende ao infinito.

Na primeira etapa, N cópias do canal W são combinadas
de maneira recursiva para produzir o vetor de canal
WN : XN → Y N . Este procedimento recursivo é inicializado
com W1 = W , uma cópia de W . Na próxima recursão são
combinados dois canais W1, como mostrado na Fig.2, e
construı́do o canal W2 : X2 → Y 2 com a probabilidade de
transição dada por:

W2(y
2
1 |u2

1) = W (y1|u1 ⊕ u2)W (y2|u2) (2)

                                   Fig. 2. Canal W2

Procedendo sucessivamente de maneira recursiva, obtemos 
canais de maior ordem. De forma geral, o canal WN : 
XN → Y N é construı́do através da combinação de duas 
cópias independentes do canal WN/2.

Na etapa de divisão, os canais sintetizados são reagrupados 
pelo grau de polarização. Para o canal WN , a probabilidade 
de transição é definida como:

W 2i
2N (y2N1 , u2i−1

1 |u2i) =

1

2
W

(i)
N (yN1 , u2i−2

1,o ⊕ u2i−2
1,e |u2i−1 ⊕ u2i)

·W (i)
N (y2NN+1, u

2i−2
1,e |u2i)

(3)
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e
W 2i−1

2N (y2N1 , u2i−2
1 |u2i−1) =∑

u2i

1

2
W (i)

n (yN1 , u2i−2
1,o ⊕ u2i−2

1,e |u2i−1 ⊕ u2i)

·W (i)
N (y2NN+1, u

2i−2
1,e |u2i)

(4)

B. Algoritmo de codificação
Os Códigos Polares possuem codificadores baseados em

simples mapeamentos lineares [14]. Para uma palavra código
de tamanho N a matriz FN é definida como FN = F⊗n, com
N = 2n, n ≥ 1 e F⊗n para o enésimo produto de Kronecker
para a matriz F =

[
1 0
1 1

]
.

Dado o vetor de entrada m = uN
1 e o vetor de saı́da

c = xN1 , o mapeamento u → x é dado por xN1 = uN
1 · GN ,

em que GN = B · F⊗n é a matriz geradora, onde B uma
matriz de permutação que guarda a seguência de combinação
da construção do canal e F⊗n = F⊗F⊗(n−1), como pode ser
exemplificado na construção de uma matriz F⊗3:

F⊗3 =

[
F⊗2 0
F⊗2 F⊗2

]
=


F 0 0 0
F F 0 0
F 0 F 0
F F F F



=



1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1


Para o modelo de sistema, podemos escrever: vetor de

entrada m, vetor de saı́da c, e o mapeamento m → c é dado
por

c = m ~ GN, (5)

em que GN = B · F⊗n e F⊗n = F⊗ F⊗(n−1), m = [l f], em
que l representa os k bits de informação e f são os n− k bits
congelados. Na Eq.6 temos um exemplo da operação ~ para
um caso com uma mensagem de 2 bits:

c = m ~ GN = [m1,m2]~

[
G11 G12

G21 G22

]
= [(m1 ·G11)⊕ (m2 ·G21), (m1 ·G12)⊕ (m2 ·G22)]

(6)

em que ‘·’ é a operação lógica AND e ‘⊕’ é a operação lógica
XOR.

C. Algoritmo de Decodificação
Na decodificação é utilizada a técnica por cancelamento

sucessivo [15], em que os valores m = uN
i são estimados

da forma:

û =


ui se i ∈ Ac

0 se i /∈ Ac e L
(i)
N (yN1 , ûi−1

1 ) ≥ 1

1 se i /∈ Ac e L
(i)
N (yN1 , ûi−1

1 ) < 1

(7)

em que Ac é o conjunto dos bits congelados e

L
(i)
N (yN1 ,ui−1

1 ) =
W

(i)
N (yN1 , ûi−1

1 |0)
W

(i)
N (yN1 , ûi−1

1 |1)
(8)

é o valor estimado para cada ı́ndice, calculada de forma
recursiva na forma:

L
(i)
N (yN1 ,ui−1

1 ) =

{
f(a, b) para i ı́mpar (o)
g(a, b, ûi−1) para i par (e)

(9)

em que

f(a, b) =
a · b+ 1

a+ b
e g(a, b, s) = a1−2s · b (10)

e

a = L
i/2
N/2(y

N/2
1 , ûi−1

1,o ⊕ ûi−1
1,e ) e b = L

i/2
N/2(y

N
N/2, û

i−1
1,e )

(11)
onde f(a, b) é aplicado nos ı́ndices ı́mpares, g(a, b, ûi−1) é
aplicado nos ı́ndices pares, a e b são resultados parciais, ou
seja, as estimativas das etapas anteriores também de acordo
como os ı́ndices pares e ı́mpares. Na Fig.3 temos o grafo do
algoritmo de decodificação, L(i)

N (yN1 ,ui−1
1 ), para N = 8, com

destaque para os nós pares e ı́mpares onde as Eq.10 e Eq.11
são aplicadas.

Fig. 3. Grafo do algoritmo de decodificação

Por exemplo, observe que o nó L
(1)
2 é calculado com a

função f(a, b), sendo que a = L
(1)
1 e b = L

(2)
1 . Para o nó

L
(2)
2 é aplicada a função g(a, b, ûi−1), sendo que ûi−1 é o

resultando anterior, ou seja, L(1)
2 .

IV. PUNCIONAMENTO DE CÓDIGOS POLARES

A. Notação

Seja GN uma matriz geradora de polarização de dimensão
NxN , não singular, com ı́ndice de linhas i = 1, . . . , N e
ı́ndice de colunas j = 1, . . . , N , com regra de formação GN =
B · F⊗n, N = 2n, n ≥ 1 e F⊗n, e o enésimo produto de
Kronecker. Podemos definir:
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• GN = [rT1 , . . . , rTN ]T = [c1, . . . , cN ], matriz representada
pelos vetores ri, ou ainda pelos vetores cj ;

• Di = dH [ri, < ri−1, . . . , rN >], a distância parcial de
GN , que corresponde à mı́nima distância de Hamming
entre o vetor ri e o conjunto dos demais vetores <
ri−1, . . . , rN >, e DN = dH(rN , 0);

• E(GN ) = 1
N

N∑
i

lognDi, é o Exponent de GN ;

• wj = P (cj), é o peso do vetor cj , definido como a soma
dos 1s, é a cardinalidade das colunas da matriz geradora;

• p = [p1, . . . , pN ], é o vetor de polarização, em que cada
elemento pi está associado ao vetor rTi ;

• M = [m(p1), . . . ,m(pN )], é o ı́ndice de polarização,
vetor posto do vetor de polarização, em que m(pi) é o
operador posto;

• B = [b1, . . . , bN ]T é a ordem dos vetores rTi utilizados
na decodificação;

B. Puncionamento Proposto

O puncionamento de uma matriz GN consiste em reduzir
sua ordem, ou seja, obter N ′ tal que N ′ < N , sendo necessário
um critério para eliminar da matriz geradora as linhas e
colunas simultaneamente, onde os ı́ndices eliminados de linha
e coluna são iquais, ou seja, i = j.

Para um puncionamento q, a nova ordem da matriz é dada
por N ′ = N − q. Podemos inferir que existe um conjunto
de matrizes resultantes do puncionamento, {Gr

N ′}, todas de
dimensão N ′xN ′, que é formado pelas matrizes resultantes das
CN

N−q combinações possı́veis de puncionamento, sendo G∗N ′

a matriz puncionada de menor taxa de erro por bits (TEB).
De forma analoga, temos que G∗N ′ ∈ {Gr

N ′} e r = 1, . . . ,H
onde x = CN

(N−q) é o total de matrizes. Para obter o conjunto
de matrizes puncionadas pelo método proposto faz-se

Gr
N ′ ← GN − [M′]H1 (12)

em que [M′]H1 é o subconjunto dos possı́veis H valores de
M usadas como critério de puncionamento. A melhor matriz
puncionada é obtida por

G∗N ′ = arg min
{Gr

N′}
TEB (13)

No Algoritmo 1 temos a descrição do método proposto neste
artigo, onde o puncionamento é baseado na redução da matriz
geradora, utilizando como critério o ı́ndice de polarização M.

Algorithm 1 Método de Puncionamento
1: Dado o puncionamento q
2: Dado GN

3: Dado M
4: Indexar cada linha e coluna por {1,2,...,N}
5: for i = 1:q do
6: Achar menor valor de M e salvar sua posicão em X
7: Substituir posição X em M com valor N+1
8: Eliminar linha e coluna com ı́ndice iqual a X
9: end for

Após exaustivos testes com as diversas possibilidades de
combinações de puncionamento gerado pelo algoritmo pro-
posto, constatamos que o melhor desempenho tende a ser
obtido com o uso do ı́ndices crescentes de polarização. Ao
compararmos os ı́ndices de polarização do canal puncionado
com a cardinalidade das colunas correspondentes da matriz
geradora, observamos que existe uma correspondencia entre os
ı́ndices de polarização dos canais puncionados com as colunas
de menor cardinalidade da matriz geradora.

C. Exemplo
Como exemplo, para puncionamento de G8 para G6, pelo

ı́ndice da polarização, considerando M = [8, 5, 7, 6, 3, 4, 2, 1]
as linhas de G8 a serem eliminadas são as 7 e 8, e respecti-
vamente as colunas 7 e 8, como pode ser visto abaixo:

G8 =



1 0 0 0 0 0 | 0 0
1 1 0 0 0 0 | 0 0
1 0 1 0 0 0 | 0 0
1 1 1 1 0 0 | 0 0
1 0 0 0 1 0 | 0 0
1 1 0 0 1 1 | 0 0
− − − − − − + − −
1 0 1 0 1 0 | 1 0
1 1 1 1 1 1 | 1 1



G6 =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0
1 0 0 0 1 0
1 1 0 0 1 1



(14)

V. SIMULAÇÃO

Nesta seção apresentamos os resultados da simulação dos
Códigos Polares, sem e com puncionamento. Medimos a TEB
contra a razão sinal-ruı́do, definida como a razão entre a
energia do bit, Eb, e a densidade espectral de potência, N0, em
dB. Reduzimos a matriz G2048 para a matriz G1920 usando a
técnica proposta neste artigo, e para efeito comparativo, temos
as curvas simuladas usando o método descrito por Zhang [9] e
por Hof [11]. Incluı́mos também a matriz G2048 com taxa 1/2
e com puncionamento aleatório. Em todos os casos simulados,
a G1920, já puncionanda, está com taxa R = 5/6 (1600/1920).
Vale observar que as curvas do puncionamento intencional
produzem um desempenho superior ao do puncionmaento
aleatório.

VI. CONCLUSÃO

Para o cenário 5G Bitpipe, N = 1920 bis e taxa de
5/6, a técnica proposta de puncionamento demonstrou possuir
um melhor desempenho comparado as demais técnica. Para
um valores de TEB inferior a 10−4 tem-se um ganho de
até 0,5dB na razão sinal-ruı́do. Podemos inferir que ocorre
porque a técnica proposta utiliza de forma explicita a estrutura
de polarização de canal, o que não ocorre com as outras
técnicas de puncionamento. Podemos constatar também que
as técnicas de puncionamento basedas em [9] e [11] possuem
um desempenho equivalente.
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XXXV SIMPÓSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAÇÕES E PROCESSAMENTO DE SINAIS - SBrT2017, 3-6 DE SETEMBRO DE 2017, SÃO PEDRO, SP

Fig. 4. Comparação de Códigos Polares sem e com puncionamento.
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