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Quantizagao vetorial utilizando codigos esféricos
em camadas de toros

Fabiano Boaventura de Miranda e Cristiano Torezzan

Resumo— Neste trabalho apresentamos uma proposta de
quantizador vetorial de fontes gaussianas que combina cédigos
esféricos em camadas de toros e a técnica shape/gain. Os conceitos
basicos de cédigos esféricos em camadas de toros sdo revisados e
exemplificados através da construcio de um quantizador vetorial
para o shape, em dimensao 48, que utiliza o reticulado Leech, em
dimensao 24, como pré-imagem. O principal custo computacional
para a quantizacio, consiste em decodificar em um reticulado, na
metade da dimensio do codigo. No exemplo proposto, utiliza-se
um algoritmo polinomial de decodificacdo do reticulado Leech.
Para a quantizacao do gain, um quantizador escalar é otimizado
pelo algoritmo de Lloyd-Max para uma taxa definida a priori.
O processo proposto ¢ descrito em detalhes e alguns resultados
de simulacées numéricas sdo apresentados, mostrando que o
esquema proposto neste trabalho pode superar os melhores
quantizadores vetoriais esféricos conhecidos na literatura.

Palavras-Chave— Quantizacido vetorial,
Codigos esféricos, Compressio de dados.

Fontes gaussianas,

Abstract—1In this paper we present a novel approach to the
problem of vector quantization for gaussian sources, combining a
spherical code in layers of flat tori and the shape/gain technique.
The basic concepts of spherical codes in tori layers are reviewed
and exemplified by a 48-dimensional vector quantizer for the
shape, which uses the 24-dimensional Leech lattice as its pre-
image. A scalar quantizer is optimized for the gain using Lloyd-
Max algorithm for a given rate. The main complexity cost refers
to the lattice decoding, which is done in the half of the code
dimension. In the proposed example, we apply a polynomial
algorithm for the Leech lattice decoding. The proposed quantizer
is described in details and some numerical results are presented
showing that our approach may outperform some competitive
state-of-art technique for vector quantization.

Keywords— Vector quantization, Gaussian sources, Spherical
codes, Data compression.

I. INTRODUCAO

A quantizag¢do é um procedimento que consiste em mapear
um conjunto de dados de um dominio continuo (ou muito
grande) para um dominio enumerdvel (em geral finito). O
arredondamento e o truncamento de niimeros reais sdo exem-
plos simples de quantizacdo. Na drea de processamento de
sinais, a conversdo analdgico-digital é um exemplo usual.
Dependendo do contexto, a quantizagdo pode ser vista como
um processo similar a compressdo de dados, onde admite-
se alguma perda de informacdo em troca de simplificar a
representacdo de dados e, assim, obter vantagens em termos
de armazenamento. A diferenga entre o valor de uma varidvel
e sua versdo quantizada é denominada erro de quantizacdo
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e é uma das principais métricas de desempenho de um
quantizador.

Em termos gerais, existem trés problemas importantes en-
volvendo a quantizagdo de fontes: projetar o quantizador,
mensurar o erro médio observado (distor¢do) ao recuperar
os dados quantizados e gerenciar o custo computacional (ou
tempo gasto) para codificar cada varidvel proveniente da fonte.

Neste trabalho estamos interessados em um processo es-
pecifico, denominado quantizagcdo vetorial, que consiste em
mapear vetores de um espaco k-dimensional em um conjunto
finito (ou enumeravel) de pontos.

A énfase serd dada a um método de quantizacdo vetorial
conhecido pelo termo em inglés shape/gain (forma/ganho),
que explora uma combinagdo de quantizacao escalar e esférica.
A ideia basica consiste em representar cada vetor x € R¥,
pelo vetor & = g € R¥, onde § é um escalar que representa
a quantizagdo do valor ¢ = ||z|| (denominado gain) e § é
o ponto de um cédigo esférico que estd mais préximo do
vetor s = x/g (denominado shape). O erro quadrdtico de
quantizagio é mensurado por d = ||z — £||? e o sistema de
quantizacio deve ser projetado de forma a minimizar o erro
quadritico médio (MSE). Mais detalhes sobre a quantizacio
shape/gain podem ser encontrados em [3], [6]. A Figura 1
ilustra a quantizacio de um vetor x = gs € R2.

A

o Pontos do
c6digo esférico

>

Fig. 1. Tlustragdo do processo de quantizagio vetorial shape/gain em R2.

Neste artigo apresentamos uma nova proposta de
quantizacdo para o shape, que utiliza codigos esféricos em
camadas de toros [2] para mapear pontos do reticulado Leech
da dimensao 24 para a dimensdo 48. Para a quantizacdo do
gain utiliza-se, como usual, um quantizador escalar, otimizado
pelo algoritmo de Lloyd-Max.

Na secdo II apresenta-se uma breve revisdo sobre a
construcdo de codigos esféricos em camadas de toros e
descreve-se trés familias de cdédigos que serdo utilizadas
nas simula¢des computacionais. Na secdo III o processo
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de quantizagdo vetorial é descrito, com énfase na técnica
shape/gain e no uso de cédigos esféricos em camadas de toros.
Na secdo IV apresentamos alguns resultados de simulag¢des
computacionais utilizando o quantizador proposto neste tra-
balho e comparamos os resultados com o quantizador descrito
em [1], que é considerado uma referéncia para codificagdo ve-
torial de fontes gaussianas. Os resultados numéricos mostram
que o quantizador proposto neste trabalho pode superar os
resultados de [1], para algumas alocacdes de taxas.

II. CODIGOS ESFERICOS EM CAMADAS DE TOROS

Um cédigo esférico € um subconjunto da esfera k-
dimensinal S*~! C R* e pode ser visto como a generalizacio
natural das constelagdes planares M-PSK (Phase Shift Keying)
para dimensdes superiores a 2. Desde o trabalho pioneiro de
Shannon [13], tais cdédigos tém sido extensivamente explo-
rados para a transmissdo de sinais através um canal gaussiano
[3].

Alternativamente, pontos distribuidos sobre a esfera unitaria
possuem diversas outras aplicagdes, incluindo a construgdo de
quantizadores vetoriais, como proposto em [4] e investigado no
presente artigo. Dentre as diversas maneiras possiveis para se
construir codigos esféricos, neste trabalho focamos em codigos
construidos em camadas de toros.

Os cddigos esféricos em camadas de toros foram introduzi-
dos em [1] e posterioriormente detalhados em [2]. A ideia
central da construgdes desses cdodigos consiste em explorar
a folheagdo da esfera unitdria 2k-dimensional, S?*~1 c R2¥,
por toros planares e mapear conjuntos regulares de pontos (e.g.
reticulados) da dimensdo k para a 2k. Uma das principais van-
tagens dessa constru¢do € que tanto o processo de construcao
do cddigo, quanto procedimentos de decodificacdo podem ser
realizados na metade da dimensdo do cddigo, reduzindo sua
complexidade computacional.

A seguir, apresentamos uma breve revisdo, baseada em [1],
sobre a construgdes dos codigos esféricos em camadas de
toros.

Seja ¢ = (c1,¢2,...,¢;) € S¥1 C R¥, ¢; > 0 com

k
Y cd=ley= v .. u) € R Seja & : RF — R

i=1
definida por

De(y) = (61 <cos y—l, seny—l) e, Ch (cos y—k, seny—k)> , (D
c1 c1 Ck Ck

a imagem de ®¢ € o toro T¢, um objeto k-dimensional
na superficie esférica unitdria S?*~!. Como a fungio ®¢ é
periddica, o toro T¢ € também a imagem dos pontos restritos
a caixa k-dimensional

Pe=(yeRF0<y <2r¢), 1<i<k. )

Dados k > 2 e d € (0,v/2), seja C(k, d) um cédigo esférico
k-dimensional qualquer, com distancia minima maior ou igual
a d. O cédigo Cr(2k,d) é construido em duas etapas, como
se segue [2]:

i) Selecionamos os pontos em C(k,d) que possuem so-

mente coordenadas ndo negativas. Vamos denotar este
sub-cédigo por

C(k,d)y = {c e Clk,d) :

Cada ponto ¢ € C(k,d)4 define um toro planar 7¢ na
esfera unitaria S2F—1.

ii) Para cada toro T¢ definido por C(k,d), determinamos
um conjunto finito de pontos

Yr. C Pe, e Yr, ={y;0 < y; <27}
tal que
||q)c(y) - (I)C(m)H > d’ v T,Y, € YTC

O cdédigo esférico em camadas de toros é

Cr(2k,d)= |

ceC(k,d)

O(Yr,)

Como observado em [2], a estrutura de um Crp(2k,d)
estd diretamente relacionada ao sub-cédigo C(k,d); e ao
conjunto de pontos Y7, escolhidos. Em (i) € desejdvel que
C(k,d), tenha boa densidade de empacotamento em S*~1
e, se possivel, alguma propriedade algébrica ou geométrica.
Inclusive um cddigo esférico ndo estruturado pode ser usado,
uma vez que a cardinalidade dos toros € pequena em relagio ao
nimero de pontos no cédigo. Para a etapa (ii), consideramos
nos exemplos construidos para este trabalho pontos de algum
reticulado k-dimensional conhecido. A Figura 2 ilustra o
procedimento de constru¢do de uma das camadas de um
cédigo esférico Cr(4, d).
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A. Codigo esférico em camadas de toros em dimensdo 48

Nesta se¢do descrevemos trés familias de cddigos esféricos
em dimensdo 48, construidos a partir do reticulado Leech
(na dimensdo metade) que serdo utilizados no quantizador
proposto neste artigo. Estes codigos esféricos serdo denotados
por C7(48,d).

Para etapa (i) da constru¢iio devemos escolher um subcon-
junto de pontos C'(k, d)1 que definirdo as camadas dos toros.
Neste trabalho, consideramos familias de codigos propostas
em [2] e [14], cujos pontos C(k,d)+, que definem os toros,
sdao obtidos pelo conjunto das permutacdes do vetor

(t,1,...,1)
c(t) = e
V232 +¢2
onde o parametro t € ajustado de acordo com a distancia
minima pretendida. Esta abordagem produz 24 toros idénticos,
com distancia minima dada em funcdo de ¢ por [2]

(t—1)V2
V232 + 12
Por exemplo, para ¢ = 1.0705 temos 24 toros simétricos com
distdncia minima d = 0.0203.

Outro exemplo de c6digo C(k, d) pode ser obtido a partir
das permutacdes do vetor

3)

d(t) = @)

(e; +te)
() = &erte) 5
emque e = (1,...,1) € R?, ¢ > 0 e e; € 0 i-ésimo vetor

candnico de R?*, Esta abordagem também produz 24 toros
idénticos, com distancia minima dada em funcdo de ¢ por [14]

2
d(t) = L
V242 + 2t + 1
Além desses toros, também utilizamos como alternativa

para a etapa (i), um conjunto de toros C'(k,d) obtido pelas
permutagdes do vetor

p(t) =

(6)

(1,1+t,...,1+23t)
ARV((EE

Esta abordagem produz 24! toros idénticos, com distancia
minima dada em funcdo de ¢ por [2]

B tv/2
YR VaraR

O uso de diferentes conjuntos para definir os toros
(C(k,d)+) tem por finalidade tornar as constru¢des mais
versateis em termos de distdncia minima e taxas bindrias.

Para a etapa (ii), ap6s definido o c6digo C'(k, d) utilizando
algum dos procedimentos descritos acima, escalonamos os
pontos do reticulado Leech para que tenham distancia minima
d e alocamos um conjunto finito de pontos desse reticulado
dentro de cada toro T¢. Como os toros gerados possuem as
mesmas coordenadas, a menos de permutacdo, a quantidade
de pontos em cada toro serd a mesma. O cddigo esférico
Cr(48,d) serd formado pela unifio das imagens de cada toro
pela funcdo (2). Por exemplo, definindo os toros pela equacdo
(3), com distincia minima d = 0.1, teremos ¢t = 1.35234, taxa

)

d(t)

®)

R = 2.35 bits por dimensdo e o nimero de pontos no cédigo
C7(48,0.1) serd de aproximadamente 1.07091 x 1034,

Nas simula¢des computacionais realizadas, o parametro ¢ foi
ajustado em funcdo da taxa desejada do quantizador, quanto
maior a taxa desejada, menor deve ser a distancia minima para
que o cédigo comporte mais pontos.

Na préxima secdo descrevemos como os codigos esféricos
podem ser utilizados para projetar um quantizador vetorial.

III. QUANTIZAGCAO VETORIAL UTILIZANDO CODIGOS
ESFERICOS EM CAMADAS DE TOROS

A. Quantizagdo vetorial shape/gain

Seja x = (1,22, -+ ,2x) € R¥ uma sequéncia de varidveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas (iid),
com funcdo de densidade de probabilidade (fdp) dada por
p(z). O processo de quantizagdo da fonte envolve duas etapas:
codificagdo e decodificac@o. O codificador associa a sequéncia
x a um tnico indice Q(x) € {1,2,--- ,2*F}. O decodificador
representa & por um estimador & associado ao indice Q(x).
O valor R é denominado taxa de quantizagdo, em bits. Se
definido o niimero de bits que ird representar a informacao, o
nimero de palavras cédigo no diciondrio serd dado por

N =2kR, 9)

O erro no processo de quantizacdo vetorial (QV) ¢é de-
nominado distor¢do e pode ser mensurado pelo quadrado da
distancia euclidiana entre o vetor quantizado e o vetor de
entrada. Se x € o vetor de entrada e & € o vetor quantizador
entdo a distor¢do é dada por:

k
d(wa aA:) = Z(xl - :%2)2
i=1
O erro quadriatico médio (MSE) por dimensdo € definido
como sendo a esperanga do quadrado da distancia euclidiana
por dimensdo, ou seja,

(10)

D= %E[d(w,:ﬁ)]. (11)

Uma medida alternativa para mensurar o desempenho do
quantizador € a SNR, do inglés signal-to-noise ratio, definida
como 5 )

T
SNR = 10log;, 7[“DH ] ,

(12)
onde a unidade de medida é a decibels (dB) e E[||z|?] é a
poténcia (energia) do sinal de entrada com relagdo a norma
euclidiana. Pode-se dizer que o SNR compara o nivel do
sinal desejado pela distor¢do gerada pelo quantizador. Assim,
minimizar o MSE equivale a maximizar o SNR.

Existe um limitante inferior teérico para fontes gaussianas,
proposto por Shannon [6], que expressa a distor¢do D em
funcdo da taxa R e da variancia o2 através da equacio

D(R) = 022728, (13)

Pode-se mostrar que esse limitante é alcancado assintotica-
mente fazendo (k — o0), obtendo um limitante superior para
quantizacdo de fontes gaussianas dado por

SNR* = 6.02R dB. (14)
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Como o propésito bdsico de qualquer quantizador ¢é
minimizar o MSE, as técnicas se diferenciam principal-
mente na maneira de distribuir os pontos do quantizador no
espaco. Neste trabalho propomos a utilizacdo do esquema de
quantizagdo esférica shape/gain, descrito como segue.

Seja € R um vetor de varidveis aleatérias gaussianas
iid, o gain de x é representado por g = ||z|| e seu shape por
s = ﬁ Assim, x = gs. Como o gain de x é um escalar, ou
seja, g € R e o shape € um vetor, a quantizacao shape/gain € a
composicao de uma quantizagdo escalar com uma quantizacao
vetorial. Chamaremos de § o valor que quantiza g ¢ § a
quantizacdo do vetor s. Assim, o vetor & que quantiza x é
dado por & = ¢, conforme ilustrado na Figura 1 .

A quantiza¢do do gain pode ser feita utilizando qualquer
quantizador escalar otimizado. Neste trabalho utilizamos um
quantizador escalar definido através do algoritmo de Lloyd-
Max, com uma taxa fixada a priori.

Para a quantizacdo do shape utilizaremos pontos de um
codigo esférico em camadas de toros construidos especifica-
mente para esta finalidade.

Assim, se Cq =1,...,Ng e Cs = 1,..., Ng representam,
respectivamente, os diciondrios dos quantizadores do gain e do
shape, o diciondrio do quantizador serd dado por C' = Cy xCsg
e o nimero de palavras em C é dado por N, = NyNg.

A codificacdo pode ser realizada em duas etapas: calcula-
se g e encontra-se § no diciondrio (codebook) C,, que pode
ser encontrado através do algoritmo de Lloyd-Max e entdo,
separadamente, calcula-se s e decodifica-se § no dicionario C'g
do shape, obtendo por fim, o vetor & = §S. A cardinalidade
do diciondrio do quantizador shape/gain é dada por

ICI =Gl Csl- (15)

A taxa R deste quantizador é medida somando-se a taxa da
quantizagdo do gain R, com a do shape Rs, R = R, + Rg,
logo

logy, Ny log, Ng

log, N,.N,
R=Ry;+ Rs = i + 3 =Og2kg =5

O processo shape/gain pode ser representado pelo esquema
da Figura 3.

(16)

9 ) g
||| 1 decodifica g J

x x
ﬁ | S | decodifica s s

Fig. 3. Esquema do processo shape/gain

B. Quantizador vetorial shape/gain para codigos esféricos em
camadas de toros

O processo de quantizacdo vetorial shape/gain para c6digos
esféricos em camadas de toros pode ser descrito como segue.

Dada uma taxa R = Rs + 7, e uma distincia minima d,
teremos N = 22¢% pontos para distribuirmos entre os dois
diciondrios Cy e Csg.

Seja © € R?*, onde z; é a realizagio de uma varidvel
aleatéria gaussiana idd. Decomponha x = gs conforme
descrito na Se¢do anterior. Utilizando o algoritmo de Lloyd-
Max o diciondrio C, é construido com |C,| = 22FRs ¢ ¢
possivel encontrar § € Cy tal que § = argmin; |g — §;| para
i=1,2,...,|Cql

De forma independente, o ponto § € Cs é encontrado tal
que 5 = argmingecc,(2x,a) |8 — Y|, isto é, & € o ponto
do codigo esférico que estd mais proximo de s. Para esse
propdsito pode-se utilizar um algoritmo de decodificagao,
como o proposto em [2] para cédigos em camadas de toros.

A decodificagdao de x consiste simplismente em computar
& = ¢§ e o erro do processo é medido em termos de MSE.

O esquema descrito acima pode ser resumido no Algoritmo

1.

Algoritmo 1: Quantizador shape/gain para Cp(2k, d)
Entrada: = ¢ R*

Saida: &

1 inicio

2 Compute g = ||| e s = %.

3 Use o diciondrio do gain para quantizar o escalar g como g.

4 Encontre o indice £ que identifica o toro 7T,s mais préximo
de s.

5 Gere as coordenadas de s dentro da caixa Pp¢ e encontre o
ponto a mais préximo no reticulado escolhido.

6 Calcule 8 = P (a).

7 Obtenha o vetor quantizado: & = §5.

8 fim

IV. RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Nesta se¢do apresentamos resultados computacionais obti-
dos com a proposta do quantizador vetorial esférico apresen-
tado neste artigo.

O diciondrio do quantizador vetorial proposto foi otimizado
experimentalmente e sua performance foi calculada com base
em 504.000 varidveis gaussianas aleatérias independentes e
identicamente distribuidas (iid) divididas em blocos de 10.500
vetores de tamanho 48. Para decodificacdo do shape, im-
plementamos o decodificador de distancia-limitada para o
reticulado Leech apresentado em [9], [11].

A Tabela I apresenta uma comparagdo entre o SNR médio
do quantizador proposto neste trabalho com resultados apre-
sentados na Tabela III do artigo [3] e o limitante de Shannon.

A Figura 4 apresenta um grafico SNR (em dB) em fungio
da taxa (em bits/dimenséo) para quantizadores Cr construidos

TABELA 1
TABELA DE COMPARAGAO DO QUANTIZADOR Cr (48, d) COM 0S
RESULTADOS DESCRITOS NA TABELA III DO ARTIGO [3]

bits/dimensao
Método 2.5 3 4 5 5.5
Limitante de Shannon 15.05 18.06 | 24.08 30.10 33.11
QV usando C1 (48, d) 14.61 17.70 | 23.43 | 29.74* 32.90
QV usando Wiy, 14.19* | 17.36 | 23.33 29.29 32.28%*
QE Lloyd-Max 11.96* | 14.62 | 20.22 26.02 28.95*
QE uniforme 11.76% | 14.27 | 19.38 24.57 27.20%

* Valores estimados.
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com base na familia de cddigos descrita em (5). A medida
que o valor do parametro ¢ aumenta, a taxa do shape também
aumenta e o valor do SNR cresce, acompanhando o limitante
de Shannon até atingir um platd assint6tico em torno de 21dB.

45 T T T T T

Limitante de Shannon
CT(48,d) 1

401 x

35

30

25

SNR

20

15

10

5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

bits

Fig. 4. Distor¢do em SNR para quantizadores C construidos com base na
familia de cédigos descrita em (5) para 0.3536 < ¢t < 0.7071.

V. CONCLUSOES

Neste trabalho descrevemos um quantizador vetorial, uti-
lizando a técnica de quantizacdo shape/gain, para cOdigos
esféricos em camadas de toros. Este quantizador obteve de-
sempenho superior ao quantizador Wj,, proposto em [3],
que € considerado uma referéncia em quantizacdo vetorial de
fontes gaussianas através de cédigos esféricos.

Além do ganho em termos de distor¢cdo, o quantizador
apresentado neste trabalho apresenta vantagens em termos de
complexidade computacional, pois permite decodificar vetores
do R*® utilizando o mesmo decodificador para o reticulado
Leech usado em [3], sendo essa a etapa mais cara do pro-
cesso de decodificagdo. No entanto, o cédigo esférico Wiy, ,
utilizado em [3], possui dimensdo igual a 25, ou seja, é
possivel atingirmos complexidade computacional similar ao
Wa,, para quantizar em R o que pode significar uma
importante vantagem em muitas aplicacgoes.
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