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Grafos de Contextos de Sistemas Dinamicos
Simbolicos de Memoria Infinita

Vilmar Silva, Daniel P. B. Chaves, Cecilio Pimentel

Resumo— A teoria de sistemas dinamicos simbolicos, que
explora as propriedades de sequéncias com restricdes, € aplicada
em problemas nas areas de comunicacio digital e gravacao.
Estes sistemas sao especificados por um conjunto minimo de
sequéncias proibidas O, ou alternativamente, por um grafo
rotulado, denominado de grafo de contextos. Este artigo trata de
um algoritmo para a construcio deste grafo quando o conjunto
O ¢ infinito. No melhor conhecimento dos autores, ndo existe um
procedimento sistematico na literatura para esta construcao.

Palavras-Chave— Dinamica simboélica, expressoes regulares,
grafo de contextos, linguagens, sequéncias com restrigées.

Abstract— The theory of dynamic symbolic systems, which
exploits the properties of constrained sequences, is applied to
problems in the areas of digital communication and digital
recording. These systems are specified by a minimal set of
forbidden sequences , or alternatively, by a labeled graph, called
the follower set graph. This article deals with an algorithm for
the construction of this graph when the set O is infinite. To the
best knowledge of the authors, there is no systematic procedure
in the literature for this construction.

Keywords— Symbolic Dynamics, regular expressions, follower
set graph, languages, constrained sequences.

I. INTRODUCAO

Os sistemas dinadmicos simbdlicos formados por conjuntos
de sequéncias bi-infinitas que podem ser apresentados por
um grafo rotulado com um ndmero finito de estados sdo
bastante tteis no estudo de codificadores restritivos [1]. Dentre
estes sistemas destacamos os sistemas dindmicos de memoria
finita (SFT, shift of finite type) e os sistemas dindmicos de
memodria infinita (SSS, strict sofic shift). Estes possuem um
Unico conjunto minimo de palavras proibidas O [1, p.33],
sendo que este conjunto € infinito para um SSS.

O contexto a direita de uma palavra w de uma sistema
dindmico simbélico € o conjunto de todas as palavras que
podem seguir w. O conjunto dos possiveis contextos a direita
permite a constru¢do de um grafo, denominado de grafo de
contextos, que tem o menor nimero de vértices dentre os
grafos deterministicos que representam um SFT irredutivel.
Em [2], os autores introduziram o conceito de conjunto de
restricdes de uma palavra que unicamente caracteriza o seu
contexto a direita. Também foi proposto um conjunto finito de
palavras, denominado de conjunto de representantes dos con-
juntos de restri¢cdes, que geram todos os possiveis contextos a
direita. Esta ideia é usada em um novo algoritmo por divisdo
de vértices baseado na proposta de Moore [5] para obter o
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grafo de contextos para a classe de SFT. Para este fim, define-
se em [2] os conceitos de mascara de restricdo e memoria de
restri¢do. Este artigo trata da construcdo do grafo de contextos
para a classe de SSS. Para o melhor conhecimento dos autores,
esta construcdo € um problema em aberto na literatura.

Considera-se neste trabalho que um SSS € definido por um
conjunto O descrito por uma expressdo regular, uma vez que
toda expressdo regular possui, naturalmente, uma linguagem
regular associada [4], [6, Teorema 5.2.1], existindo entdo uma
representacdo desta por um grafo rotulado direcionado com
um nimero finito de estados. Exemplos de SSS definidos por
expressoes regulares incluem even shift [1] e S-gap [1], [8].

A contribui¢do deste trabalho € tripla. A primeira € mostrar
a existéncia de um conjunto finito de representantes dos con-
juntos de restrigdes das palavras na linguagem de um SSS. A
segunda € determinar a cardinalidade do referido conjunto de
representantes. A terceira € mostrar que o algoritmo proposto
em [2] também pode ser aplicado para a constru¢do do grafo
de contextos para a classe de SSS.

As préximas segdes estdo organizadas da seguinte forma. Na
Secdo II sdo estabelecidos os conceitos necessarios da teoria
de dindmica simbdlica, conjunto de restri¢des, mdscara de
restricdo e memoria de restri¢cdo. Na Secdo III caracterizamos
o conjunto O usado neste trabalho. Na Secdo IV sdo apre-
sentadas as principais contribui¢des deste trabalho que serdo
uteis para a construciio do grafo de contextos na Secdo V. As
conclusdes deste trabalho sdo apresentadas na Secdo VI.

II. PRELIMINARES

Nesta secdo faremos uma revisdo de conceitos sobre
dindmica simbdlica [1], conjunto de restricdes, mdscara de
restricdo e memoria de restricdo [2], necessdrios para o de-
senvolvimento deste artigo.

A. Dindmica Simbdlica

Seja A” o conjunto de todas as sequéncias bi-infinitas = =
<~ X_ox_1x9x7 - - - de simbolos de um alfabeto finito A. Uma
sequéncia finita de simbolos consecutivos de A é chamada uma
palavra. Dizemos que uma palavra w é um fator de um ponto
x € A% se existem inteiros i < 7, tais que W = 2;Tiy1 - - Tj.
O comprimento de w é |w| = j — i + 1. O conjunto de
todas as palavras sobre A incluindo a palavra nula e, que
satisfaz we = ew = w, € A*. Uma dindmica simbdlica X
¢ um subconjunto de A% consistindo de todos os pontos nio
contendo algum fator do conjunto de palavras proibidas J. A
linguagem de X, denotada por L, é o conjunto de todas as
palavras que ocorrem em pontos de X, incluindo a palavra
vazia €. O contexto a direita de uma palavra w, denotado por
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F (w), é o conjunto de todas as palavras em L que podem
seguir w, isto é, F (w) = {u € L: wu € L}. Duas palavras
w, u com o mesmo contexto sdo ditas equivalentes, ou seja,
F (w) = F (u). Uma palavra w = w; - - - wy, é uma proibicdo
minima se w ¢ L e ambas wy -+ w,—1 € L e wy---w, €
L. Vamos denotar por O o conjunto formado por todas as
palavras proibidas de comprimento minimo de uma dindmica
simbélica. E importante observar que a minimalidade de O
garante que a linguagem formada por este conjunto € anti-
fatorial [1] e [3]. Dados V um conjunto de vértices, & um
conjunto de ramos ¢ £ : € — A uma fun¢io de rotulagdo,
entdio G = (V,&,L) é um grafo rotulado. As fungdes ¢ :
E—>Vet:E —V especificam o vértice inicial e o vértice
final de um ramo, respectivamente. Um caminho em G € uma
sequéncia de ramos ™ = ejes - - - ey, tal que, o vértice terminal
de e; € o vértice inicial de e;4;. O rétulo de ™ € a palavra
L(m) = L(e1)L(e2) - L (e,). Um percurso em G é uma
sequéncia bi-infinita de ramos £ = ---e_jepe; --- tal que
t(e;) =i (e;41) para todo i. Uma palavra w € L é gerada por
um caminho 7 em G se w = £ (7). Uma dinimica simbdlica
X ¢ representada por G, ou GG € uma apresentagio de X, se
o rétulo de todo percurso em G é um elemento de X, com o
contrdrio também verdadeiro. O grafo de contextos é um grafo
rotulado onde o conjunto de vértices € associado aos possiveis
conjuntos de contextos, ou seja, V = {F (w)|w € L}. Um
subconjunto X de A% é um sofic shift se é representado por
algum grafo rotulado G. Sofic shifts sdo dindmicas simbdlicas
[1, Teorema 3.1.4]. SSS € um sofic shift cujo conjunto minimo
de palavras proibidas O ¢ infinito.

B. Conjunto de Restrigoes

O conjunto de prefixos de uma palavra w = wyws - - - wy, €
A* é representado por P (w) = {wq---w; |1 < j <n}u{e}.
De forma similar, o conjunto de sufixos de w é 8 (w) =
{wj--wp, | 1 <j<n}U{e}.

Seja w € L. O conjunto de restri¢des de w, denotado por
C(w)édadoporC(w)={velL: wv¢gL, mas, wue
LYu € P (v) \ {v}}. Um fato importante a ser considerado
é que o contexto a direita de uma palavra na linguagem ¢é
unicamente caracterizado pelo seu conjunto de restrigdes [2,
Teorema 1]. Para todo w € L, C(w) = C(v) para v o
sufixo mais longo de w em P (OA~!). Em outras palavras,
P (OA~') constitui a informagdo necesséria e suficiente para
identificar o conjunto de restricdes de alguma palavra em
L. Seja w € L. Se v é o sufixo mais longo de w em
P (OA™!), entdo C(wa) = C(va) para algum a € A [2,
Proposi¢@o 3]; ou seja, € possivel determinar o conjunto de
restrigdes da extensdo de uma palavra a partir da extensdo do
seu sufixo mais longo em P (OA™!) pelo mesmo simbolo,
que € de fundamental importincia para a constru¢do do grafo
de contextos.

C. Mdscara de Restrigdo

Denominamos u € L uma restricdo de w € L se wu ¢
L. As restricdes de uma palavra w € L serdo melhores
exploradas através da defini¢do seguinte.

Defini¢do 1 (Mdscara de Restrigdo): Sejaw € P (O.A_l).
A méscara de restri¢do de w, denotado por M (w) é o subcon-
junto de A x {{J, W} satisfazendo as seguintes propriedades:

e (a, MeM(w) & wag L, ac A

e (a, 0)eM(w) & wa € L, para a € A um prefixo
préprio de u € L satisfazendo wu ¢ L;

e Se um simbolo ndo satisfaz as declaragdes anteriores,
entdo ndo existe um par ordenado em A x {{J, B} com
este simbolo.

Como uma extensdo da definicdo da mascara de restricdo,

seja B C A* tal que, Yu,w € B, M(u) = M(w), daf
definimos M (B) = M (w).

D. Memdria de Restri¢do

Dada uma palavra w € L, a memoria de restricio de
w, denotado por R(w), é o sufixo mais longo de w em
P (OAfl). A importancia primordial da memoria de restri¢do
¢ determinar as restricdes de uma palavra w € P (OA’l)
estendida por um simbolo a € A, que € aplicado no algoritmo
de separagdo para particionar o conjunto P (OA~') bem
como para determinar as transicdes de estado do grafo de
contextos. Por fim, como nosso trabalho propde a utilizacao
do algoritmo proposto em [2] para obtencdo do grafo de
contextos, apresentamos a seguir um breve resumo das etapas
do mesmo.

Etapa 1. Particionamento pela mdscara de restricdo: Nesta
etapa é obtida a particdo inicial, denominada de P!, que
¢ formada por subconjuntos de P (OA‘l) cujos elementos
possuem a mesma mascara de restri¢do.

Etapa 2. Particionamento pela memdria de restrigdo: Nesta
etapa recursiva o particionamento proposto é empregado para
refinar a particdo anterior 7”“7 k>1.

Etapa 3. Critério de parada: O algoritmo termina quando
refinamentos ndo sdo mais possiveis.

III. CARACTERIZACAO DO CONJUNTO O

Nesta secdo apresentamos a caracterizagdo do conjunto de
palavras de comprimento minimo O de um SSS por meio de
expressoes regulares.

Seja A um alfabeto finito e v, w &€ A*. Definimos v +
w={viUu{w}, v.w=vw, v =cev" = v'lv
Definimos também o operador kleene, denotado por *, tal que
v* =v9 + v! +v2 + ... Estes operadores sdo denominados
de regulares. Uma expressao regular sobre A é uma aplicacio
finita dos operadores regulares soma, produto e kleene sobre o
conjunto das partes de A*. A seguir caracterizamos o conjunto
O utilizado em todo o resto desse trabalho.

Definicdo 2: O conjunto de palavras de comprimento
minimo O de um SSS é dado pela expressdo regular O =
WiW5W3 - W, _ Wy, com r < n — 2 operadores kleenes,
onde wi,..., W, sdo palavras sobre um alfabeto finito A
satisfazendo as seguintes condigdes:

1) wq,Wo, W,_1, W, # € sendo wi, w,, sem operadores

kleenes e wa, w,,_1 com operadores kleenes;

2) O operador kleene sé ocorre em palavras w; para ¢ par;
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3) As palavras w; para j fmpar podem ser nulas (isto
permite que o conjunto O tenha palavras consecutivas
com o operador Kleene).

Observagdo 1: A exigéncia da ndo existéncia de operadores
kleenes nas palavras wi, w,, na primeira condi¢do é devida
ao fato que O € anti-fatorial, pois, se por exemplo w;

tiver operador kleene, entio w' = wiwy---w, € O,
w’' = wy---w, € O com w” fator de w' o que é uma
contradicao.

Exemplo 1: Seja O = ac*bd um SSS sobre o alfabeto
A={a, b ¢, d} Entdo,n =3, r =1, |wi| = |wa| =
1, |W3| =2

IV. CONJUNTO DE REPRESENTANTES DOS CONJUNTOS DE
RESTRICOES

Nesta secdo apresentamos os principais resultados deste
trabalho, que possibilita a constru¢do do grafo de contextos
para a classe de SSS.

Defini¢do 3: Seja X um SSS com O dado pela Definigdo 2.
Um conjunto suficiente de representantes das classes dos con-

juntos de restricdes da linguagem L de X € um subconjunto
W CP(OA™!) tal que

{Cw)|weL}={C(w)|weW}.
O resultado a seguir € titil na demonstracdo da Proposicio 1.

Lema 1: Sejam v = vy -+ -vp, W = wy---w, € A"
com [v| = m, |[W| =nen > m. Se vw = wv, entdo
v=ulew=u? onde u=wvivy vy é prefixo e sufixo de
vewcomp=" g=7%edumdivisor comum de m € n.

Demonstragdo: Ver Apéndice A. ]

A proposi¢do a seguir fornece um limitante para os sufixos
proprios mais longos das palavras em P (OA’l) e é impor-
tante para a prova do Teorema 1 que € o principal resultado
deste artigo.

Proposicdo 1: Seja O dado pela Defini¢do 2. Se w € uma
palavra em P (OA‘l) formada pela extensdo dos simbolos de
alguma w; com operador kleene, entdo |v| < |wy|+ |wa| +
-+« 4 |w;|, em que v é o sufixo préprio mais longo de w em

P (OA7L).

Demonstracdo: Inicialmente considere palavras w em
(P(Oflfl) obtidas pela extensdo dos simbolos da palavra
com o primeiro operador kleene, ou seja, wo. E claro que
se w = wjs, com s um prefixo de wy o resultado segue
trivialmente, pois, |v| < |w| = |wys| < |wy| + |wz|. Dai,
admita que w = wiwowbhs, com |wis| > 1 e suponha que
|[v] > |w1| + |w2|. Vamos considerar dois casos, em que no
primeiro vamos supor |w1| > 1, pois o segundo caso inclui a
possibilidade de |w1| = 1.

Caso 1) v inicia em um sufixo préprio de wj.
Observe a representacdo na Fig. 1. Seja v = w;war, com
r um sufixo préprio de wis, entdo

W = XW]Wol' = W] World, (1)

] w1 1 w2 } W2S 1
f [ ! 1
| 1 I
ol l
I 2 {
| (I
| (I
x Yy
Fig. 1. Sufixo préprio mais longo iniciando em um sufixo préprio de wi.

em que x é um prefixo préprio de wy e u é tal que |u| = |x| e
ru = whs. Observe que r é também prefixo proprio de wis.
Se colocarmos w; = xy, podemos escrever (1) na forma:

W = XXYWoI' = XyW,oru = XyWw,r = yw,ru. (2)

Vamos considerar os seguintes casos:

e X > |y

Neste caso, observando (2) podemos escrever x = yl e,
substituindo em (2), obtemos:

w = ylywsr = yworu. 3)

Segue de (3) que lyw,r = woru = wawhs = whsns =
runs, onde sn = wy. Como |ru| > [x| = |yl| e ru=wis
segue que ly é prefixo préprio de ru e podemos escrever:

lywor = wolym = lyw, = waly. 4)

Aplicando o Lema 1 a (4) podemos concluir que wy = zP
ely =29 com p,q > 1 e z é prefixo e sufixo de ws e ly.
Dai, segue que w; = yly = yz? e utilizando a expressio
regular temos que a palavra wj (wq 2 W3- W, = Wi
(Zq)QP W3 W — w1 (20)*77 2929w - - - w,,

w1 (20772 lyziws---w, = wi (29 lwiws-- W,
¢ proibida e contém a palavra proibida wiws - --w, como
fator e isto é absurdo, pois O é anti-fatorial.

o x| = |yt

Este caso é semelhante ao caso anterior bastando fazer
1 = . Dai, concluimos que wo =2z e ly = ey =y = z9,
com p,q > 1 e z é prefixo e sufixo de wo e y. Portanto,
w; = yy = 229 e utilizando a expressdo regular temos que
a palavra wi (w2)* ws - w, = wi(2°) w3 - wy
W1 (ZQq)p w1 (zzq)pi1 (2)* w3 w, =
w1 (z2q)p_lwl w3 ---w, é proibida e contém a palavra
proibida wiws - - - w,, como fator e isto é absurdo, pois O é
anti-fatorial.

o x| < |y

Neste caso, ainda observando (2) podemos escrever y =
x™1 com || < |x| e substituindo em (2) temos xx"1wor =
x™lwsoru o que implica x"xlwor = x™lwsru. Portanto

W3- Wy =

xlwor = lwsru. ©)

Observe que (5) é equivalente a (2), onde y = 1 e
|x| > |y| = [1], ou seja, estamos novamente no primeiro caso.
Fazendo x = lh, segue que wo = z” e hl = z9, em que z
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t—i+1

W1, W3 , W2 wy Tls ,

i -

I

| | [ 1 v i

| | [ !
| | [
| ] X | |
S Lo

i
| W2 i
I 1
Fig. 2. Sufixo préprio mais longo iniciando em um sufixo de wa.

¢é prefixo e sufixo de wo e hl. Logo, w; = xy = xx™1 =

h(1h)™1=1(h)""" =1(29)™"" ¢ utilizando a expressdo
regular observamos que a palavra w (wz)qm+2q Ws - W, =
wy (zP)1" Wy = wi ()" P wsw, =
( )(p 1)m+2p 2 74 (Z )m-l-l W3- W, _
( )(p 1)m~+2p—2 hl ( )m-l-l W W, _
w1 (z )(p DmA20=2 hor wa - - - w,, 6 proibida e contém
a palavra proibida wiws - - - w,, como fator e isto é absurdo,
pois O é anti-fatorial.
Caso 2) v inicia em um sufixo de wo.
Como foi comentado anteriormente se |w1| 1, entdo

wi; =a com a € A e a # ¢ e, portanto, seu sufixo préprio
mais longo em P (Oflfl) ¢ € e podemos admitir que tal sufixo
inicia-se em wy. Dai, suponha que v inicia em um sufixo do
i-€simo wo para algum ¢ =1,2,...,t+ 1.

Seja v = wiwar, onde r ¢ sufixo de wh~
a Fig. 2 , podemos escrever:

i+lg. Observando

W = W{Wol'l = XW]Wsl' (6)
em que u satisfaz ru = whis e x € tal que [x| =
[u] > ’wl (wa)" 1‘ e dai podemos escrever x =

wi (wa)'” y Substituindo em (6), temos que w =
w1 W2) (w2) t—it2 g wi (wa)" _1yw1er, ou seja,
(W2)t e = yw,war. Portanto
t—it1
wa (W) o S = yw;War. )

De (7) segue que |(wa)  ""'s|

comega num prefixo de wo e r é sufixo de (w S, entao
t—it1 -

(wa) s = yw;r e substituindo em (7) segue que,

2 (ywy)r = (yw;) war = wa (yw;) = (yw;) wa. (8)

Aplicando o Lema 1 a (8) segue que yw; = zP e
z? com p,q > 1 e z € prefixo e sufixo de

Utilizando a expressdo regular temos que

|lyw;r|. Como yw,
2)t—i+l

Wo =
Wy € Yyw;.

a palavra wy (wo)’wsz---w, = wi(z9)’wsz---w, =
wi(2") ws-w, = wi(2) ' Pwyw, =
w1 (zp)q_lyw1W3---wn ¢ proibida e contém a palavra

proibida w;ws - - - w,, como fator e isto
O € anti-fatorial.

Usando os mesmos argumentos anteriores temos o resultado
vdlido para as palavras em P (OA~!) obtidas pela extensdo
de simbolos da palavra com o segundo kleene. Prosseguindo
desta maneira até a palavra com o r-ésimo kleene, obtemos o

resultado desejado. ]

¢ um absurdo, pois

Agora podemos enunciar e provar o principal resultado
deste trabalho, pois, apesar de um SSS possuir o conjunto O
infinito, o teorema seguinte garante que podemos particionar

TABELA 1
RESTRICOES DE PALAVRAS EM P (OA~1)

weP (Oﬂfl) Restri¢do pela expressdo regular
* *
w11 w12« Wisy Wa = - Wy 1 Wp
* *
wW11W12 W13« Wisy W2 * - Wy _1Wp
i * . *
w1 W Wy _1Wp
* *
Wiw21 W22 ** W25 Wo =+ - Wy 1 Wp
* *
WiwW21 W22 W23 ** W25 W2 = * Wy 1 Wn
i * . *
Wi1Wo Wo W, _1Wpn

P (OAfl) em um ndmero finito de classes de conjuntos de
representantes do conjunto de restricdes, 0 que nos permite a
aplicacdo do algoritmo proposto em [2].

Teorema 1: Seja X um SSS com O dado pela Defini¢do 2.
Entdo, existe um conjunto suficiente W de representantes das

classes dos conjuntos de restricdes das palavras na linguagem
L de X tal que W é finito e W = P(B) \ B em que B =

{Wl}{E,Wg,...,W];lJrl}{Wg} "'{Wn_g}{E,Wn_l, e

wirh ' {w, } e os k;’s sdo maiores inteiros ndo negativos tais

que ki'|W2i|<|W1|+|W2|+ |W2i_1|, t=1,...,r.

Demonstragdo: Seja O dado pela Definicdo
2. Suponha que wj = W11wW12 - " Wisyy, W2 =
W W22 * * = W2syy -« -, Wp, = Wp1Wn2 - Wps,. Os conjuntos

de restricdes das palavras em fP(OA‘l) sdo formados
por restricdes destas pela expressdao regular juntamente
com as restrigdes dos seus sufixos préprios mais longos.
Para entender melhor a demonstracdo, na Tabela I sdo
listadas as palavras em P (OA~!) até a palavra wiws e
suas restricdes pela expressdo regular. Observe que apds
completar a primeira extensdo por simbolos de ws as
restricdes pela expressdo regular se repetem. Agora sé
nos resta analisar as restricoes advindas do sufixo préprio
mais longo. Pela Proposi¢do 1 se v é o sufixo préprio
mais longo de w € P (OA!), em que w ¢ obtida pela
extensdo de simbolos de wy, entdo |v]| [wi| + |wal.
Como |wq],|wz| < oo, existe um maior inteiro k; tal que
k- |W2| < |W1| 0 que 1mphca k- |W2|—|—|W2| < |W1|—|—|W2|,

dai (k1 +1) - |wa| < |wq] |wao| e, portanto,
(k1 + 2)-|wa| = |w1|+|w2|. Agora, se todos os k1 +1 sufixos
proprios mais longos das palavras w1 w9, wiwa, .. Wlwlzgl

forem distintos, entdo a partir dai os mesmos se repetem
e, consequentemente, os conjuntos de restricdes também
se repetem. Se w for agora obtida pela extensdo dos
simbolos de wy, entdo |v]| |wi| + [wa| + [w3| + |wyl.
Sendo |w1|, |[wal, [wsl|,|w4| < oo, existe um maior inteiro
ko tal que ko - |wyl |wi| + |w2| + |w3| , ou seja,
(/{24—1) . |W4| < |W1| + |W2| + |W3| + |W4| e temos
(/{24—2) . |W4| 2 |W1| + |W2| + |W3| + |W4| Daf, Se
todos os k2 + 1 sufixos préprios mais longos das palavras
WiWoW3WY, ..., Wwiwowsw,?  forem  distintos, entdo
apartir dai os mesmos se repetem e, consequentemente, 0s
conjuntos de restricdes também se repetem. Repetindo este
processo para os demais kleenes da expressdo regular temos a
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TABELA 11
MASCARA DE RESTRICAO PARA W

weWw %/[(w)
a {(b,8),(c,00)}
ab  {(d, W)}
ac  {(0,0),(c,O)}
ach {(d, W)}

existéncia de maiores inteiros ndo negativos ks, . . . , k. tais que
ks-[we| < [wi|+|wa|+[ws|+|wy|+[ws], ..., kr[wn o] <
|w1|+|wa|+|ws| + - 4+ |Wy,—2|. Considere o conjunto B =
{wl}{a,WQ, . ,W§1+1}k{W3}{6,W4, . ,W§2+1}{W5} S
{wnoo e, wWno1,..., Wi H{w,}. O conjunto W =
P(B) \ B é um conjunto suficiente de representantes dos
conjuntos de restricdes da linguagem L de X e W é finito. B

Coroldrio 1: Para W descrito no Teorema 1, entdo |W| <

1+ |wi| + (k1 + 1) x |[wo| + + (k1 +2) x (k2 +2) x

e X (kpo1 +2) X (ke + 1) x W1 |+ (k1 4+ 2) x (k2 +2) x
X (kr—1+2) x (ky +2) x (Jwn| = 1).

Demonstracdo: O resultado segue pela aplicacdo do
principio fundamental da contagem [7, p. 09] ao conjunto
W="7P(B)\ B. [ |

V. CONSTRUCAO DO GRAFO DE CONTEXTOS

Nesta secdo apresentaremos a constru¢do do grafo de con-
textos de um SSS utilizando o algoritmo proposto em [2],
detalhando cada passo do mesmo. Como os conceitos de
conjunto de contextos e conjunto de restrigdes sdo duais, a
construcdo do grafo de contextos pode ser realizada a partir
do conjunto {C (w)| w € L}, com uma transi¢do de rétulo a
de C (w) para C (wa).

Exemplo 2: Seja X o SSS sobre o alfabeto A =
{a, b,¢c,d} com O = ac*bd. Como |wy| = |way| =
1, |ws] = 2, entdo k; = 0. Pelo Teorema 1, B =
{wiH{e,wal{ws} = {a}{e,c}{bd} = {abd,acbd} e W =
P(B)\B = {e,a, ab, ac, acb}. Vamos utilizar o primeiro passo
do algoritmo para os elementos de W. As respectivas mascaras
de restri¢@o estdo listadas na Tabela II. Dai, a parti¢do inicial
¢ dada por P! = {P, = {e}, P, = {a,ac}, P; = {ab,acb}}.
Para o segundo passo, ou seja, refinamento pela memoria
de restri¢do, as palavras em P, podem ser estendidas por
b, c e R(ac) = ac € Py e R(acc) = € € Py. Dai,
estas palavras devem ser separadas. Como M (Ps) ndo possui
letras com bandeira aberta, entdo suas palavras ndo podem
ser estendidas e as palavras em P3 ndo podem ser separadas.
Logo, refinamentos ndo s3o mais possiveis e o critério de
parada para a terceira etapa é estabelecido, sendo P? = {P| =
{e}, Py = {a}, P§ = {ac}, P; = {ab,acb}} a particdo mais
fina. Portanto, o grafo de contextos possui quatro vértices
e existe um ramo com rétulo e do vértice P/ para Pj se
w € P/, R(we) € P/ e (c,M) ¢ M(w) [2, Proposigio
3]. Por fim, o grafo de contextos € mostrado na Fig. 3.

Fig. 3. Grafo de Contextos obtido da particio P2 .

VI. CONCLUSOES

Os resultados apresentados neste trabalho abriram uma nova
perspectiva para a construcdo de grafos de contextos para
a classe de SSS. Foi provada a existéncia de um conjunto
finito de representantes dos conjuntos de restricoes e foi
estabelecido um limitante para tal conjunto. Uma proposta
para a continuidade deste trabalho é a constru¢do de grafos
de contextos para a classe de SSS quando o conjunto O é
representado como unido de expressdes regulares, pois este
caso engloba algumas dindmicas simbdlicas conhecidas, tal

como o S-gap.

APENDICE
A. Prova do Lema 1

Sejam v =v; -+ - vy, W=w; ---w, € A*.Se vw = wv
em =mn,entdo v =w = zP, onde z = vyvy---vq, d € um
divisor de m = n e p = —. Por outro lado se n > m, entdo

pelo algoritmo da divisdo existem tUnicos inteiros ¢ e r tais

que:

n—gm=r, com0<r<m. )

Seja d um divisor comum de m e n. De (9), d | r. Como
w; =v;, Yi=1,...,me Wyt = w;, Vi =1,...,7 entdo,
basta tomar v = (z) ¢ e w = (z) <, onde z = v1vg - - - V4.
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