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Implementaç̃ao de Baixa Complexidade para
Algoritmos de Estimaç̃ao doÂngulo de Chegada

Tadeu N. Ferreira, Marcello L. R. de Campos e Sergio L. Netto

Resumo— Este artigo apresenta uma implementaç̃ao de baixa
complexidade para algoritmos de estimaç̃ao de direç̃ao de che-
gada (direction-of-arrival, DoA) como o ESPRIT ou ocovariance-
based DoA utilizando t écnicas do tipofast subspace decomposition
(FSD). Estas t́ecnicas permitem ainda uma detecç̃ao automática
do número de fontes e possibilitam uma reduç̃ao significativa da
complexidade computacional, sem qualquer perda de desempe-
nho dos algoritmos originais.

Palavras-Chave— direction-of-arrival, decomposiç̃ao em auto-
valores e autovetores

Abstract— This paper presents a low complexity implementa-
tion for some direction-of-arrival (DoA) estimation algorithms,
such as ESPRIT or covariance-based DoA, using fast subspace
decomposition (FSD). Such technique also provides an automatic
detection of the number of sources and yields a significant
computation reduction without any performance degradation in
the original algorithm.
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I. I NTRODUÇÃO

O uso de arranjo de antenas na conexão deuplink em
sistemas de comunicaçõeswirelessproporciona uma série de
vantagens na comparação com o sistema tradicional em que
apenas uma antena é utilizada [1]. Em outras aplicações,como
sistemas de radares e de captura de áudio, o processamento
utilizando arranjos de sensores também apresenta vantagens
significativa [2].

Considere um sistema de transmissão em banda estreita, em
que as fontes estão localizadas aproximadamente num mesmo
plano. Além disso, considere ainda que o meio de transmiss˜ao
é isotrópico e o arranjo de recepção está localizado nocampo
distante (far-field) das fontes. Nessas condições, o problema de
localização de fontes pode ser simplificado para o problema de
estimação do ânguloθ de chegada (DoA,direction-of-arrival),
como mostrado na Fig. 1.
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Fig. 1. Ângulo de chegadaθ a ser estimado no problema de DoA.

Inicialmente, os métodos para estimação de DoA se base-
avam em técnicas não-paramétricas em que a forma de onda
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total do sinal transmitido precisava ser estimada [2]. Tais
algoritmos apresentavam elevada complexidade computacional
em sua execução. Posteriormente, foi desenvolvido o algoritmo
spectralMUSIC (multiple signal classification), que estima os
ângulos de DoA como parâmetros do sinal de chegada [3].
Apesar de apresentar uma complexidade bem menor do que a
de algoritmos não-paramétricos, o algoritmoSpectralMUSIC
ainda requer uma alta carga computacional por incluir uma
busca exaustiva em seu processamento. Uma vantagem do
SpectralMUSIC, porém, é a de não impor nenhuma restrição
na geometria do arranjo de recepção.

O algoritmo ESPRIT (estimation of parameters via rotatio-
nal invariance techniques) [4] atinge uma redução na comple-
xidade computacional da estimação de DoA ao exigir algumas
restrições na geometria do arranjo de recepção. Tais restrições,
representadas na Fig. 2, são conhecidas como invariânciaà
translação e se traduzem em uma redundância na representação
do subespaço dos sinais conhecida como invariância à rotação
(rotational invariance).
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Fig. 2. Restrições tı́picas na geometria do arranjo de recepção impostas pelo
algoritmo ESPRIT.

Recentemente, foi proposto o algoritmo CB-DoA [5], que
se apresenta como uma alternativa de baixa complexidade
computacional para o ESPRIT, sem prejuı́zo no erro médio
quadrático (MSE,mean-squareerror) resultante.

Este artigo tem como objetivo apresentar uma alternativa
de baixa complexidade para o CB-DoA, cuja aplicação ao
ESPRIT já foi realizada em [7], substituindo as operações de
decomposição em autovalores e autovetores (EVD,eigenva-
lue/eigenvector decomposition) por decomposições rápidas no
espaço de Krylov [6] [7]. Verifica-se que esta substituiç˜ao é
capaz de reduzir a complexidade computacional do algoritmo
sem afetar o desempenho correspondente.

II. A MBIENTE PARA ESTIMAÇÃO DE DOA

Considere um sistema comM fontes de transmissão e com
N antenas de recepção obedecendo às restrições de geometria
do ESPRIT, representadas na Fig. 2. Sejamsm(k) o sinal
transmitido pelam-ésima fonte no instantek, xi(k) o sinal
recebido pelai-ésima antena no instantek e ai(θm) o ganho
da i-ésima antena na direçãoθm dam-ésima fonte. Com estas
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definições, podemos escrever que

xi(k) =

M−1
∑

m=0

sm(k)ai(θm) + ni(k), (1)

para 0 ≤ i < N , ondeni(k) representa um ruı́do branco
aditivo gaussiano (AWGN,additive white Gaussian noise)
recebido pelai-ésima antena no instantek.

Considere as seguintes estruturas matriciais,

s(k) =
[

s0(k) s1(k) . . . sM−1(k)
]T

, (2)

x(k) =
[

x0(k) x1(k) . . . xN−1(k)
]T

, (3)

n(k) =
[

n0(k) n1(k) . . . nN−1(k)
]T

, (4)

A =











a0(θ0) a0(θ1) · · · a0(θM−1)
a1(θ0) a1(θ1) · · · a1(θM−1)

...
...

. . .
...

aN−1(θ0) aN−1(θ1) · · · aN−1(θM−1)











, (5)

ondeA, a matriz de ganhos direcionais das antenas receptoras
em função dos DoAs, é conhecida comoarray manifold.
Usando uma notação matricial, a Eq. (1) pode ser reescrita
como

x(k) = As(k)+n(k). (6)

Os algoritmos que exploram a invariância à rotação no
subespaço dos sinais (tais como o ESPRIT e o CB-DoA)
necessitam que a geometria do arranjo de recepção obedeça
às restrições apresentadas na Fig. 1. Neste caso, cada antena
do arranjo deve fazer parte de umdoublet, que constitui um
par de antenas com vetor-deslocamentoδ constante. Isso gera
dois subarranjos, um contendo as antenas de origem do vetor
δ, e outro contendo as antenas de destino desse vetor, sendo
que uma mesma antena pode pertencer a ambos subarranjos.

SendoP a dimensão dos subarranjos, podemos representar
o sinal recebidoxj,i referente ao subarranjoj e antena
transmissorai da seguinte forma:

x0,i(k) =

M−1
∑

m=0

sm(k)ai(θm) + n0,i(k), (7)

x1,i(k) =

M−1
∑

m=0

sm(k)e
jωδ

c
sin θmai(θm) + n1,i(k), (8)

para 0 ≤ i < P , ondeω representa a frequência angular
da portadora ec é a velocidade de propagação da onda
eletromagnética. Define-se

φm = e
jωδ

c
sin θm , (9)

onde o parâmetroφm será efetivamente estimado e é referente
ao termo do ganho dam-ésima antena.

III. E STIMAÇÃO DE DOA USANDO CB-DOA

Considere que todos os sinais possuem média estatı́stica
zero. Um modelo de covariância para o sinal recebidox(k)
pode ser expressado por

Rx = E[x(k)xH(k)] = ARsA
H +Rn, (10)

ondeRs = E[s(k)sH(k)] representa a covariância do sinal
transmitido enquantoRn é a covariância do ruı́do. Supõe-se
aqui que as fontes sejam descorrelacionadas entre si, ou seja,
Rs é diagonal, enquanto o ruı́do é considerado espacialmente
branco, ou seja,Rn = σ2I.

Considere as matrizes de seleçãoJ
a,b
0 e J

a,b
1 tais que

J
a,b
0 =

[

Ia 0a×(b−a)

]

; J
a,b
1 =

[

0a×(b−a) Ia
]

, (11)

ondeIa é uma matriz identidade com dimensõesa× a. Com
isso, JA,B

0 e J
A,B
1 selecionam asA primeiras ou últimas

linhas, respectivamente, de um vetor comB linhas. Utilizando-
se as equações (11), consegue-se descrever a covariância dos
vetores nos subarranjos por:

R00 = J
P,N
0 Rx(J

P,N
0 )H , (12)

R01 = J
P,N
0 Rx(J

P,N
1 )H , (13)

(14)

de modo que

R00 = J
P,N
0 ARsA

H(JP,N
0 )H + σ2I, (15)

R01 = J
P,N
0 ARsΦ

HAH(JP,N
0 )H + σ2I. (16)

No algoritmo CB-DoA, inicialmente é feita uma
decomposição deR00 em autovalores e autovetores (EVD,
eigenvalue/eigenvector decomposition):

UΛ2UH = EVD(R00), (17)

ondeΛ2 contém os autovalores deR00 em sua diagonal e
U contém seus autovetores correspondentes. Como mostrado
em [4], os autovalores deR00 podem ser separados em dois
conjuntos de autovalores. Lembrando-se queM representa o
número de fontes no sistema, então deve haver(P − M)
autovalores iguais aσ2 enquanto os outrosM autovalores
são maiores queσ2, e são denominados de autovalores do
espaço dos sinais [4]. EstesM maiores autovalores são então
agrupados na diagonal deΛs, enquanto seus correspondentes
autovetores são colocados nas colunas deUs, de modo que
que podemos definir a matriz de projeção

F = UH
s Λ−1

s . (18)

Aplicando-se esta transformação a ambos os lados do pêncil
matricialR01 − σ̂2I, tem-se

Ψ = F(R01 − σ̂2I)FH , (19)

onde σ̂2 é obtida pelos menores autovalores deΛ, numa
abordagem semelhante à utilizada no algoritmo TXK para
equalização cega [8].

A estimação deΦ é obtida a partir de uma EVD sobreΨ,

BΦ̂B−1 = EVD(Ψ), (20)

ondeB é uma matriz de posto completo. Por fim, os elementos
deΦ são mapeados nos DoAs utilizando a eq. (9).
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TABELA I

OPERAÇÕES EXIGIDAS PELOS ALGORITMOSTLS-ESPRITE CB-DOA.

Operação Complexidade [6] ESPRIT CB-DoA
EVD - Não-hermitiana O(25n3) 2 1

EVD - Hermitiana O(n2) 1 1
Inversão O(2n3/3) 2 1

Inversão - Diagonal O(n) – 1
Multiplicação O(n3) 6 3

Subtração O(n2) – 1

IV. D ECOMPOSIÇ̃OES USANDOESPAÇO DE KRYLOV

Na Tabela I, observam-se as operações aritméticas reque-
ridas pelos algoritmos ESPRIT (na versão TLS,total least-
squares) e CB-DoA.

Nesta tabela, verifica-se o grande peso computacional exer-
cido pela operação de EVD para ambos os algoritmos, em
particular, a EVD para matrizes não hermitianas. No entanto,
no caso do algoritmo CB-DoA, a matriz hermitiana sobre a
qual se realiza a operação de EVD tem dimensõesP × P ,
enquanto que a matriz não-hermitiana na qual se aplica a outra
EVD apresenta dimensõesM ×M , sendoM sempre menor
queP e, comumente,M << P . No caso da operação de EVD
sobre matrizes hermitianas, existe uma solução alternativa,
apresentada no artigo [7] com o nome FSD (fast subspace
decomposition), em que há uma redução na complexidade de
operações paraO(n).

Além de fornecer estimação para os autovalores e autove-
tores da matriz de covariânciaR00, o FSD também estima
o número de fontes no ambiente de forma eficiente, como
discutido na Subseção IV-B. Essencialmente, o FSD funciona
em duas etapas, primeiramente são feitas atualizações de
Lanczos sobre a matriz de autocovariânciaR00 de modo a
reduzi-la a uma matriz tridiagonal. A seguir é aplicado o
método para extração de autovalores e autovetores da matriz
tridiagonal [6] [7].

A. Atualizaç̃ao de Lanczos

As atualizações de Lanczos são responsáveis por trans-
formar uma matriz A em uma matriz T tridiago-
nal. Essa transformação pode ser feita pelo processo de
tridiagonalização de Householder [6], ou seja, atravésde
uma matriz ortogonalQ, chega-se a uma transformação de
similaridadeA = QTQH . Neste caso, considere queT tenha
a seguinte estrutura [6]:

T =

















α1 β1 . . . . . . 0

β1 α2
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
0 0 . . . . . . βn−1

0 0 . . . βn−1 αn

















. (21)

ComoA = QTQT , ou seja,AQ = QT, então

Aqk = βk−1qk−1 + αkqk + βkqk+1, (22)

para0 ≤ k < n, ondeqk representa ak-ésima coluna deQ.
Lembrando queQ é uma matriz ortogonal, a Eq. (22) pode

ser reescrita como
qT
k Aqk = αk. (23)

Sendork = βkqk+1, entãoβk = ‖rk‖2 e

rk = (A− αkI)qk − βk−1qk−1. (24)

Com isso, as atualizações de Lanczos podem ser descritas
por [6]:

while (βk 6= 0)
qk+1 = rk/βk;
k = k + 1;
αk = qT

k Aqk;
rk = (A− αkI)qk − βk−1qk−1;
βk = ‖rk‖2;

end
que são inicializadas comβ0 = 1, q0 = 0 e k = 0. Com
isso, é gerada uma matrizT tal que a Eq. (21) seja obedecida
e, além disso,A = QTQT . Os autovalores deT são iguais
aos autovalores deA e podem ser obtidos por decomposições
QR de baixa complexidade devido à estrutura tridiagonal de
T [6].

B. Detecç̃ao do Ńumero de Fontes

No algoritmo CB-DoA tradicional, a detecção do número de
fontes era realizada de maneira separada por algoritmos como
o AIC (Akaike’s information criterion) [9], onde o número de
fontesM̂ é estimado pelo valor dek que minimiza a função

AIC(k) = −2 log











N
∏

i=k+1

(λi)
(1/(N−k))

1
N−k

N
∑

i=k+1

λi











+ 2k(2N − k),

(25)
ondeλi são autovalores da matriz de covariância.

No caso da detecção do número de fontes no algoritmo
FSD, é utilizada a métrica

FSD #sources(k) = log













√

1
N−k (‖R00‖2 −

k
∑

i=1

λ2
i )

1
N−k (Tr(R00)−

k
∑

i=1

λi













.

(26)

V. A NÁLISE DE COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL

A motivação principal para a aplicação do FSD no algoritmo
CB-DoA é a diminuição da complexidade computacional da
operação de EVD sobre matrizes hermitianas. O algoritmo
resultante é visto na Tabela II. Com a técnica FSD, há uma
diminuição na complexidade da operação de EVD sobre a
matriz R00 e também na detecção do número de fontes em
relação aos métodos tradicionais, como o AIC, como indicado
na Tabela III. Sendo assim, a reduçãoαR de complexidade
computacional para as duas versões do algoritmo CB-DoA é
dada por:

αR =

(

1−
25M3 + P 2 + 3M2P + 2P +M

25M3 + P 3 + 3M2P + 2P +M3

)

100%.

(27)
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TABELA II

DESCRIÇ̃AO RESUMIDA DE OPERAÇ̃OES DOCB-DOA COM FSD.

CB-DoA com FSD

M̂ = FSD #sources(R00)

[Q,T] = Lanczos(R00, M̂)

[Us, σ̂
2

N ] = EVD Tridiag(Q,T, M̂)
F = Σ−1

s UH

s

Ra= R̂01−σ̂2I

R1 = FRaF
H

[ΦH ] = EVD(R1)

TABELA III

COMPARAÇÃO MOSTRANDO A REDUÇÃO DE COMPLEXIDADE

PROPORCIONADA PELOFSD.

Operação Compl. [6] [7] Quant. Flops
EVD Não-hermitiana O(25n3) 1 25M3

EVD Hermitiana O(n3) P 3

EVD Lanczos O(n2)
1

P 2

Inversão Diagonal O(n) 1 P
Multiplicação O(n3) 3 3M2P

Subtração Diagonal O(n) 1 P
Detecção de Fonte (AIC) O(n3) M3

Detecção de Fonte (FSD) O(n)
1

M

Uma das restrições de funcionamento do algoritmo CB-DoA ´e
a deM < P . Em geral, pode-se afirmar queM << P . Num
caso em queM = 1 eP = 2, temos, por exemplo,αR = (1−
37/48)100% ≈ 23%. À medida que o valor deP é aumentado,
essa redução de complexidade é mais expressiva, tendendo ao
valor αR = (1− 1/P )100%. A Fig. 3 apresenta os resultados
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Fig. 3. ReduçãoαR para o número de fontes fixoM = 2 e a dimensãoP
do sub-arranjo variando entre3 e 12.

para o caso deM = 2, variando-se o valor deP entre 3
e 12, onde se verifica uma redução bastante expressiva na
complexidade do algoritmo CB-DoA progressivamente quando
a dimensãoP do sub-arranjo é aumentada. Destaca-se ainda
desta análise que a redução de complexidade é feita em relação
ao algoritmo CB-DoA, considerado de baixa complexidade
quando comparado aos algoritmos alternativos para estimac¸ão

de DoA.

VI. SIMULAÇ ÕES

A seção anterior procurou medir a redução de complexidade
atingida ao se fazer a operação de EVD por atualizações de
Lanczos e a detecção do número de fontes via FSD. O objetivo
desta seção é mostrar que essa redução de complexidadenão
foi atingida às custas de uma degradação no desempenho do
algoritmo. Para isto, a Fig. 4 mostra a evolução no MSE
(mean-square error) do algoritmo CB-DoA tradicional e a
versão FSD para uma faixa de SNR (signal-to-noise ratio)
entre 5 e 50 dB. São usadasM = 2 fontes localizadas em2
e 7 graus, comP = 4 elementos nos sub-arranjos, num total
de 5 antenas de recepção. A métrica MSE é calculada por:

MSE=
1

2Q

300
∑

q=1

2
∑

m=1

|θm − θ̂m|2, (28)

ou seja, é feita uma média dos erros quadráticos na estimação
dosθ para cada fonte e nas realizações de Monte-Carlo, que no
caso foram 300. Verifica-se, a partir da Fig. 4, que o MSE das

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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SNR (dB)

M
S

E

 

 
CB−DoA
CB−FSD

Fig. 4. Simulação do algoritmo CB-DoA, com EVD calculado de maneira
tradicional e com detecção de fonte por AIC (legenda CB-DoA) e a versão
com FSD (legenda CB-FSD) comM = 2 e P = 4.

duas versões do algoritmo CB-DoA é praticamente o mesmo
para toda a faixa de SNR, sendo que nesse cenário em que
M = 2 e P = 4, tem-se uma redução de16,5% no número
de flops utilizando a técnica FSD.

VII. C ONCLUSÕES

Neste artigo foi apresentada uma nova versão para o
algoritmo CB-DoA com menor custo computacional de
implementação. O novo algoritmo CB-DoA também possui
um método para detecção automática para o número de
fontes, com menor custo que os métodos clássicos. Simulac¸ões
computacionais indicam que estas simplificações aritméticas
não provocam qualquer perda de desempenho do algoritmo
resultante.
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