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Estima¢ao de Variancia Latente no Modelo de
Heston via Filtragem Gaussiana
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Resumo— Propoe-se um filtro gaussiano para estimar a va-
ridncia latente no modelo de Heston discretizado pelo método
de Euler-Maruyama. A abordagem explora expressoes analiticas
para os momentos necessarios a filtragem, substituindo a propa-
gacao de pontos sigma empregada no filtro de Kalman Unscented
e reduzindo o custo aritmético por iteracio. Em simulacoes,
obtém-se erro quadratico médio inferior ao de um estimador
por média mével exponencialmente ponderada. As estimativas
de varidncia sdo entdo convertidas em volatilidade absoluta do
preco e empregadas no calculo de cotacées de compra e venda no
modelo de Avellaneda-Stoikov, com dados reais da acdo Amazon
extraidos da base LOBSTER.

Palavras-Chave— Filtragem gaussiana, estimacio de estados,
modelo de Heston, volatilidade estocastica, formacio de mercado.

Abstract— This paper proposes a Gaussian filter to estimate
the latent variance in the Heston model discretized by the Euler-
Maruyama method. The approach uses analytical expressions
for the moments required by the filtering recursion, repla-
cing the sigma-point propagation employed by the Unscented
Kalman Filter and reducing the arithmetic cost per iteration.
In simulations, the proposed method achieves a lower mean
squared error than an exponentially weighted moving average
estimator. The variance estimates are then converted into absolute
price volatility and used to compute bid and ask quotes in the
Avellaneda-Stoikov model using real Amazon stock data from the
LOBSTER database.

Keywords— Gaussian filtering, state estimation, Heston model,
stochastic volatility, market making.

I. INTRODUCAO

A estimagdo recursiva de estados latentes em sistemas
dindmicos ndo lineares é um problema cldssico de filtragem
Bayesiana [1]. Em finangas, um exemplo relevante é a esti-
mag¢do da varidncia instantdnea em modelos de volatilidade
estocdstica.

Neste artigo, propde-se um filtro gaussiano para estimar
0 processo oculto vy, associado a varidncia instantinea no
modelo de Heston discretizado. Para esse problema, uma
alternativa € o filtro de Kalman Unscented (UKF, do inglés
Unscented Kalman Filter) [2], que aproxima os momentos
necessdarios a filtragem por meio da propagacio deterministica
de pontos sigma. O filtro proposto difere do UKF na etapa
de cdlculo desses momentos: em vez da propagacdo de pontos
sigma, utilizam-se expressdes analiticas especificas do modelo
discretizado, reduzindo o custo aritmético por iteragdo.
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O modelo de Heston foi proposto em [3] para descrever
precos de ativos com volatilidade estocéstica. Nesse modelo,
v, representa a variancia instantdnea do retorno, de modo
que ,/v; corresponde a volatilidade instantinea. Em tempo
continuo, a dindmica do preco S; e da varidncia v; € descrita
por

dSt = ,LLSt dt + ﬁst dW1 (t),
dve = k(0 — vy) dt + o/vr AW>(t), (1)
pdt = E [dW,(t) AW (t)]

em que p € o parametro de deriva, x € a taxa de reversdo a
média, 6 € a varidncia de longo prazo, o € a volatilidade da
variancia, p € o coeficiente de correlacdo entre os incrementos
dos movimentos brownianos Wy (t) e Wa(t).

O modelo ¢ discretizado pelo método de Euler-Maruyama
para derivar o filtro gaussiano. Seu desempenho é comparado
ao de um estimador por média mével exponencialmente pon-
derada e as estimativas obtidas sdo aplicadas, de forma explo-
ratéria, ao modelo de formagdo de mercado de Avellaneda-
Stoikov [4].

II. DISCRETIZACAO DO MODELO DE HESTON

Para aplicar a filtragem recursiva ao modelo de Heston,
€ necessdrio obter uma representacdo em tempo discreto
das equagdes diferenciais estocdsticas. O método de Euler-
Maruyama € intuitivo se partirmos da representacdo integral
do sistema.

t t
X, = X +/ a(XS)ds+/ b(X,) dW, )
0 0

Assumindo X constante em cada intervalo de integrag@o,
obtém-se

X, = Xo + a(Xo)At + b(Xo) AW, 3)

Pela definicio de movimento browniano, a distribuicdo de
AW, é conhecida [5].

Aplicando esse esquema ao modelo de Heston e definindo
o retorno simples 7 £ %

obtém-se
re = pAt + M@EL]C,
Vg = Vp—1 + k(0 —vp_1) At + U\/vki_l\/Aiteg,k.
As varidveis aleatdrias €1 i, € €25 sdo gaussianas, t€ém média
nula, varidncia unitdria e coeficiente de correlacdo p. Além

disso, os pares (e1,¢€2,%) sdo independentes para instantes
distintos.

“4)
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A partir de (4), considera-se que a observacgdo disponivel
no instante k é o retorno simples r. Para aplicar a filtragem
gaussiana, definem-se o vetor de estados e de observagao

a |Tk N

X = |: :|7 Yk = rk:[l O}Xk (5)
Uk

Assim, r; € observado diretamente, enquanto vy € a compo-

nente latente de interesse, estimada a partir das observacdes

Yi:k-

III. FILTRO GAUSSIANO

A filtragem Bayesiana obtém recursivamente p(xx | y1.x)
a partir de p(xx—1 | ¥1.4—1), do modelo dindmico e da nova
observagdo yy [1]. Para o modelo nao linear de Heston, adota-
se uma aproximacao gaussiana, representando as distribui¢oes
envolvidas por suas médias e covariancias.

Com essa aproximagdo, a atualizacdo pode ser realizada a
partir dos momentos de uma distribui¢do normal conjunta.
Sejam pr,, fly, Dzz, Dzy, dyz € Xyy OS momentos da
distribui¢do conjunta aproximada de (xg, yx ), condicionada as
observagdes anteriores yi.x—1:

Xk ~ My sz Emy
i ea (][5 3]) o

Nesse caso, os momentos da distribui¢@o posterior p(xx, | y1.x)
sdao dados por

]E[Xk | ylzk] =M, + EzyE;yl(yk - ,Lty),

_ @)
Cov(xk | y1:k) = Baa — BaySy, Syo-

Para aplicar (7) ao modelo de Heston discretizado, € ne-
cessdrio calcular os momentos de primeira e segunda ordem
de (Xg,yx) | y1.k—1. Como yr = rp, esses momentos sdo
obtidos a partir das expressdes de 7 e v em (4). Denotando
o k—1jk—1 = Elvg_1 | y1e-1] € Py j—1jp—1 = Var(vg_1 |
Y1:k—1), Obtém-se os momentos de primeira ordem

Elry | y1:e—1] = pAt,

®)
Elvk | y1:k—1] = KOAE + (1 — KAL)y o 1jk—1-

Os momentos de segunda ordem necessdrios a matriz de
covariancia sdo
Var(ry | yre—1) = A fly p—1jk—1
Var(vg | y1.6—1) = (1 — /{At)QPU’k_”k_l
+ 02 At fhyy 151
Cov(rk, vk | Y1:k—1) = TPAL fhy o 1|k—1-

9

Os momentos em (8) e (9) determinam ft,, fiy, Xps, gy,
Yz € Xyy, que sdo entdo substituidos em (7). A estimativa
de interesse é a segunda componente de xj, correspondente a
v,. A média e a covaridncia sdo atualizadas recursivamente,
enquanto os parametros u, k, 6, o, p permanecem fixos durante
a filtragem; sua estimacdo conjunta € deixada para trabalhos
futuros.

IV. AVALIACAO NUMERICA

Para o UKF baseado no vetor aumentado §, =
[Vk—1,€1 ks SQ,k]T, a Transformada Unscented utiliza 2L +1 =
7 pontos sigma. Uma contagem direta das operacdes da im-
plementacdo, desconsiderando o custo de geragdo dos pontos
sigma, resulta em aproximadamente 91 multiplicacdes e 70
adigdes por passo, contra 5 multiplicagdes e 2 adigdes para as
expressdes analiticas propostas, considerando At constante e
constantes auxiliares pré-computadas.

Antes da comparagdo de desempenho, verificou-se a relacdo
entre o filtro gaussiano e o UKF aumentado. Para a mesma
inicializacdo e os mesmos parametros, as estimativas produ-
zidas pelos dois métodos sdo equivalentes. Essa igualdade
ndo constitui uma propriedade geral do UKF, mas decorre
da estrutura particular do modelo em (4). De fato, v;_; é
independente das inovacdes gaussianas, enquanto a correlacao
entre €1 € €2, € inteiramente descrita por p. Assim, os
momentos necessdrios a atualizacdo dependem apenas de
Efvk_1], Var(vi_1), E[e},] = 1 ¢ E[e1 rea ] = p.

Os pontos sigma simétricos preservam a média e a covari-
ancia de &, [2]. Além disso, com a fatoragdo em blocos usada
no UKF aumentado, sua propagacdo pelos termos ,/vg—1€; k
reproduz exatamente os momentos em (8) e (9). Consequen-
temente, ambos os filtros empregam o mesmo ganho e, para
Og—1)k—1 > 0, resultam na recurséo

ﬁk“k = kAL + (1 - /QAt)ﬁkfukfl + Up(’r‘k — ’u/AtL
'vak‘k’ = (]. - I{At)z-Pq),k—Hk—l + 02(1 - p2)At@k—1\k—(i0

Logo, se as médias e covaridncias coincidem no instante
anterior, elas também coincidem no instante seguinte. Em
aritmética exata, as trajetorias estimadas e seus EQMs. A
equivaléncia pressupde também o mesmo tratamento de even-
tuais valores negativos, a mesma regularizacdo e os mesmos
parametros. Por esse motivo, incluir o UKF como referéncia de
acurdcia apenas duplicaria a estimativa do filtro gaussiano. A
avaliacdo a seguir utiliza 0o EWMA, que possui uma recursio
distinta e constitui uma referéncia independente, permitindo
comparar efetivamente os erros de estimacio.

Para avaliar as equagdes de filtragem obtidas, simulou-se o
modelo de Heston discretizado em (4) e comparou-se sua esti-
mativa com um estimador por média mével exponencialmente
ponderada (EWMA, do inglés exponentially weighted moving
average), definido por

EWMA

_ 2
o — adPWMA | (1 _ ) (ri, — pAl) _

— k1 At
Na geracdo da trajetdria simulada, apds cada passo do esquema
de Euler-Maruyama, aplicou-se a operagéo vy, <+ max{0, vy}
para preservar a ndo negatividade da varidncia. Como vy, néo
€ observdvel em dados reais, a simulacdo permite comparar
diretamente ¢y, com sua trajetdria verdadeira.

Os parametros usados na simula¢do foram p = 0.05, kK =
20,0 =04, 0 =02, p=-0.7,v9 = 0.1 e At =4/252.
Foram testados « € {0.50,0.70,0.85,0.90,0.95,0.97,0.99},
sendo o menor EQM igual a 1.06 x 10~2, obtido para o =
0.97. Mesmo considerando o melhor desempenho obtido entre
esses valores, esse erro foi superior ao valor 3.3 x 10~3 obtido

(1)
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com o filtro gaussiano. A Figura 1 ilustra as estimativas obtidas
pelos dois métodos.
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Fig. 1. Comparagdo entre a variancia instantanea simulada vy, e as estimativas
obtidas: (a) filtro gaussiano; (b) estimador EWMA com a = 0.97.

V. APLICACAO COM DADOS REAIS

Um formador de mercado atua inserindo continuamente
ordens de compra e venda no livro de ordens de uma bolsa de
valores. A cada instante, esse agente deve escolher cotagdes
suficientemente competitivas para serem executadas, mas que
também limitem o acimulo de inventdrio.

Esse equilibrio entre probabilidade de execugdo e con-
trole de inventdrio é formalizado no modelo de Avellaneda-
Stoikov [4]. Nesse modelo, o preco médio, definido como a
média entre a melhor oferta de compra e a melhor oferta de
venda, S; segue um movimento browniano, dS; = o dW;, e o
inventdrio g; varia conforme a execu¢do das ordens de compra
e venda. As intensidades de execug¢do sdo modeladas por
processos de Poisson com taxas A\%(5%) e A?(§%), dependentes
das distancias 6% e §° entre as cotacdes ofertadas e o preco
médio. A rapidez com que essas taxas decaem com a distancia
¢é controlada pelo parametro 7).

O objetivo do formador de mercado é maximizar a utilidade
esperada da riqueza terminal, composta pelo caixa acumulado
e pelo valor do inventdrio em 7. O pardmetro vy controla a
aversdo ao risco, penalizando a exposi¢do ao inventario.

A escolha das cotagdes de compra p? e venda p? pode ser
formulada como um problema de controle estocdstico. Sob
as hipéteses do modelo de Avellaneda-Stoikov, obtém-se as
aproximacdes

pi =0, =6, P =0+,

Py =S — qyo* (T — t),

0 = 1ln <1+W> +w.
gl U 2

Como vy, representa a varidncia dos retornos relativos, a
varidncia instantinea absoluta do preco é aproximada por
0% ) ~ S;iy. Substitui-se, portanto, 0§ por S;d) nas expres-
sdes anteriores. Dessa forma, as cotagdes passam a incorporar

12)

variagdes temporais da variancia estimada a partir dos retornos
observados.

O filtro foi aplicado a dados da acdo Amazon (AMZN)
da base LOBSTER [6], referentes ao periodo das 9h30 as
16h00 de 21 de junho de 2012. Os primeiros 30 minutos
foram reservados a calibracdo de p,0,0,p, enquanto Kk =
log(2)/300 foi fixado, correspondendo a uma meia-vida de
5 minutos. Utilizaram-se p = 1.13 x 1076, x = 2.31 x 1073,
0 =377 x 1078, 0 = 441 x 107>, p = 6.57 x 1072 ¢
vy = 6. Para Avellaneda-Stoikov, usaram-se v = 1.46 x 10~°
e n = 15.38. Os resultados tém cardter exploratdrio, pois ndo
foram utilizados dados de opg¢des na calibragao.

Como a estimacgdo usa precos de execucdo observados em
instantes irregulares, At é atualizado a cada etapa da predicéo.
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Fig. 2. Cotacdes de compra e venda dependentes do inventdrio, obtidas pela
adaptacdo do modelo de Avellaneda-Stoikov usando a varidncia estimada pelo
filtro gaussiano.

Partindo de ¢ = 100 e admitindo ordens unitdrias,
uma compra é considerada executada quando pz,; > Pgree,
incrementando ¢, € uma venda quando p; < PXC°,
decrementando-o.

VI. CONCLUSOES E PROXIMOS PASSOS

Propds-se um filtro gaussiano para estimar a varidncia
latente no modelo de Heston discretizado. O célculo analitico
dos momentos reduz o custo aritmético frente a propagacio
de pontos sigma do UKF, e, em simulagdo, obteve menor
EQM que o estimador EWMA. As estimativas foram ainda
utilizadas em uma aplicagdo exploratéria de formagdo de
mercado com dados reais. Como trabalhos futuros, pretende-se
estimar conjuntamente os parametros do modelo e estender a
avaliacdo a outros ativos e métricas de formagao de mercado.
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