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Um estudo de reticulados obtidos via Construcao B

Grasiele C. Jorge, Antonio A. Campello Jr., Sueli I. R. Costa

Resumo— Neste trabalho apresentamos uma generalizacao da
chamada Construcio B de [3] para classes de codigos g-arios com
q € N e algumas relacoes entre as Construcoes A e B. Mostramos
que o reticulado obtido via Construcio B de um codigo g-ario
possui ¢D,, como sub-reticulado e pode ser visto alternativamente
como a Construcido A de um cédigo 2¢-ario. Por fim, estudamos
uma adaptacao do algoritmo ‘“‘Sphere decoding” para reticulados
obtidos via Construcao B de cédigos g-arios, ¢ primo, na métrica
da soma.

Palavras-Chave— Codigos g-arios, Construciao A, Construcio
B, Reticulados inteiros.

Abstract—1In this work we present a generalization of the so
called Construction B of [3] for classes of ¢g-ary codes with ¢ € N
and also some relations between the Constructions A and B. We
show that the lattice obtained from a g-ary code via Construction
B has ¢D,, as sub-lattice and can alternatively be viewed as the
Construction A of a 2g-ary code. Finally, we study an adaptation
of the “Sphere decoding” algorithm for lattices obtained via
Construction B from g-ary codes, ¢ prime, in the sum metric.

Keywords— q-ary codes, Construction A, Construction B, In-
teger lattices.

1. PRELIMINARES

O uso de codigos corretores de erros e reticulados em teoria
da informacdo e criptografia “pds-quantica” vem sendo cada
vez mais explorado [9], [15]. Uma classe de reticulados muito
utilizada nos estudos relacionados a estas duas vertentes € a
classe dos reticulados g-arios. Um dos principais problemas
envolvendo reticulados e, em particular reticulados g-arios, € o
da decodificag@o, um problema computacional NP-dificil [10].

Um reticulado A C R™ é um subgrupo aditivo discreto.
Equivalentemente, podemos definir um reticulado como um
conjunto discreto de pontos em R", gerado por combinagdes
lineares inteiras de m < n vetores linearmente independentes
V1,..., U, € R" [3]. O conjunto {vy, -+ , v, } € chamado de
base para A. Uma matriz G contendo uma base do reticulado
em suas linhas é chamada de matriz geradora do reticulado.
A matriz GG?, onde ¢ denota a matriz transposta, é chamada
de matriz de Gram. O determinante de qualquer matriz de
Gram associada a um reticulado A ndo varia e € chamado de
determinante do reticulado e denotado por det(A). Dizemos
que A* C A é um sub-reticulado se A* é um reticulado.
Como A e A* s@o grupos aditivos, temos associado o grupo
quociente A/A* e vale que |A/A*| = det(A*)/?/det(A)/?
[12]. Decodificar um vetor y € R™ em um reticulado A com
relagdo a uma métrica d, é encontrar o ponto de A mais

N

préximo de y em relacdo a esta métrica [3]. Neste trabalho
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faremos o estudo de reticulados na métrica de soma que pode
ser associada a canais com ruido aditivo de Laplace [5].

Reticulados g¢-drios constituem uma classe de reticulados
diretamente associada a codigos lineares sobre o anel Z,, dos
inteiros reduzidos médulo g. Dado ¢ € N, um cddigo linear
q-drio C C Z;; é um subgrupo aditivo de Z;. Quando g ndo é
primo, ndo podemos garantir a existéncia de uma base, apenas
de um conjunto de geradores para C.

Podemos definir um reticulado g-drio A, como um reti-
culado satisfazendo ¢Z" C A C Z" para algum ¢ € N [9].
Equivalentemente, um reticulado g-drio A pode ser definido
via Construgao A [3], [11].

[3] Considere a aplicagido sobrejetora
¢ L" — Ly
(x17"' 71.?1) — (TD : 7@)7

onde z; € obtido de z; por reducdo médulo g para todo 7 =
1,--+,n. Temos que C C Z;L é um c6digo linear g-drio se,
e somente se, ¢~ 1(C) C Z" é um reticulado em R™. Além
disso, qZ" C ¢~ (C). O

Proposicao 1:

(D

Defini¢do 1: Chamamos de Construgdo A a aplicagdo ¢ que
relaciona um cédigo g—drio C C Z!" a um reticulado ¢~1(C)
e chamamos o reticulado A 4(C) = ¢~(C) de reticulado q-
drio associado ao cédigo C.

z

Proposicdao 2: [3] Se C C Zg € um cdédigo g-dario, entdo
AA(C)/qZ" ~ C. O

Geometricamente, um reticulado g-drio A4(C) pode ser
visto como o conjunto de pontos obtidos através das
translagdes dos pontos de A4(C) no hipercubo [0,¢)™ por
vetores inteiros miltiplos de ¢. Os pontos do reticulado
contidos no hipercubo [0, ¢)" sdo identificados com os pontos
do cédigo C.

Com base nas relagdes entre um c6digo g-ério e o reticulado
g-ario associado pela Constru¢do A, é possivel relacionar a
decodifica¢do no reticulado g-ario na métrica da soma com a
decodificacdo no cddigo g-ario associado na métrica de Lee

[2].

II. CONSTRUGCAO B ESTENDIDA
A Construcdo B ¢é apresentada em [3] para classes de
c6digos bindrios e terndrios. Neste trabalho, estendemos tal
construgdio para classes de codigos lineares C' C Zg, q €
N. Como veremos no que se segue, reticulados obtidos via
Construgdo B em c6digos g-arios sdo 2g-arios.

Definigdo 2: Sejam g = 2"b, onde b € N impar e C' C Zy
um cdédigo linear g-drio tal que

2" divide Z ¢; para todo € = (¢1,--+ ,¢,) € C.  (2)

i=1
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Definimos a Construgcdo B estendida para o c6digo C' como
em (2) por

Ap(C) =

n
{z=c+qw; wecZ", ¢cCe 2" divide ZZZ} ®)
i=1
Observagcdo 1: Para g impar, o cdédigo C ndo possui
nenhuma restricdo dada pela Equacdo (2). Quando q € par, se
nao colocarmos restri¢do no c6digo, poderdo existir elementos
do cédigo que ndo geram nenhum ponto do reticulado A (C).
De fato, se ¢ = 72LTb comr > 2, b & impar e existe € € C' tal que

2" nao divide Z ci, entdo Z ¢; = 2% com a < r e t impar.

i=1 i=1
Desta forma, para todo w e Z" temos que se z = ¢ —|— qw

Zcz—&—Twal =2%t+2"" awal

ndo é divisivel por 2T+1

entdo Y | 2 =

Exemplo 1: Seja C = ((1,3)) C Zg um cédigo linear
6-ario satisfazendo a Equacgdo (2). A Figura 1 representa o
reticulado Ap(C).

Fig. 1. Reticulado Ap(C) com C C 72

Notemos que Ap(C) é um reticulado 12-drio, isto é,
127* C Ap(C). Os pontos do reticulado em [6,12) x [0, 6)
sdo obtidos dos pontos do cédigo C' que ndo estdio em
[0,6) x [0,6), transladados pelo vetor (6,0).

Geometricamente, o reticulado A (C) pode ser visto como
descrito a seguir: particionamos R"™ através de cdpias do hiper-
cubo [0,¢)™ e colorimos alternadamente os hipercubos como
em um tabuleiro de xadrez. No hipercubo [0, ¢)”, marcamos
os pontos de C' que estdo no reticulado. No hipercubo vizinho
[6,12) x [0,6)"~!, marcamos os pontos de C que ndo estdo
no reticulado, transladados pelo vetor (6,0, - - - ,0). Repetimos
os pontos destes dois hipercubos em cada hipercubo de cor
equivalente. A unido destes pontos é o reticulado Ap(C).

Exemplo 2: [3] Uma versao escalonada, 2Fyg, do reticulado
Es ¢é obtida via Construgdo B do cédigo bindrio

C:{(G’ aﬁ)a(Ta"' 7T)}§Z§

Consideraremos a seguir apenas cédigos C' C Z; satisfa-
zendo as restri¢cdes da Equacdo (2).

Proposi¢do 3: Nas condi¢des acima, Ap(C') é um reti-
culado se, e somente se, C' € um cddigo linear g-ario.

Demonstragdo: Seja C' um cddigo linear. Pela demonstragao
da Proposi¢do 1, temos que ¢~ !(C) é um grupo aditivo,
onde ¢ é dada pela Equagdo (1). E claro que Ag(C) é um
subgrupo aditivo de ¢~!(C). Logo, Ap(C) é um reticulado
em R"™. Agora, se Ag(C) é um reticulado, mostremos que C
é um cédigo linear. Sejam @, b € C. Existem alguns casos a
analisar, porém, abordamos apenas um deles, ja que os demais
sdo andlogos. Suponha a € Ap(C) e b ¢ Ap(C). Temos
b+ ge; € Ap(C) e, do fato de Ag(C) ser reticulado, segue
que a — b —qge; € Ap(C), ou seja, existe ¢ € C tal que
a—b—qe; = ctqt paraalgum t € Z". Assim,a—-b=—¢c € C.
Portanto, C' é um c6digo linear. O

A proposicdo seguinte mostra que o reticulado obtido via
Constru¢do B em um cddigo g-ario C' € um sub-reticulado do
reticulado obtido pela Constru¢do A no mesmo cédigo C.

Proposicdo 4: Seja C C Z; um cédigo linear g-drio,
g = 2"b, b impar. Temos que Ap(C) C A4s(C) e
[Aa(C)/AB(C)| = 2.

Demonstragﬁo: E facil ver que Ag(C) C As(C). Seja T €

A4(C)/Ap(C). Temos que x = c+qtparace Cet € Z".
Se © € Ag(C), entio T =0 em A4(C)/Ap(C). Agora, se
x ¢ Ap(C), entdo T # 0. Mostremos que para todo y =
c1+gs € AA(C) — Ap(C) com ¢; € C e s € Z", temos
que ¥ = . De fato, primeiro notemos que como ¢,¢; €

C, segue que Zci =2"ae chi = 2"d para a,d € Z.

i=1 i=1
Como z,y ¢ Ap(C), entdo 2" ! ndo d1v1de2:xZ ZCZ
thlfQ a+bZt ye2rtt na0d1V1deZylecl +
1= 1
qui - d+bz +bZt

(d + bzl 153) 30 numeros 1mpares e entdo 271 d1v1de

2" a—i—bZti—d—bZ s;) = in—Zyi, o que implica
i=1 = i=1 i

i=1 =
que x —y € Ag(C). Portanto, A4 (C)/Ap(C) = {6,%}. O

). Segue entdo que (

Exemplo 3: Seja C = ((1,7)) C Z§. Os pontos em preto
na Figura 2 representam os pontos do reticulado Ap(C) e
a unido dos pontos pretos e cinzas representa os pontos do
reticulado A4 (C).

Observagdo 2: Como |As(C)/Ap(C)| = 2, segue que
podemos particionar o reticulado A 4(C') como duas cGpias
do reticulado Ap(C). Desta forma, se o reticulado Ap(C)
possuir um algoritmo eficiente de decodificacdo, podemos
decodificar eficientemente A 4(C) utilizando a decodificagéo
por classes de [3].

Exemplo 4: Considere o cédigo C' C Zg do Exem-
plo 2. Temos que Ap(C) = 2Es e As(C)/Ap(C) =
{(0,---,0),(2,0,---,0)}. Dado um vetor recebido y € R",
vamos decodificar y em A 4(C). Primeiro decodificamos y em
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Fig. 2. C={((1,7)

Ap(C) = 2Eg, obtendo z; € A4(C). Em seguida, decodifi-
camos o vetor y — (2,0,---,0) em Ap(C) = 2Es, obtendo
z9. Entdo, fazemos z5 = z9 + (2,0,---,0) e calculamos o
minimo entre d(y, z1) e d(y, z5). Portanto, utilizamos duas
vezes o algoritmo de decodifica¢do de A g(C') para decodificar

AA(C).

Consideremos o reticulado padrdao D,,, definido em [3] da
seguinte forma:

D, ={(z1, -+ ,x,) € Z" tal que =1+ ---+ x, é par}.
“4)

Proposicdo 5: Sejam C C Z; um cédigo g-drio e D,
o reticulado definido em (4). Temos que gD, C Ap(C) e
|AB(C)/qDy| = |C]|.

Demonstragio: E ficil ver que ¢D,, C ¢~ 1(0), onde ¢ é dada
n
pela Eq. (1) e 2"+ divide qui, pois d = (dy,...,d,) €

D,,. Entdo ¢D,, C Ap(C). ZCcl)nsideremos 0 grupo quociente

Ap(C)/qD,,. Provaremos que cada elemento de C' define

uma classe diferente neste quociente. Primeiro, notemos que

se ¢1 = ¢ + qwi,x2 = ¢ + qwa € Ap(C), entdo
n n

x1— o = q(wy —ws). Assim, Z w1, Z woy; tém a mesma
paridade, donde w; —ws € Dnz 61:71 = ;Tglem Ap(C)/qD,,.
Agora, se 1 = ¢ + qwi, 3 = c2 + qwy € Ag(C)
com ¢; # ¢y entdo Ty #Z Tz em Ap(C)/qD,. De fato,
suponhamos x; — 2 € ¢D,,. Temos que ¢; — c2 = ¢+ gk
para algum k € Z" e ¢ € [0,¢)™ com ¢ # 0. Entdo 1 — x5 =
ct+q(k+w;—ws) € gD, implica ¢ = q(t—k—w; +w-) para
algum t € D,,. Como ¢ & qZ", segue que &1 — 3 & qD,,.
O
Observagdo 3: Em [13], é apresentado um algoritmo para
encontrar o ponto mais préoximo no reticulado D,, na métrica
lp, (p > 1). Usando a decodificagio por classes de [3], pela
Proposigdo 5 é possivel decodificar o reticulado Ag(C) na
métrica [,, decompondo-o como soma de |C| classes distintas
em Ap(C)/qD,,.

Exemplo 5: Para o reticulado 2Fg do Exemplo 2 temos
que |Ap(C)/2Ds] = |C| = 2. Desta forma, podemos

particionar o reticulado 2E5 como duas cépias do reticulado
2Dy e utilizando a decodificagdo do reticulado Dg, podemos
decodificar Eg.

Para ¢ € N um ndmero primo, vamos encontrar uma matriz
geradora para o reticulado Ag(C) em fun¢do de uma matriz
para o cédigo C.

Sejam ¢ € N um nimero primo e [I;xx | Bkxn—k] uma
matriz geradora para o c6digo g-drio C' C Zj na forma
sistemdtica [7], onde B = (b; ;) e

1 -1 0 --- 0 O
0 1 -1 0 0
0 0 ¢ 0 0
D =| . . . &)
o o o - 1 -1
o o o0 - 2
Definimos a matriz B* = (bj;) da seguinte forma: as

primeiras n — k — 1 colunas de B e B* sdo iguais. Para
a dltima coluna consideramos:

n—k
brn—r.j se E b; ; é impar;
i=1

n—=k

g b; ; € par.
i=1

* —
n—k,j —
bn—k,j +4q se

Proposigcdo 6: Seja ¢ um niimero primo. Uma matriz gera-
dora para Ag(C) é dada por
B* s (n—k
) ) SN

Iy 1,
N = «
<O(nk)><k D0,y (n—k)
onde B* e D* sdo definidas como acima.

Demonstragio: Seja x = c+qw € Ag(C),ce Cew € Z".
k

Como ¢ = E @;C;, onde ¢; sdo as linhas de [Ty xk | Bixn—k]

=1
k

e a; € Zg, segue que ¢ = Zaici + ¢s para algum s € Z".

i=1
Cada ¢; pode ser gerado como ¢; = ¢ + ¢t;, onde ¢ € uma

linha de B* e ou t; é 0 ou (0,0,---,0,—1). Entdo = =
k k
Zaic;k—&-q (s-l—w—i—Zti)
i=1 i=1

k
que [ s+w + Z t; | € D,. Notemos que a matriz
=1

D = quXk q*BZX(n—k:)
0(n—k)xk D(n—k)x(n—k)
€ uma matriz geradora para o reticulado ¢D,,. De fato, seja
A o reticulado gerador por D**. E ficil ver que A C ¢D,.
Como 2¢™ = det(A) = ¢"det(D,,), segue que A = ¢D,,.
Logo, « pode ser escrito como « = ki[Ipxi | Biy,_ i) +
(ke k@)D" = (k1 + gV, 0 + kS)N. O

n
. Como E a;c; & par, segue

i=1



XXX SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBrT’12, 13-16 DE SETEMBRO DE 2012, BRASILIA, DF

Exemplo 6: Uma matriz geradora para o reticulado 2Eg do
Exemplo 2 é dada por

11 1 1 1 1 1 1
02 -2 0 0 0 0 O
o0 2 -2 0 0 0 O
0 0 O 2 -2 0 0 O
G = o0 0 o0 2 -2 0 O @)
00 0 0 O 2 -2 0
oo o o0 o o 2 =2
oo o o0 0 o0 o 4

Um reticulado obtido pela Constru¢do B de um cédigo ¢-
drio nunca é g-drio pois ge; ¢ Ag(C) paratodoi =1,--- ,n.
A proposicdo seguinte mostra que tal reticulado € 2¢-ario pois
pode ser visto como a Construgdo A de um cédigo 2g-drio.

Proposicdo 7: Se C1 C Z, é um cédigo g-drio, entdo
Ap(Ci) = Aa(Cy), onde Cy C Zjy, é o cédigo 2g-
drio associado ao quociente Ap(C1)/29Z". Mais ainda, Co
é gerado pelas linhas de uma matriz geradora de Ap(Ch)
reduzindo as entradas médulo 2q.

Demonstragdo: Temos que 2¢Z" C Ap(Cp). Note que
Ap(Cy)/2¢Z"™ é um grupo e um conjunto de seus repre-
sentantes de classe é dado pelos pontos de Ag(Cy) dentro
do hipercubo [0,2¢)™. Este conjunto pode ser identificado
com um cédigo Cy C Zy,. Entio Aa(C2) = Ap(Ch).
Agora, se {y;, i =1,--- ,n} é uma base para Ap(C), entdo
um conjunto de geradores para Ap(C1)/2qZ"™ é dado por
{y;,, i = 1,--- ,n}, onde y; é obtido de y; por reducdes
modulo 2g em cada entrada. O

Exemplo 7: O reticulado 2FEg do Exemplo 2 pode ser visto
como A 4(C3) onde Cy C ZZ € o codigo gerado pelas linhas
da matriz G de (7) com as entradas reduzidas médulo 4.
Temos que |C| = det(4Z%)Y/2/ det(Ap(C))'/? = 28,

III. DECODIFICACAO EM RETICULADOS OBTIDOS VIA
CONSTRUCAO B

Nesta secdo, apresentamos uma adaptacdo do algoritmo
Sphere Decoding [6], [14] quando ¢ € um ndmero primo.
A idéia do algoritmo “Sphere decoding” € a partir de um
vetor y € R™ e um raio R encontrar os pontos do reticulado
A que estio dentro da esfera centrada em y com raio R.
Apds enumerar todos estes pontos do reticulado, encontramos
0 ponto mais proéximo de y.

Quando ¢ é um nimero primo, pela Equacdo (6), temos que
uma matriz geradora de um reticulado g-drio Ap(C) é dada
por IN.

Cada ponto = € Ap(C) pode ser escrito como x = sN
para algum s € Z". Fazendo s = (sy,s5) € ZF x z2"7%,
temos que

sN = (81,81 B 4+ ¢s2 D),

onde
1 -1 0 0 0
0o 1 -1 0 O
0 1 0 O
D:
0 0 o --- 1 -1
0 0 0o - 2

€ uma matriz geradora do reticulado D,,_j (4).
Dado y € R", note que

[sN —yll1 = lIs1 — w11 + [[s1B* + gs2D — ya|l1. (8)

Fixado s; € ZF, para encontrar s, € Z"~* que minimiza
(8), devemos decodificar o vetor %(—slB* +y2) em D,,_g.
Essa € a idéia geral do algoritmo: primeiro, vamos encontrar
s1 e a partir de s; encontrarmos S,. Essa maneira de resolver
o problema s6 é possivel pela forma especial da matriz IN.

Dado um raio R, vamos encontrar todos os vetores inteiros
s € Z" satisfazendo ||[sN — y||; < R, isto é,

k k
S Isi =il Dbk asi + Sr1d — g | +
i=1 i=1

k

Z b kt28i = Sk+1q + Sk+2q — Ykt2| +--+ (9)
i=1

<R.

k
Z b;nSi — Sp—19 + Sn2q — Yn
=1

Para as k primeiras parcelas da soma em (9), procederemos
da seguinte forma: Para k = 1, temos a seguinte variacio:

[—R+yﬂ <5 < LR+y1j.

Para 2 < j < k, fixados valores para si,---,5;_1, €
fazendo R; = R;_1—|sj—1—y;j—1], temos a seguinte variagio:

[—Rj +y;] <s; < [Rj +yl

Para j > k, ndo precisamos calcular todas as possibilidades
de valores para s3 = (Sg41, " ,Sp) €m Z" % sendo esse
fato que introduz simplifica¢des no algoritmo.

Para cada vetor s; listado acima, temos que o vetor So
que minimiza (8) é o vetor de D,_j; mais préoximo de
%(—slB* + vy2). Para calcular tal vetor devemos proceder
como na decodificacio em D, [3], que é feita da seguinte
forma: primeiro decodificamos o vetor so em 7" % tomando

k
_ l— doic1TigSi H Y
Sj =

,j=k+1,--- n.
q

n
Se E s; for par, entio sy € D,_j. Caso contrdrio,

j=k+1
calculamos os erros

k k
_ i TigSi T Y [_Zi—l TijSi Y

q

.
! q

para j = k+1,---,n e encontramos o indice ¢ tal que |e;| >
le;j| para todo j. A seguir, substituimos s; por s;+1se e; > 0
ou por s; — 1 se e; < 0. O novo vetor s, estd em D,,_.
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Nem todo ponto & = sIN gerado pelo algoritmo satisfaz
|sIN —yl||1 < R. Apds gerarmos s; para cada coordenada s;
de so, gerada podemos testar se

t; = ||(31,8k+1,~-- asj)Nan - (ylv"'

Se a desigualdade néo for satisfeita com este valor de s;, ndo
serd satisfeita com nenhum outro valor, pois este é o inteiro
que minimiza o valor da parcela em que s; aparece. Portanto,
se a desigualdade for satisfeita continuamos testando os outros
coeficientes.

Apés gerar todos os caminhos da arvore, calculamos qual o
ponto mais préximo de y entre as possibilidades encontradas.
O célculo das distancias pode ser feito em conjunto com a
geracdo da drvore a fim de economizar passos.

Observagdo 4: O algoritmo proposto nesta secao pode ser
utilizado para cddigos lineares C' C Z; com ¢ ndo neces-
sariamente primo, desde que uma matriz geradora do cédigo
tenha forma similar a matriz IN da Equacdo (6). Nesta se¢@o,
utilizamos ¢ primo, pois neste caso o cédigo sempre possui
uma matriz geradora na forma requerida. No Exemplo 8
utilizamos o algoritmo para ¢ = 9.

Exemplo 8: Seja C o c6digo BCH 9-drio com matriz
verificagcdo de paridade

11111111
02120780
8§ 2 0 71 7 01
§ 01 0 8 010
0 8 01 0 8 01
021207287
1 70 2 8 2 07

dado em [1]. Este cddigo corrige todos os erros de Lee de peso
até 3 [1]. Seja y = (1,0,0,0,5,1,1,3) um vetor recebido e
R = 1. A Figura 3 representa a arvore de pontos gerados pelo
algoritmo para decodificar em Ap(C') na métrica da soma.

Fig. 3.  Arvore representando o algoritmo Lee sphere decoding para o
reticulado Ap(C), R=1ey = (1,0,0,0,5,1,1,3)
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