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Reticulados g-arios na norma [, € uma
generalizagao da métrica de Lee

Antonio Campello, Grasiele C. Jorge, Sueli I. R. Costa

Resumo— Reticulados g-arios sdo obtidos através da
Constru¢do A de codigos lineares ¢-arios. Neste trabalho,
mostramos que no estudo de tais reticulados munidos da
métrica [,, surge naturalmente uma nova métrica no conjunto
Zg, a qual chamamos métrica p-Lee. Para p = 1, esta
métrica é a chamada métrica de Lee, largamente estudada na
literatura. Para 1 < p < co, generalizamos um resultado sobre
decodificacdo de reticulados na métrica de Lee e discutimos
brevemente sobre a existéncia de cédigos perfeitos em tais
métricas, estabelecendo uma caracterizaciio de todos os cédigos
perfeitos quando p = oo e algumas propriedades para o caso
geral.

Palavras-Chave— Reticulados, Codigos Corretores de Erros,
Métrica de Lee

I. INTRODUCAO

De todas as construgdes envolvendo cdédigos corretores de
erros e reticulados, uma das mais utilizadas é a Construcao
A, que relaciona um cddigo corretor de erro no médulo Zj e
um reticulado no espaco Z". Tais reticulados sdo chamados ¢-
arios e possuem diversas aplicacdes em Teoria da Informacdo
e Criptografia. De fato, uma grande parte dos esquemas crip-
tograficos baseados em reticulados sdo construidos a partir de
reticulados g-arios pois, apesar da sua aparente estrutura mais
simples, preservam a dificuldade computacional de diversos
problemas envolvendo reticulados [7]. Do ponto de vista
de Teoria de Informagdo, a Construgdo A ¢ utilizada para
construir bons cédigos reticulados para o canal gaussiano e
para uma boa gama de canais com informacgao lateral [12].

Neste artigo, abordamos problemas de reticulados g-arios
na métrica /,. Em geral, ndo hd uma literatura extensa sobre
reticulados nestas métricas para p # 2. Peikert estuda em
[8] a complexidade de importantes problemas computacionais
de reticulados (como o CVP e SVP) para 2 < p < o e
interessantemente nao consegue o obter nenhum resultado para
ocaso 1 < p < 2. Em [4], Grell et al. mostram algoritmos
6timos para a busca pelo ponto mais préximo na norma I,
para algumas familias famosas de reticulados, como Z", D,
A,, Eg, E7 e Eg, entretanto ndo abordam o problema de
reticulados g-4rios de maneira geral. Ao lidarmos com tais
reticulados na norma [,,, na tentativa de generalizar um recente
resultado sobre a busca pelo ponto mais proximo na métrica
de Lee [1], uma nova métrica é naturalmente induzida no
espago Z; (que também pode ser vista como uma métrica no
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quociente Z"/qZ™), a qual chamamos p-Lee. Mostramos que
dado um ponto no Z", encontrar o ponto de um reticulado
g-drio A que minimize a distincia ate y na norma [, &
equivalente a encontrar o ponto do c6digo associado a A mais
préximo de um dado ponto na métrica p-Lee.

Este trabalho estd organizado conforme descrito a seguir. Na
Secdo II exibimos alguns resultados preliminares e notagdes
utilizadas. Na Secao III descrevemos a métrica p-Lee e mos-
tramos que ela de fato satisfaz as propriedades de métrica
para 1 < p < oo, e definimos os pardmetros de um
codigo nesta métrica. Na Secdo IV, discutimos a existéncia
de coédigos perfeitos para alguns valores de p e apresentamos
algumas conjecturas. Por fim, na Se¢@o V apresentamos nossas
conclusdes.

II. PRELIMINARES

Nesta secdo, descreveremos alguns resultados iniciais e
estabeleceremos a notagdo utilizada ao longo do trabalho.

A. Codigos e reticulados

Dado q € N, um cddigo linear g-ério C' é um Zg-submédulo
de Zy. Um ponto T € C' € usualmente chamado de palavra-
cddigo ou simplesmente palavra. Se ¢ ¢ um nimero primo,
entdo C' € um subespago vetorial de Zj e portanto possui
uma base constituida por £ < n vetores. Caso contrario,
podemos apenas garantir a existéncia de um conjunto minimal
de geradores, ndao necessariamente linearmente independentes.
A matriz A cujas colunas sdo os vetores de tal conjunto
minimal € dita matriz geradora de C'. Para g primo, sempre
existe uma matriz geradora A para C na forma sistemdtica i.e,

Ik:><k
Brsn—k |

Avi = | n

Um reticulado A é um subgrupo aditivo discreto do R™.
Equivalentemente, A C R™ é um reticulado se, e somente
se, existe um conjunto de vetores linearmente independentes
V1,...,U, € R, m < n, tal que A € o conjunto de todas
combinagdes lineares y = ZZI a;v;, onde «; € Z. Uma
matriz M cujas colunas sdo os vetores de tal conjunto é
dita uma matriz geradora para A, enquanto G = M'M
é a matriz de Gram associada. O determinante de A é
definido como det A = VdetG = det M. O valor det A
corresponde também ao volume euclidiano do paralelotopo
P = {Z:L a;v;, 0 < o; < 1}, uma regido fundamental de
A. O reticulado cuibico Z™ é o conjunto de todos os vetores
com coordenadas inteiras no plano. Um reticulado A é dito
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inteiro se A C Z". Dado um reticulado A munido da métrica
l,, a distdncia minima ;¢ de A é dada por
0712312/\ dp(z,0).

Seja A um reticulado. Dada uma métrica d em R™ e um
ponto 7 € R™, um importante problema que possui diversas
aplicagdes em codificacdo e criptografia € o de encontrar o
ponto de A mais préximo de . Um processo para encontrar
a solucdo « € A deste problema (isto é, o ponto que do
reticulado que minimiza a distdncia até r) é chamado de
decodifica¢do no reticulado A. Se d é a distancia euclidiana,
entdo a decodificacdo tem aplicagdes no envio de informacao
sobre um canal Gaussiano com ruido branco e é um problema
largamente estudado. A versdo geral deste problema em reti-
culados inteiros é computacionalmente dificil e € classificado
na Teoria de Complexidade como NP-hard [7].

B. Construgdo A

A chamada Construcdo A estendida para cdédigos g-arios
[2] associa um c6digo C' C Zy; a um reticulado inteiro e pode
ser descrita conforme mostrado a seguir. Seja ¢ a aplicacdo
sobrejetiva

¢: L — ZZ 2
(Ila A axn)t — ("1:713 ce 7%)2
onde z; = x; (mod q) para ¢ = 1,...,n. Dado um cédigo

C € Zy, definimos A4(C) como a imagem inversa de C' por
b, isto é Aa(C) = ¢~1(C). E facil ver que Ay(C) é um
reticulado se, e somente se C' é um cédigo linear. Neste caso,
dizemos que A 4(C) é o reticulado g-drio associado a C'. Todos
os reticulados g-drios contém (¢Z)"™ = {qx : ¢ € Z™} como
sub-reticulado e esta propriedade pode ser usada como uma
alternativa para a definicdo de reticulados g-arios, como em
[7]. Com efeito, se ¢Z™ C A C Z", entdo o quociente A/qZ™
€ sempre isomorfo a um cddigo linear C' € Zj. As palavras
de C' podem ser vistas como os representantes do quociente
A/qZ™ dentro do hipercubo [0, q)" e A4(C) serd entdo obtido
como copias destes pontos transladados de direcdes multiplas
de g, isto é, de qw, onde w € Z". Algumas propriedades da
construgdo A utilizadas neste trabalho sdo dadas na seguinte
proposi¢do:

Proposi¢do 1: Seja A4(C) o reticulado ¢-drio associado a
um cédigo C' € Zy. Valem as seguintes propriedades:

1) O niimero de palavras de C' € dado por

o= |Aal| __d"
qZ" det(A4(C))"
‘ : Tixk <
2) Se C é gerado pela matriz , entdo:
kan—k'

Ty

M =
|: B(n—k)xk

qIOkX(n—k) :| 3)
(n—k)Xx(n—kK)
¢ uma matriz geradora para A4(C).
3) Todo reticulado A C Z" é g-ario.
Demonstragdo: O isomorfismo entre C e A4(C)/qZ"
¢é direto e o nimero de representantes neste quociente é dado

pela segunda igualdade [2], mostrando 1). A demonstrac¢do de
2) segue pelos fatos de que (Mx) € C para qualquer € Z"
e qualquer ponto de A4(C) pode ser escrito como x + qw,
onde w € Z™ e x € C. A terceira propriedade vem do fato de
que, se A é inteiro, entdo possui matriz geradora M inteira, e
portanto det A também ¢ inteiro. Assim, tomando g = det A,
o sistema linear Mx = gz sempre tem solugdo para z € Z"
um vetor fixo, mostrando que ZZL C A e portanto A é um
reticulado g-ario. u

A dltima propriedade nos mostra que, tratando de reticu-
lados g-drios estamos, de um ponto de vista tedrico, lidando
com qualquer reticulado inteiro.

III. A METRICA p-LEE

Ao invés da usual métrica de Hamming para cédigos e
euclidiana para reticulados, consideramos aqui a distancia [,
em Ay (C) C Z™ e a métrica induzida que denotamos por p-
Lee para codigos. Mostramos mais adiante (Se¢do IV) como
esta métrica surge naturalmente do estudo de reticulados na
norma [, e como poderemos relacionar a busca pelo ponto
mais préximo em A 4(C') como um problema de decodificagéo
em C.

Sejam 1 < p < o0 e x® = (x1,...,2p)y =
(y1,...,yn)" € R",. A distancia d, entre estes vetores ¢é
definida como

n 1/p
dp(,y) = (Z |zi — yi|p> :
i=1

Se p = o0, entdo definimos

,n}.

A métrica de Lee, introduzida em [6], pode ser vista como
a distdncia no quociente Z" /¢Z"™ induzida pela métrica 1 no
reticulado. Para dois elementos 7,y € Z, ela € definida como

dree(T,y) = min {(Z — y) (mod q), (¥ — ) (mod q)}, (4)

n
q

doo(x,y) := max{|z; —y;|; i=1,...

enquanto para dois vetores T,y € Z, temos

dee, (T,9) = »_min{(Z; —7,) (mod q), (7, — T;) (mod @)},
=1
)

Como demonstrado em [6], as distancias satisfazem as pro-
priedades de simetria, positividade e desigualdade triangular,
definindo assim uma métrica nos seus respectivos espacos. A
generalizacdo da métrica de Lee aqui proposta é dada pela
Proposicao 2 abaixo.

Proposi¢do 2: Sejam 1 < p < oo e T,y € Z;. A aplicagio
dLee,p : Ly X Zy — R dada por

n l/p
dLee,p(iv y) = (Z (dLee(zivyi))p> )
i=1
onde dr..(Z,y) é dada pela Equacdo 4, define uma métrica
em Zg, a qual denotamos por métrica p-Lee.
Demonstracdo: As condicdes de simetria e positivi-
dade sdo imediatas. Para a desigualdade triangular, sejam
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T,Y,z € Z,;. Como a métrica de Lee 4 satisfaz a desigualdade
triangular, temos

dLee(fiagi)p < (dLee (Tivfi) +dree (zivyi))p .

Consequentemente
n 1/p
drce (@, Y) = | Y (dree(®:, 7))
n - 1/p

S Z(dLee,l(Tiazi) + dLee,p(zivyi))p
i=1

Pela Desigualdade de Minkowski, temos

n

1/p
dLee,p(fv y) = (Z(dLee(xiayi))p>

i=1

n 1/p
< (Z(dLee(l‘i,Zi))p> + (

i=1

n
1=

1/p
(dLee(Zi, yi))p)
1
dLee,p (Ea E) + dLee,p (Ev y)

Para p = oo definimos analogamente:

doo(®,Y) := max{|T; —7;|; i =1,...,n},

e também valerdo as propriedades da Proposi¢do (2) acima.
Assim como em qualquer métrica, a distdncia minima

dLeep(C) de um cédigo C' € Zy € definida como a menor

distdncia entre duas palavras distintas de C'. Uma bola na

métrica p-Lee € definida analogamente da maneira usual,

como:

Breep(T,R) ={Y €L dpecp(T.Y) <R}  (6)

O conceito de capacidade de corre¢do de erro de um cédigo C
¢ estendido como o maior ¢ para o qual as bolas na métrica de
raio Bp.e (R, T) centradas em pontos distintos do cédigo sdo
disjuntas. Na métrica de Lee (isto é, para p = 1), a capacidade
de correcdo de erros de um cédigo € dada pela formula classica
t = |[(dree(C) —1)/2]. Para p > 1, este fato ndo é verdade.
Para verificarmos isto, tome por exemplo o cédigo 13-ario

C =((1,5)) = {j(1,5) (mod 13) : j =0,...,12}. (7)

Para p = 2, temos [(dree,2(C) —1)/2] = 1, mas as esferas
de raio 2 centradas em palavra-cédigo ndo se intersectam,
e portanto a capacidade de correcdo de erros € estritamente
maior do que [(dree2(C) —1)/2]. Este exemplo pode ser
estendido para qualquer p > 1.

Se C' é um c6digo g¢-drio, a distdncia minima p de A4 (C)
na métrica [, estd relacionada a distdncia minima do cédigo
C na métrica dp.,,(C) conforme a equagio [10]

p = min{q, dpeep(C)}. ®)

IV. DECODIFICACAO DE RETICULADOS VIA
CONSTRUCAO A

Para reticulados construidos a partir de cédigos g-arios,
mostramos em [1] que decodificar (ou seja, encontrar a
palavra-cédigo mais préxima de um ponto recebido) um
codigo g-drio €' C Zy na métrica de Lee corresponde a
decodificar o respectivo reticulado g-drio A4(C) C R™ na
métrica da soma (ou métrica [;). Nesta se¢do, obtemos o
mesmo tipo de relacdo para cdédigos na métrica p-Lee e
reticulados na métrica [,.

A fim de melhorar a nota¢do, quando nos referirmos a um
vetor x, estamos considerando-o como um ponto do cédigo ¢-
ario C, mas quando nos referirmos a x, estamos considerando-
o como um ponto do reticulado g-drio A4(C). Devido ao
isomorfismo A4(C)/qZ™ ~ C, ndo faremos distingdo entre
os elementos de C' e A4(C)/qZ"™. Denotamos por [a] o
arredondamento ao inteiro mais préximo de a.

Proposigdo 3: Sejam A4(C) um reticulado ¢-drio e r =
(ri,-++,rn) € R™ um vetor. Dado um elemento T €
Aa(C)/qZ™ com x = (1, - ,2p), O representante z da
classe T que estd mais préximo de r em A 4(C'), considerando
a métrica d,, é dado por z = (21, - , 2 ), onde z; = x; +qw;
Ty — &4

e w; = |:
q
Demonstragcdo: Cada representante da classe de x é dado

paracadai=1,---,n.

por z = = + qw, onde w € Z". Na métrica da soma,
1/p . ..

dp(r,z) = (O (ri — x — qu;)P) /P ¢ minima quando

cada parcela do somatério é minima, isto é, w; = %} .

Defini¢do 1: Sejam A 4(C) um reticulado g-drio e r € R"
um vetor. Chamaremos de r (mod q) o vetor obtido de r por
reducdes moédulo g em cada entrada de r. Essas redugdes sao
feitas tomando o resto da divisdo de cada entrada de 7 por g
com coeficientes inteiros.

A préxima proposi¢do relaciona a decodificagdo no reti-
culado g-drio A4(C) na métrica d,, com a decodificacdo no
cédigo g-drio C na métrica dy.cc p.

Proposigdo 4: Sejam A4 (C) um reticulado ¢-drio e r =
(ri,-++ ,7rn) € R" um vetor. Se T € C' é o elemento do cédigo
C mais proximo de 7 (mod q) considerando a métrica dy.ce,p,
entdo z € A4(C) dado pela Proposic¢do 3 tal que Z = T em
AA(C)/qZ™, é um elemento de A4(C) mais préximo de r
na métrica d,,.

Demonstracdo: Seja r (mod q) = r*, isto é, r =
(ri,---,rn) = (r*--,mn") + q(t1,--+ ,tn), onde 0 <
" < qget; € Zparai = 1,---,n. Sejax € C com
T = (xla"' >$n)7 0< 2 <¢g-1 para i =1--,n0
ponto mais préximo de r (mod q) considerando a métrica de
Lee. Mostramos que o ponto mais préximo de » em A4(C)
estd na mesma classe que  em A 4(C')/qZ". Para cada classe
acCcoma = (ay,- - ,a,), pela Proposicdo 3 encontramos
o representante a* mais préximo de r considerando a métrica
de Lee. Mostramos que d,(r,a*) = dpecp(r (mod q), @).
Para a métrica d, temos que

n 1/p
dy(r,a*) = (Z(n* ;- aiw) ,

i=1
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T4t — 1) . Bntdo, —1 < B <
pois |r;* —x;| < g, a; € {—1,0,1}. Assim, podemos observar
que:

onde «; = ({

e Se a; = 0 para algum 4, entdo —q/2 < r;* —a; < g/2 e
isto implica que

min{|r} — a;|,q — [r] — ai|} = [r] — a4l

e Se a; = 1 para algum ¢, entdo ¢/2 < 1;* —a; < g e
portanto

min{|r; —a;|,q — |r;] —ai|} = q—[r] — a4
e|ry —ai| =7 —as.

e Se a; = —1 para algum 4, entdo —q < r;* —a; < —q/2
e entdo

mln{h’: - a’i|uq - |,',,;k - azl} =q— |7°: — ai|
e |ri —ai| = —(ri —a).

Deste modo: que

n 1/p
(Z i —a; = 04#1|p>
i=1
n l/p
(Zmin{lm* —ail,q —|ri" — ai|}p>
=1

= dLee,p(Fa E).

dp<r7a*) =

Como T satisfaz dpec (7, %) = min{dpe. (7, a),a € C}
entdo z satisfaz dy,(r, z) = min{d,(r,y),y € As(C)}. =

V. CODIGOS PERFEITOS NA METRICA p-LEE

Seja C C Zj um cddigo. Denotamos por fi,(n, R) a
quantidade de pontos em Zj; dentro de uma bola de raio R
centradas em uma palavra de C na distncia drce . Temos a
seguinte proposicao:

Teorema 1 ( [3]): Se a distdncia minima de um cdédigo
C CZy é 2R+ 1, entdo |C| pp(n, R) < ¢".

Este limitante, vilido para para qualquer métrica em Zg
é conhecido como limitante do empacotamento esférico.
Cdédigos para os quais vale a igualdade no teorema acima sio
conhecidos como cddigos perfeitos. Os cédigos perfeitos tri-
viais sdo constituidos por todo o Zy e pelo conjunto contendo
apenas uma palavra-c6digo.

Para p =1 [9] e p = o0, 0 valor de pu,(n, R), onde (2R +
1 < ¢q) é conhecido explicitamente e dado pelas equagdes

abaixo:
2 (”) (3) )
) )

too(n, R) = (2R 4+ 1)".

min{n,R}

,ul(an) = Z

=0

(10)

Considerando a métrica de Lee (p = 1), é facil exibir exem-
plos para n = 2 e qualquer R, mas a conhecida conjectura de
Golomb-Welch propde que para n > 2 sé existem codigos
perfeitos para R = 1 [5]. Abaixo, mostramos que proposicoes
acerca da existéncia de codigos perfeitos para a métrica p-Lee,

p#1

Proposigdo 5: Para 1 < p < oo, existem codigos perfeitos
ndo triviais na métrica p-Lee para n = 2.

Demonstracdo: Exibimos, a seguir, um cddigo perfeito
ndo trivial na métrica p-Lee. Considere o cddigo gerado
pelos miltiplos do vetor (1,5), C = ((1,5)) C Z2,. Este
cédigo € perfeito na métrica p-Lee para 1 < p < oo. De
fato, para 1 < p < oo as esferas Bl ,(T,2) centradas
em uma palavra estdo contidas na esfera Bpe oo (%,2) de
raio 2 centrada na mesma palavra. As esferas Bp.. (%, 2)
intersectam Br,ce oo (%, 2) em exatos 4 pontos, correspondendo
aos vértices do losango inscrito em Br,cc p, como ilustrado na
Figura 1. Como poo(2,2) = 25 e 16 destes pontos estdo no
bordo do quadrado de lado 4, entdo y,(2,2) =25—16+4 =
13. Assim, |C|u,y(2,2) = 132 e a igualdade é atingida no
Teorema (1), para Z325. [}

Proposigdo 6: Para 1 < p < oo, existem codigos perfeitos
n-dimensionais na métrica p-Lee para g =2n+1e R = 1.

Demonstracdo: Para p = 1, este € um resultado cléssico
e sua demonstracdo pode ser encontrada em [5]. Considere
agora, o vetor nulo 0. Para 1 < p < oo, as equagdes
|z1|P + ...+ |zs|P <1 possuem exatamente 2n + 1 solugdes
inteiras e portanto pi1(n,1) = p,(n,1) = 2n + 1. Como
existe um codigo perfeito na métrica de Lee, entdo existe
C C Zy satisfazendo |Cui(n,1) = ¢", donde segue que
|C|,u'p(nv 1) =q". u

Tendo em vista isto, apresentamos abaixo a seguinte con-
jectura, que € uma extensao da famosa Conjectura de Golomb-
Welch.

Conjectura 1: Nao existem codigos perfeitos na métrica p-
Lee, p<oo,paran>2e R > 1.

Proposigdo 7: Existem codigos perfeitos C' C Zj ndo-
triviais na métrica co-Lee se, e somente se ¢ = b com b > 1
um inteiro impar e m > 1.

Demonstragao:  Um cdédigo €' C Zg com distancia
minima 2R + 1 é perfeito com respeito a distancia dr.ee 00
se e somente se

|IC|(2R+1)" = ¢™. (11)

¢ Condicdo necessdria: Pela condicdo acima (Equagdo
(11)), se existe um codigo perfeito C, entdo

(e Y
|C|_<2R+1)'

E assim temos que 2R + 1 deve dividir ¢g. Excluindo o
codigo trivial no qual R = 0, q deve possuir um fator
impar maior que 1, mostrando que ¢ = 2% é impossivel.
Caso ¢ seja primo, como 2R + 1 divide ¢, segue que
2R + 1 = q (caso trivial em que C' possui apenas uma
palavra). Mostramos assim que ndo é possivel termos um
codigo perfeito com ¢ primo, nem poténcia de 2. Deste
modo, a condicdo necessdria é a de que ¢ seja fatordvel
como ¢ = mb, para b um inteiro impar maior que 1 e
m > 1.

o Condigdo suficiente: Seja ¢ = mb com b > 1 um
inteiro fmpar e m > 1. Tomando o cédigo C' =
((0,0,...,0),...,(0,...,0,b)) € Z temos claramente
que |C| =m™ e R = (b—1)/2, ou seja, sua distincia
minima € igual a b. Deste modo, |C|pio(n,r) = M"b" =




XXX SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBrT’12, 13-16 DE SETEMBRO DE 2012, BRASILIA, DF

q", 1 < |C| < ¢™ e portanto este cidigo é perfeito e
ndo-trivial, mostrando que a condicdo € suficiente.

12

0 [ /4 e\ . 8 10 12

Fig. 1. Tustragdo da Proposi¢do 5 para o cédigo C = ((1,5)). As bolas na
métrica p-Lee, p = 1,2 s@o os pontos inteiros contidos no losango em azul
e no disco, respectivamente

VI. CONCLUSOES

Neste trabalho, apresentamos uma proposta de
generalizagdo da métrica de Lee no conjunto Z; e mostramos
que o problema de decodificar em reticulados g¢-4rios na
métrica [, é equivalente ao de decodificar em um cédigo na
metrica p-Lee. Em seguida, discutimos alguns aspectos sobre
a existéncia ou ndo de cdédigos perfeitos em tais métricas.
Para p = oo caracterizamos todos 0s casos em que existem
codigos perfeitos e para 1 < p < oo conjecturamos que
os tnicos cddigos perfeitos com n > 2 sdo os dados pela
Proposi¢@o 3, ou seja, com R = 1. Essa conjectura estd de
acordo com a famosa conjectura de Golomb-Welch [5] para
codigos perfeitos na métrica de Lee.
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