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Resumo— Este artigo propde uma aproximacao nova e arbi-
trariamente precisa para a distribuicio da soma de variaveis
aleatorias Nakagami-m, aplicavel a parametros de forma inteiros
e semi-inteiros. Nossa abordagem introduz um paradigma de
modelagem fundamentalmente distinto em relacdo as técnicas
convencionais (por exemplo, casamento de momentos, casamento
assintotico ou aproximacoes baseadas no Teorema Central do
Limite), a0 empregar um conjunto auxiliar de variaveis aleatérias
que atuam como sombreamento multiplicativo sobre as variaveis
Nakagami-m originais. Esse mecanismo permite obter expressoes
novas, trataveis e computacionalmente eficientes para a funcio
densidade de probabilidade e a func¢io de distribuicio acumulada
da soma. Além de vantagens matematicas e computacionais,
o método proposto oferece beneficios adicionais em relagio as
solucdes existentes: (i) precisiao ajustavel por meio de parametros
regulaveis, (ii) convergéncia em probabilidade para a distribuicio
exata da soma a medida que os parimetros regulaveis aumentam,
e (iii) capacidade de ajustar o perfil completo da distribuicao,
incluindo o corpo e as caudas.

Palavras-Chave— Distribuicio Nakagami-m, desvanecimento,
mecanismo de sombreamento, somas de variaveis aleatorias.

I. INTRODUCAO

A caracterizacdo estatistica de somas de varidveis aleatdrias
(VAs) é fundamental em sistemas de comunicagdes sem fio,
nos quais tais somas surgem naturalmente na detec¢do de
sinais, equalizacdo, combina¢do de diversidade e cancelamento
de interferéncia. Nesse contexto, cada VA modela as flutua¢des
de sinal induzidas pelo desvanecimento sob condigdes de
propagacdo varidveis. Avaliar o desempenho do sistema requer
a caracterizacgdo estatistica da soma, especificamente a funcio
densidade de probabilidade (PDF, do inglés probability density
function) e a funcdo de distribuicdo acumulada (CDF, do
inglés cumulative distribution function). No entanto, obter es-
sas estatisticas impde desafios matemadticos e computacionais
significativos.
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Extensa pesquisa tem sido dedicada a obtengdo das estatis-
ticas exatas da soma (PDF e CDF) para diversas distribui¢cdes
de desvanecimento. Por exemplo, em [1]], foi proposta uma
representacdo em série infinita aninhada para a PDF exata da
soma de VAs Nakagami-m independentes e identicamente dis-
tribuidas (i.i.d.). Contudo, como o nimero de séries aninhadas
cresce com o nimero de VAs na soma, essa abordagem sofre
de alta complexidade computacional e tratabilidade limitada.
Expressdes exatas mais eficientes para as somas de VAs
Nakagami-m, k-p e «-p foram desenvolvidas em [2]-[4],
sendo que os dois ultimos arcaboucos englobam o cendrio
Nakagami-m como caso especial. Infelizmente, essas solucdes
também se baseiam em representacdes por séries infinitas e
estdo restritas ao caso i.i.d. Em [5]], uma expressdo exata para
a PDF da soma de VAs Nakagami-m independentes e ndo
identicamente distribuidas (i.n.i.d.) foi obtida em termos da
funcdo hipergeométrica multivariada de Lauricella [|6]. Toda-
via, essa funcdo ndo estd disponivel em softwares comerciais
e requer avaliacdes de séries infinitas aninhadas. Além disso,
a dimensionalidade da fung@o de Lauricella cresce com o
nimero de VAs na soma, tornando a abordagem impraticdvel
para somas grandes.

Para contornar as dificuldades matemadticas e os custos
computacionais das abordagens exatas, muitos estudos re-
correram a solugdes aproximadas para obter as estatisticas
da soma de diversas distribuicdes de desvanecimento. Uma
contribuicdo pioneira nessa direcdo foi feita por Nakagami em
[7], que propds aproximar a soma de VAs Nakagami-m i.i.d.
por outra VA Nakagami-m. Com base nessa ideia, trabalhos
posteriores introduziram a técnica de casamento de momentos
(MM, do inglés moment matching) [8]], na qual os momentos
da distribuicdo exata da soma s@o igualados aos de um
modelo aproximado escolhido. Uma extensdo desse método
foi apresentada em [9], que utilizou a distribui¢do a-p [10],
mais flexivel, tendo Nakagami-m como caso especial. Mesmo
assim, a técnica de MM frequentemente ndo consegue apro-
ximar as caudas da distribui¢do com precisdo adequada. Para
lidar com essa limitagdo, técnicas de casamento assintético
(AM, do inglés asymptotic matching) foram introduzidas em
[11], [12] e posteriormente refinadas em [13] para melhor
capturar o comportamento da cauda esquerda, especialmente
proximo a origem. Embora o método AM ofereca maior
precisdo na regido da cauda esquerda, tende a perder precisao
na representacdo do corpo e da cauda direita da PDF. Em
[14], um arcabou¢o de MM de ordem varidvel foi proposto
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para VAs a-p ii.d. e i.n.i.d., usando uma série de Puiseux
truncada. Mais recentemente, [15]] propds uma aproximacao de
trés vertentes combinando séries de poténcias, transformadas
de Laplace e expansdes em séries gaussianas. No entanto, essa
técnica ainda enfrenta obstdculos computacionais significati-
vos, especialmente quando se exige alta precisdo.

Neste artigo, apresentamos uma nova aproximacio base-
ada em sombreamento (shadowing) para a soma de VAs
Nakagami-m i.i.d. e i.n.i.d., aplicdvel a parametros de forma
inteiros e semi-inteiros. Diferentemente dos métodos de apro-
ximacdo convencionais, essa abordagem dispensa o ajuste da
soma a qualquer forma funcional predefinida (por exemplo,
distribuicdes Nakagami-m, Gaussiana ou a-p). A ideia central
¢ incorporar um conjunto auxiliar de VAs que atuam como
sombreamento multiplicativo sobre as varidveis Nakagami-m
originais. Os parametros de forma dessas VAs de sombrea-
mento funcionam como pardmetros regulaveis, permitindo que
o modelo aproxime as estatisticas exatas da soma com precisao
arbitraria. Essa abordagem resulta em expressdes computaci-
onalmente eficientes e matematicamente tratdveis para a PDF
e a CDF, ao mesmo tempo em que alcanc¢a maior precisdo do
que os métodos de aproximagdo existentes. Diferentemente
das abordagens anteriores, que se destinam principalmente a
aproximar a cauda esquerda ou o corpo da PDF da soma,
nosso método captura todo o suporte da distribui¢do, incluindo
o corpo e ambas as caudas. Além disso, a medida que os
parimetros de forma do sombreamento tendem ao infinito, as
aproximacdes propostas convergem em probabilidade para as
solugdes exatas, tornando-se assintoticamente exatas no limite.

A seguir, E[-] denota esperanga estatistica; V[-], varidncia;
| - ||, norma euclidiana; | - |, valor absoluto; |-] e [-], os
operadores piso e teto, respectivamente; (-)(.y, o simbolo de
Pochhammer; I'(+), a fun¢do Gama completa; (-, -), a funcgéo
gama 1ncompleta inferior; £{-}, a transformada de Laplace;
L{ } , a transformada de Laplace inversa; N, o conjunto dos
nimeros naturais excluindo o zero; Z, o conjunto dos nimeros
inteiros; e ~, “assintoticamente igual proximo de zero,” isto

c N o h(z)
é, h(z) ~ g(x) <= i% 9 = L

II. FORMULACAO DO PROBLEMA

Seja R a soma de L VAs i.n.i.d. {Rl}le, isto é,

L
R=>_Ri, M
=1
em que R; ¢ uma VA Nakagami-m com PDF dada por

lemz,r,?mzfl mlT12 (2)
Q™ (m) P\ )

fry(r) =

Q = E[R?] denota a poténcia média (pardmetro de escala), e
my, a severidade do desvanecimento (pardmetro de forma). A
descrigdo estatistica exata de (I) é computacionalmente pro-
ibitiva e matematicamente intratdvel; mesmo para m; inteiro
ou semi-inteiro, inexistem solucdes exatas em forma fechada.
Neste trabalho, propomos uma aproximacao tratavel e precisa,
preservando as caracteristicas essenciais da distribui¢do exata
da soma.

III. SOLUCAO BASEADA EM SOMBREAMENTO

Nesta secdo, utilizamos um mecanismo de sombreamento
para aproximar a soma em ().
Seja R a seguinte soma (aproximada) de L VAs i.n.i.d.:

L
R Z X, 3)
=1
em que X; = R;S; representa o produto de duas VAs

Nakagami-m independentes, sendo {Sl}le um conjunto de
VAs auxiliares de sombreamento Nakagami-m, cada uma
caracterizada por um pardmetro de forma m,; e um parimetro
de escala normalizado Q;; = E[S?] = 1. O parimetro de
escala foi definido como unitdrio para garantir que E[X}?] =
E[R?], enquanto o pardmetro de forma m; atua como para-
metro de ajuste responsdvel por fornecer o nivel de precisao
desejado, conforme demonstrado na Secdo A PDF de X;
pode ser obtida como [[16} eq. (6)]

%(mﬁms,z)xmﬁms,l*l

41,

fx (321) = sz—ms,z (2\/%%1) , 4

gt e K, (+) € a fungdo de Bessel modificada

I (ml) I (mSJ)

em que Y =
do segundo tipo de ordem v. E importante destacar que,
conforme o pardmetro de ajuste m,; tende ao infinito, R
converge para I em probabilidade: quando m,; — oo,
V[S)] — 0 enquanto E[S?] = 1, o que implica S; — 1
e, portanto, X; — R;. Assim, ajustando o conjunto de
pardmetros {m, l}l , R pode aproximar R com precisido
arbitrariamente alta. Naturalmente, quanto maiores os valores
de {ms,z}lel, mais precisa serd a aproximacdo. Esse principio
de convergéncia fundamenta a aproximagdo proposta. Para
aplicar essa aproximagdo, € necessario encontrar a PDF e a
CDF da soma em (3). Isso é obtido pelo teorema a seguir.

Teorema 1: Sob as condiges m; € NU (N—3) e
|m; —mg,;| € N— 5, a PDF e a CDF deRem sdo dadas,
respectivamente, por

Ay o ¥r)
=5 Z e Y ®)
= 13;71
oy Z —Al’m 1, 2r /1) ©)
=1 5= 2\/7 JZ ‘ - )

L - mytmg -4
em que & = [[,2; &, &1 = %

2min(my, ms,), mlT = ||mi — ms| — 3|, e os coeficientes
Ay j, sdo apresentados em (7), mostrados na parte superior da
proxima pagina.
Demonstragcdo: Veja Apéndice L. ]
Observacdo 1: O Teorema exige duas condicdes sobre os
pardmetros de desvanecimento {ml}lel e {ms,l}le. Pri-
meiro, requer m; € N U (N — %) ou seja, nossa solucdo se
aplica apenas a valores inteiros ou semi-inteiros de {ml}lel.
Essa restri¢do decorre da PDF de X; em (13) juntamente com
a decomposi¢do em fragdes parciais de L£{f;}(s) em (I9).
Segundo, por conta de (I3), o Teorema exige |m; —ms | €
N — %, isto é, a diferenga absoluta entre m; e mg; deve ser
um ndmero semi-inteiro. Nesse caso, porém, nao ha restricao
na pratica: para qualquer valor dado de m;, o pardmetro m,

,O'ZZTTL}L—F
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pode sempre ser ajustado para satisfazer a segunda condi¢do e,
ao mesmo tempo, atingir um nivel de precisdo desejado para
a distribui¢do da soma.

Observagdo 2: Nossa abordagem garante PDF e CDF ma-
tematicamente validas, ou seja, fz(r) >0 e fo fr(r)dr=1
para qualquer {ms,l}le- Tal consisténcia difere de méto-
dos baseados em séries truncadas [[14], [15]]. Diferentemente
de [11]-[13], restritos a cauda esquerda da PDF de R, o
método proposto aproxima a distribui¢do completa: corpo e
ambas as caudas. Para m,; — oo, R torna-se assintoticamente
exato, conforme validado na Segao [V]

Observagdo 3: Valores maiores de {msl}l | aumentam
a precisdo, mas também elevam o custo computacional dos
coeficientes A; j,, que, por sua vez, podem ser calculados de
forma transparente por métodos numéricos e rotinas simboli-
cas integradas, como Apart no MATHEMATICA ou Residue
no MATLAB.

IV. ESCOLHA DOS PARAMETROS DE SHADOWING

Nesta se¢do, propomos um critério de ajuste assintdtico para
selecionar o conjunto {ms_,l}lel. Esse critério € voltado a
capturar o comportamento da cauda esquerda da PDF de R,
uma regido critica para avaliar o desempenho de sistemas de
comunicagdes sem fio [[17]. Mais especificamente, m; € se-
lecionado de modo que f(r) corresponda ao comportamento
assintético da PDF de R, fr(r), nas proximidades da origem,
isto ¢, quando r — 0. E importante notar que outros critérios
de ajuste também podem ser empregados.

Usando [12], pode-se mostrar que o comportamento assin-
tético de fr(r) é governado por

fr(r) Naorbo7 ®)

em que os coeficientes ag e by determinam o comportamento
linear e angular (em uma visualizagdo da PDF em escala lo-
garitmica) da PDF de R ao redor da origem, respectivamente,
e sao dados por

L -1 L m
2m™ T (2
ao = {r (L +3 @m - 1))] I1 ZL(ZTW (92)
=1 =1 A
L
b0:71+22ml. (9b)
=1

A expressdo assintGtica em (8) é comumente denominada
assintota de fr(r).

A. Critério de Ajuste Assintotico

Como R — R quando m,; — 00, uma aproximagdo assin-
tética natural para fr(r) é dada pela representagdo assintdtica
de fx(r), obtida como (veja Apéndice III)

Fa(r) ~ aor®™, (10)

—1 N
em que Go = P [I‘ (Zle le)} (HlL:1 d)l) ebp=—-1+
Zle 2m,; slo os coeficientes linear e angular, respectiva-
mente, €

¢ =(4y/1p)"™ T (\ml —mg| +mf + %)

§ ' (2 min (my, ms,;)) .an

T (m;r +1) T (m§c + |my —ms| + %)

Para ajustar perfeitamente o comportamento assintético de
fr(r) via (I0), é necessdrio que ag = ap e by = bo.
Observe que, nas expressoes, by = Z~)O , ou seja, os coeficientes
angulares sdo idénticos por construcdo; portanto, basta nos
concentrarmos na condi¢do de igualdade dos coeficientes
lineares (ag = ag). No entanto, atingir essa igualdade nao
€ trivial. Por um lado, como m,; > 1/2, pode existir um
grande nimero de combinagdes potenciais para o conjunto
{ms’l}le que poderiam satisfazer essa igualdade. Por outro
lado, a estrutura analitica de ag, combinada com a natureza
transcendental e ndo monétona das fun¢des gama envolvidas,
sugere que a igualdade exata pode ndo ser atingivel em certos
casos (isto é, ag # ag). Para lidar com esses casos, formulamos
o seguinte problema de otimizagdo, que busca minimizar
a norma euclidiana do vetor my = [mgs1,Ms2,...,Ms ],
garantindo que (i) a condi¢do |m; —m,;| € N — % seja
satisfeita VI e (ii) o erro relativo entre ay e ag permaneca
dentro de um limiar de precisdo predefinido e:

m; = argmin|ms||
mg

s leo—dol - (12)
ag

|ml — ms,l\ eN-— % Vl,
em que m; = [m:_rl,m;Q,...,m:’L] representa o vetor
contendo os menores valores possiveis de m; que satisfazem
todas as restricdes do problema de otimizacdo. O problema
admite solucdo eficiente via algoritmos leves como gra-
diente descendente [18]] ou busca em grade adaptativa [19].

V. RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secdo, validamos a precisdo das aproximagdes pro-
postas por meio de simulacdes de Monte Carlo. Para fins
de referéncia, também as comparamos com os métodos de
MM, AM e uma aproximagdo gaussiana baseada no Teorema
Central do Limite (TCL). Os valores de {m;}- , foram
escolhidos via critério de ajuste assinttico com € = 1073,
conforme descrito na Segdo

A Fig. [I] compara nosso método com aproximagdes conven-
cionais para a soma de trés varidveis Nakagami-m in.i.d. A
aproximacdo Nakagami-m por MM [8] oferece precisdo razo-
avel no corpo da distribui¢do, mas se afasta consideravelmente
nas caudas, em particular na cauda esquerda. A aproximacao
Nakagami-m por AM |[11] melhora o comportamento da
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O  Exato (Monte Carlo)

1071 =

Aproximagédo AM Nakagami-m [11]
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=05 m;=10,m;=15
My, = 21; My, = 21,5; my,3 = 22

1074t ‘

10—5, "‘.'
-6 ""
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Fig. 1: PDF de Rcom L =3; Q; = 1,0; Q5 = 0,5; Q3 = 1,0; e
diferentes valores de {m;} 1 e {ms }i ;.

Aproximagéao proposta, Eq. (5)

O  Exato (Monte Carlo)

10-1,
. 10-2,
1073 ™

1074

10-5’ mg:

-6
10—15

15
r [dB]

Fig. 2: PDF de R com §; = 1,0 para [ impar, ; = 0, 5 para [ par,
e vdrios valores de L, m; e m,,;. Cada curva representa a soma de
L VAs Nakagami-m, em que os vetores de pardmetros {m;}i; e
{ms,}£; correspondem a L € {5,10, 15,20} parcelas.

cauda esquerda, mas apresenta imprecisdes significativas no
corpo e na cauda direita. Em geral, esses métodos sofrem de
limitagdes regionais. A aproximagio via TCL apresenta o pior
desempenho, com ajuste ruim em ambas as caudas e ao redor
do pico da distribuicdo. Por outro lado, nossa aproximacio
baseada em sombreamento mantém alta precisdo em todo o
dominio da densidade de probabilidade, da cauda esquerda
a direita, mostrando-se claramente superior as abordagens
convencionais.

A Fig. 2| demonstra a excelente precisdo da aproximacao
proposta no ajuste & PDF exata de R para diferentes valores
de L € {5,10,15,20}, representando cendrios de soma com
complexidade variada, caracterizados por pardmetros de des-
vanecimento m distintos e parametros de sombreamento m;
correspondentes. Em todos os cendrios, hd uma concordancia
estreita entre nossas curvas aproximadas e as simulag¢des de
Monte Carlo, corroborando nossos resultados analiticos.

VI. CONCLUSOES

Neste trabalho, propusemos uma nova abordagem para
caracterizar a soma de VAs Nakagami-m com pardmetros
de forma inteiros e semi-inteiros. O método introduz um

mecanismo auxiliar de sombreamento multiplicativo que atua
como modulacdo estocdstica sobre as VAs da soma, o que,
pelo que sabemos, € uma estratégia inédita. O arcabouco
proposto permite um controle refinado da precisio por meio de
parimetros ajustaveis e torna-se assintoticamente exato quando
os pardmetros de forma do sombreamento tendem ao infinito.
Os resultados numéricos demonstram elevada precisdo tanto
no corpo quanto nas caudas da distribui¢do, fornecendo uma
alternativa tratdvel as solugdes exatas.

APENDICE I
PROVA DO TEOREMA

Comecamos aplicando a representagdo em soma finita da
funcdo de Bessel modificada do segundo tipo, dada em [20}
eq. (97)], a equagdo (@), o que resulta em

le( ) CI)ZIMIJH”g = exp 2\/1/)1%1)
i (4vPuw) ™ D=k + [ = ma| + mf + 1) (13)
= T(—k+mt + )0(mt + &+ [mu —ma| + 3)
desde que |m;—ms| € N — 3, em que mf =

% —|my — ms,lﬂ, e ®; é definido no Teorema.
Para encontrar a PDF da soma em @, procedemos ao
célculo da transformada de Laplace da PDF em (I3), isto

o

C{fx}(s) = / Texp (—sm) fx () dz,  (14)

em que s € C. Substituindo (I3) em (I4), calculando a integral
resultante e realizando manipulag()es algébricas, obtemos

k1
Lif T S U — (15)
{ X] Z S+2\/—)k by’
em que by = —2min (my, ms;) e
. 1
bra = (4/)"™T (—k + |my — mgy| +m] + 3
T (k + 2min (my, ms,;)) (16)

X

F(—k:+mj+1)l_‘(mli+k+|ml— %)

Como a soma em (E]) ¢é considerada i.n.i.d., a transformada
de Laplace de fj(r) é dada pelo produto das transformadas
de Laplace marginais, isto é, L{fz} (s) = Hlel L{X;} ().
Assim, usando @, a transformada de Laplace de f R(r) pode
Ser expressa como

L{fr}(s) = F(s), a7
em que ¢ ¢ definido no Teorema, e
77LI ¢ mz ¢
F(s) = PRl i x ek
0= 2 Gravag N 2 e
(18)

Observe que a estrutura de consiste em um produto
de funcdes racionais com denominadores distintos. Portanto,
aplicamos a decomposi¢do em fracdes parciais para reescrever
de forma mais compacta e analiticamente tratdvel como

I

<1>ZZ

=1 j,=

Al,]z

EATRK (s+ Q\ﬁ)

19)
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em que o0 é definido no Teorema, e A4; ;, denota os coeficientes
resultantes da decomposi¢do em fragdes parciais, com deducio
apresentada no Apéndice II.

A partir de (9), a PDF de R pode agora ser calcu-
lada via inversdo padrdo dan trlansformada de Laplace [21]:
L7/ (s+v)"}(r) = (—gye”"". Assim, () ¢ obtida.
Finalmente, a CDF de R pode ser calculada integrando (3))
de zero a r, isto &, F'5( fo [5(u) du, resultando em (6).
Isso conclui a prova.

APENDICE 11
DECOMPOSICAO EM FRACOES PARCIAIS

Os coeficientes da decomposi¢do em fragdes parciais A4; j,
podem ser calculados usando a férmula geral de residuos [21}
eq. (A-36)]:

1 o1 =
Al‘jl - (U *]l)' jsﬂz—ﬂ [ 2 +S UZF } \/7, (20)
s=—24/1;
em que 0%; denota a derivada de ordem n em relacdo a s.

No nosso caso, n = g; — j;; no entanto, por conveniéncia de
notagdo, continuaremos usando n ao longo da dedugao.

Para calcular a derivada de ordem n em @), aplicamos a
regra geral de Leibniz, dada por

d" ~ (n) d" darm
Jon (G () F ()] = mz:o (m> o (GO oo [F(s)], 2D
em que G(s) = (2\/1; + )7 e F(s) é dado em (T8).

Calculamos agora a derivada de ordem m de G(s), que pode
ser obtida em forma fechada como

L 1G()] = (o —m+ 1) (s+2\ﬁ)

ds™
Por sua vez, a derivada de ordem (n — m) de F(s) pode
ser obtida aplicando recursivamente a regra geral de Leibniz,

resultando em

(22)

ar-m (n —m)!
[Fs)= > ——
dsn—m Ipo! ... |
S o pilpa!---pL
L mt 7 b +1
I e
t=114;=0 5 +2 )

em que ZZqL:l pa—n—m denota a soma sobre todas as com-

binagdes possiveis de L- tuplas (p1,-..,pr) de inteiros ndo
negativos que satisfazem Z _1Pg = n — m. Por fim, substi-

tuindo (22) e (23) em (20), obtemos (7), completando a prova.

APENDICE IIT
ESTATISTICAS ASSINTOTICAS DE R

Como r — 0 no dominio real positivo, isso corresponde a
s — oo no dominio de Laplace, uma vez que valores pequenos
de r estdo associados a componentes de alta frequéncia.
Consequentemente, uma representagdo assintética da PDF de
R pode ser obtida a partir de (I7) retendo apenas os primeiros
termos (dominantes) das somatérias de (T8), a saber,

L{f}(s) @Hqﬁz (2vi+5)"

(24)

Como, por construgdo, o conjunto de pardmetros reguldveis
{r)lSJ}ZL:1 ¢é escolhido de forma suficientemente grande para
garantir um alto nivel de preciséo, segue que min (m;, my;) =
my Vl. Assim, apds a inversdo de Laplace, chegamos final-
mente a (T0). Isso conclui a prova.
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