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Reticulados LDPC com Codificação e Decodificação
Eficiente e uma Generalização da Construção D′

Paulo Ricardo Branco da Silva e Danilo Silva

Resumo— Neste artigo são propostos algoritmos de codificação
e decodificação com tempo linear para reticulados LDPC mul-
tinı́vel baseados na Construção D′. Além disso, uma generalização
da Construção D′ é proposta, a qual resulta em uma nova classe
de reticulados multinı́vel. A partir desta construção, são projeta-
dos reticulados LDPC que alcançam desempenho comparável ao
de reticulados polares no canal AWGN sem restrição de potência.

Palavras-Chave— Construção D′, reticulados, códigos LDPC,
códigos multinı́vel, decodificação multiestágio.

Abstract— We propose linear-time encoding and decoding al-
gorithms for multilevel LDPC lattices based on Construction D′.
Moreover, a generalization of Construction D′ is proposed
which leads to a new class of multilevel lattices. Based on this
construction, two-level LDPC lattices are designed that achieve
performance comparable to that of polar lattices in the power-
unconstrained AWGN channel.

Keywords— Construction D′, lattices, LDPC codes, multilevel
codes, multistage decoding.

I. INTRODUÇÃO

Um dos principais desafios na área de codificação de canal
é encontrar códigos capazes de alcançar a capacidade do canal
com ruı́do aditivo gaussiano branco (AWGN) e que possam
ser codificados e decodificados de forma computacionalmente
eficiente. Uma ferramenta poderosa para esse fim são os
códigos de reticulado, os quais também são úteis para diversas
outras aplicações (veja [1] e suas referências).

Um código de reticulado C = Λ∩R consiste da intersecção
entre um reticulado Λ ∈ Rn (arranjo regular de pontos no
espaco euclidiano) e uma região delimitadora R ⊆ Rn. Sabe-
se que Λ deve ser escolhido como um reticulado bom para
codificação AWGN (empacotamento), ou seja, a região de
Voronoi em torno de cada ponto deve conter uma esfera com
fração de volume suficientemente grande para minimizar a
probabilidade de erro [1]. Conjuntamente, a escolha dos pontos
do reticulado deve minimizar o consumo de potência para uma
dada taxa de informação. Uma solução é escolherR como uma
região aproximadamente esférica, possivelmente a região de
Voronoi de um sub-reticulado [2]; outra é escolher uma região
mais simples, como um hipercubo, mas utilizar as palavras
de C de forma não-equiprovável, de forma a aproximar uma
distribuição esférica em n dimensões [3].

Recentemente, ambos os problemas foram simultaneamente
resolvidos pela primeira vez com o uso de códigos de reticu-
lado baseados em códigos polares [4]. O esquema proposto
utiliza uma codificação multinı́vel de códigos binários com
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decodificação multiestágio, o que permite uma implementação
eficiente sob modulação 2L-PAM, com complexidade de
decodificação O(Ln log n). Em contraste, a maioria dos reticu-
lados propostos na literatura para esse fim são p-ários (onde p é
primo) [1], exigindo códigos lineares p-ários com modulação
p-PAM, o que dificulta tanto o projeto dos códigos quanto
sua implementação para p > 2. A codificação multinı́vel com
decodificação multiestágio é útil pois reaproveita a experiência
acumulada na teoria e prática de códigos binários.

Apesar de provadamente assintoticamente ótimos, códigos
polares são computacionalmente menos eficientes que códigos
LDPC, os quais podem ser decodificados com complexidade
linear pelo algoritmo Belief Propagation [5]. Assim, construir
reticulados LDPC multinı́vel com desempenho comparável ao
dos reticulados polares parece ser um problema importante.

Reticulados multinı́vel são construı́dos algebricamente
através da Construção D e da Construção D′. Descrevem
o reticulado a partir das matrizes geradoras e das matri-
zes de verificação de paridade, respectivamente, dos códigos
componentes [6]. A primeira é usada na construção dos
reticulados polares em [4]. Reticulados LDPC multinı́vel com
a Construção D′ foram propostos em [7] e estudados pos-
teriormente em [8]; no entanto, estes trabalhos consideram
apenas uma decodificação conjunta dos códigos componentes,
a qual tem complexidade exponencial em L. A decodificação
multiestágio de reticulados LDPC é considerada em [9], mas
a construção proposta se baseia na Construção D, essencial-
mente inviabilizando uma codificação eficiente.

Este artigo propõe reticulados LDPC com codificação e
decodificação eficientes. Um desafio de projeto é que a
Construção D′ tradicional exige não apenas códigos com-
ponentes aninhados, mas também matrizes de verificação
de paridade aninhadas, uma restrição que aparentemente se
mostra incompatı́vel com o projeto ótimo de distribuição de
graus. Para contornar este problema, uma nova Construção D′

é proposta que relaxa essa restrição. Esta contribuição pode
ser de interesse independente do ponto de vista matemático.

Resultados de simulação mostram que os reticulados pro-
postos atingem desempenho ligeiramente superior ao dos
reticulados polares, e isto com complexidade de codificação
e decodificação de apenas O(Ln). Embora este artigo trate
apenas do problema da codificação AWGN sem restrição de
potência, os resultados podem, em princı́pio, ser estendidos
para o cenário com restrição de potência através das técnicas
em [2] ou [3]. Provas são omitidas por limitação de espaço.

II. CONCEITOS BÁSICOS

A seguir revisamos conceitos básicos sobre reticulados e seu
uso em comunicações. Para maiores detalhes, veja [1], [6].
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A. Reticulados

Um reticulado Λ ∈ Rn é um subgrupo discreto de Rn. Isto
significa que é fechado sob combinações lineares inteiras e
que pode ser definido pelo conjunto Λ = {x ∈ Rn : x =
uG, u ∈ Zn} e pela operação de soma +, onde G ∈ Rn×n

é uma matriz geradora de Λ.
Um quantizador de reticulado de mı́nima distância euclidi-

ana QΛ : Rn → Λ é definido por x 7→ arg minλ∈Λ ‖x − λ‖,
com empates decididos de forma sistemática. A região
de Voronoi de Λ (em torno de 0) é definida como
V(Λ) , {x ∈ Rn : QΛ(x) = 0}, cujo volume é denotado
por V (Λ). A operação modulo-Λ é definida como

x mod Λ , x−QΛ(x) ∈ V(Λ). (1)

B. Figuras de Mérito

Define-se a probabilidade de erro Pe(Λ, σ
2) de um reti-

culado Λ ⊆ Rn como sendo a probabilidade de um vetor
aleatório gaussiano z ∈ Rn com componentes independentes
de média nula e variância σ2 se situar fora de V(Λ).

Já que a densidade de Λ é inversamente proporcional a
V (Λ), pode-se definir a razão volume-ruı́do (VNR) como [1]

γΛ(σ) ,
V (Λ)2/n

2πeσ2
. (2)

Como mostrado em [10], [1], se Pe(Λ, σ
2) ≈ 0, então ne-

cessariamente γΛ(σ) > 1. Este limite fundamental é conhecido
como limitante da esfera. Por outro lado, para todo σ2 > 0
e todo Pe > 0, existe uma sequência de reticulados com
Pe(Λ, σ

2) ≤ Pe tal que limn→∞ γΛ(σ) = 1. Tais reticulados
são ditos bons para codificação AWGN.

C. Codificação sem Restrição de Potência

Uma forma prática de abordar o problema da codificação
AWGN sem restrição de potência é através da partição em dois
nı́veis proposta por Forney [10]. Dado um reticulado Λ ⊆ Rn,
escolhe-se primeiramente um sub-reticulado Λ′ ⊆ Λ tal que a
operação modulo-Λ′ (assim como a enumeração de elementos
de Λ′) seja de fácil implementação. Dessa forma, Λ pode ser
particionado como Λ = C + Λ′, onde C = Λ ∩ V(Λ′).

Para transmitir um ponto x ∈ Λ, escolhe-se independen-
temente c ∈ C e λ′ ∈ Λ′ e transmite-se x = c + λ′. Seja
y = x + z a saı́da do canal, onde z ∈ Rn é ruı́do aditivo.
A decodificação a partir de y procede da seguinte maneira.
Primeiramente, calcula-se

y mod Λ′ = c + z mod Λ′ (3)

eliminando a influência de λ′. Em seguida, aplica-se um
decodificador para C para o canal equivalente modulo-Λ′

descrito acima, obtendo a estimativa ĉ ∈ C. Finalmente, ĉ
é subtraı́do de y, resultando em

y′ = y − ĉ = (c− ĉ) + λ′ + z (4)

e um decodificador para Λ′ é aplicado, obtendo a estimativa
λ̂′ ∈ Λ′ e consequentemente x̂ = ĉ + λ̂′.

Pode-se mostrar que

Pe(Λ, σ
2) ≤ Pe(C, σ2) + Pe(Λ

′, σ2) (5)

onde Pe(C, σ2) é a probabilidade de erro para o código C
quando usado no canal em (3).

D. Construção D′

Seja C0 ⊆ C1 ⊆ · · · ⊆ CL−1 ⊆ Fn
2 uma famı́lia de códigos

lineares aninhados, onde, para ` = 0, . . . , L − 1, C` tem
dimensão k`, taxa R` = k`/n e m` = n − k` equações de
paridade. Por conveniência, definimos mL = 0.

Seja ϕ : Z → Z/2Z ∼= F2 o homomorfismo de
redução natural, extensı́vel componente-a-componente, e se-
jam h1, . . . ,hmL−1 ∈ {0, 1}n e

H` =

 h1

...
hm`

 (6)

tais que ϕ (H`) ∈ Fm`×n
2 seja a matriz de verificação de

paridade de C`, para ` = 0, . . . , L− 1.
A aplicação da Construção D′ [6] resulta no reticulado

Λ = {x ∈ Zn : hjx
T ≡ 0 (mod 2`+1),

m`+1 < j ≤ m`, 0 ≤ ` ≤ L− 1}. (7)

Observa-se que Λ = C + 2LZn, onde

C = Λ ∩ [0, 2L)n (8)

é um código de reticulado. Em particular, temos que V (Λ) =
2n(L−R) onde R = 1

n log2 |C| = R0 + · · ·+RL−1.
Se H0, . . . ,HL−1 são esparsas, i.e., se C0, . . . , CL−1 são

códigos LDPC, então Λ é dito ser um reticulado LDPC.

III. DESCRIÇÕES ALTERNATIVAS PARA A CONSTRUÇÃO D′

Nesta seção são fornecidas descrições alternativas para a
Construção D′, as quais são centrais para o restante do artigo.
As proposições 1 e 2 são resultados que derivamos a partir da
definição da Construção D′.

Proposição 1 (Descrição matricial): Seja Λ um reticulado
definido por (7). Então

Λ =
{
x ∈ Zn : H`x

T ≡ 0 (mod 2`+1), 0 ≤ ` ≤ L− 1
}
.

(9)

Lema 1: Sejam H0, . . . ,HL−1 matrizes satisfazendo (6).
Se H`−1x

T ≡ 0 (mod 2`), então H`x
T ≡ 0 (mod 2`).

Proposição 2 (Codificação sequencial): Seja C um código
de reticulado definido por (8). Todo vetor x ∈ C pode
ser gerado sequencialmente da seguinte forma. Para cada
` = 0, 1, . . . , L− 1, escolhe-se x` ∈ {0, 1}n satisfazendo

H`x
T
` ≡ s` (mod 2) (10)

onde s` ∈ {0, 1}m` é calculado como

s` =

(
−H`

∑`−1
i=0 2ixT

i

2`

)
mod 2 (11)

e assumindo s0 = 0. Finalmente, faz-se x =
∑L−1

`=0 2`x`.

Alternativamente, pode-se descrever o procedimento men-
cionado na Proposição 2 como sendo a escolha, para
` = 0, . . . , L− 1, de x` ∈ C`(s`), onde

C`(s`) = {x` ∈ {0, 1}n : H`x
T
` ≡ s` (mod 2)}. (12)
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IV. CODIFICAÇÃO E DECODIFICAÇÃO

Nesta seção, mostramos que, se códigos componentes ad-
mitem codificação e decodificação eficientes, então a mesma
afirmação é válida para o código de reticulado correspondente.

A. Codificação Sistemática

Seja ` ∈ {0, . . . , L−1} e suponha que, para i = 0, . . . , `−1,
os vetores xi ∈ C(si) tenham sido previamente calculados.
Dado um vetor de informação u ∈ {0, 1}k` , deseja-se deter-
minar o vetor p ∈ {0, 1}m` tal que x` =

[
u p

]
∈ C`(s`).

Primeiramente, note que s` em (11) sempre pode ser calcu-
lado eficientemente, uma vez que H` é uma matriz esparsa.

Suponha que, possivelmente através de permutações de
linha e coluna, H` possa ser expressa na forma

H` =

[
A B T
C D E

]
(13)

onde A ∈ {0, 1}(m`−g)×(n−m`), B ∈ {0, 1}(m`−g)×g ,
T ∈ {0, 1}(m`−g)×(m`−g) é triangular inferior, C ∈
{0, 1}g×(n−m`), D ∈ {0, 1}g×g e E ∈ {0, 1}g×(m`−g). Para o
caso s` = 0, i.e., quando se deseja obter H`x

T
` ≡ 0 (mod 2),

é mostrado em [11] que o cálculo de p pode ser realizado
com complexidade O(n + g2). Tal complexidade pode ainda
ser reduzida para O(n) caso H` admita uma estrutura especial
quase-cı́clica, o que de fato se verifica em praticamente todos
os códigos LDPC utilizados na prática [12].

Para s` genérico, podemos reescrever (10) como

H′`x
′T
` ≡ 0 (mod 2), (14)

onde H′` = [−s` H`] e x′` = [1 x`]. Assim, observamos
que H′` pode ainda ser expressa na forma (13), com o

primeiro bloco de colunas substituı́do por
[
A′

C′

]
=

[
−s`

A
C

]
,

enquanto x′` =
[
u′ p

]
, com u′ =

[
1 u

]
, o que não altera

a ordem de complexidade. Na verdade, assumindo que s` já
tenha sido calculado, observa-se facilmente das Tabelas I e II
de [11] que as únicas alterações no algoritmo de [11] são o
acréscimo de apenas m` adições.

Sob essas hipóteses, conclui-se que o código de reticulado
C admite codificação sistemática com complexidade O(Ln).

B. Decodificação Multi-Estágio

Seja x =
∑L−1

`=0 2`x` ∈ C o vetor transmitido, onde
x` ∈ {0, 1}n, e y = x+z o vetor recebido, onde z é um vetor
de ruı́do gaussiano branco de variância σ2 por componente.

A decodificação multi-estágio de C pode ser feita da se-
guinte forma, a qual é inspirada em [10]. Suponha que os
vetores x` tenham sido corretamente decodificados para i =
0, 1, . . . , `− 1. Calcula-se

y` =

(
y −

∑`−1
i=0 2ixi

2`

)
mod 2. (15)

É fácil ver que

y` =
(
x` +

z

2`

)
mod 2 (16)

o que pode ser interpretado como a transmissão de x` ∈ C`(s`)
através de um canal modulo-2 sujeito a ruı́do aditivo z/2`. Em
particular, a decodificação de máxima verossimilhança seria
dada por x̂` = argmaxx`∈C`(s`) p(y`|x`).

Para se decodificar com baixa complexidade e desempenho
próximo do ótimo, é possı́vel usar o algoritmo iterativo Belief
Propagation, o qual possui complexidade O(n) para matrizes
esparsas e um número fixo de iterações. O algoritmo tem como
entrada um vetor LLR ∈ Rn com a log-likelihood ratio (LLR)
de cada componente y`j do vetor recebido y`, definida como

LLRj = ln

(
p(y`j |x`j = 0)

p(y`j |x`j = 1)

)
, j = 1, . . . , n. (17)

Porém, o algoritmo assume palavras códigos x` pertencen-
tes a um código linear, e não a um código afim como C`(s`).

Podemos reaproveitar este algoritmo para o problema em
questão fazendo uso do código linear alongado C′` ⊆ Fn+1

2 de-
finido pela matriz de verificação de paridade H′` = [−s` H`],
a qual continua sendo uma matriz esparsa. Nesse caso, as
palavras códigos admissı́veis devem ser restringidas às da
forma x′` = [1 x`], conforme (14). Para impor esta restrição,
é suficiente fornecer como vetor de LLRs o vetor

LLR′ =
[
∞ LLR

]
(18)

indicando que se tem certeza de que o primeiro sı́mbolo da
palavra código é igual a 1.

Conclui-se que a decodificação de C pode ser realizada com
complexidade O(Ln). Pelo limitante da união, a probabilidade
de erro satisfaz

Pe(C, σ2) ≤ Pe(C0, σ2) + · · ·+ Pe(CL−1, σ
2) (19)

onde Pe(C`, σ2) é a probabilidade de erro de C` no canal (16).

V. GENERALIZAÇÃO DA CONSTRUÇÃO D′

Uma grande limitação da Construção D′ é a necessidade
de que não apenas os códigos componentes, mas também as
matrizes H` sejam aninhadas, i.e., H` deve ser uma submatriz
de H`−1. Isto dificulta o projeto de códigos LDPC, pois exige,
por exemplo, que o grau médio dos nós de variável do código
C`−1 seja significativamente superior ao do código C`, o que
entra em conflito com o projeto ótimo de códigos LDPC.

A princı́pio, poderı́amos eliminar completamente esta
restrição e redefinir a Construção D′ pela expressão (9).
Porém, com essa abordagem não haveria garantia da cardi-
nalidade de C, muito menos da possibilidade de codificação
sequencial, o que descaracterizaria a construção.

Ao invés disso, podemos relaxar a restrição de aninhamento
de matrizes H` e ainda assim preservar as caracterı́sticas
da Construção D′. O ingrediente crucial é o Lema 1: se
esta propriedade é válida, então a codificação sequencial
(Proposição 2) torna-se possı́vel e a cardinalidade de |C| se
mantém como consequência imediata desta.

A forma mais simples de satisfazer a propriedade do Lema 1
é exigindo que H` seja uma submatriz de H`−1. No entanto,
é fácil ver que, para que a propriedade seja satisfeita, basta
que H` ≡ FH`−1 (mod 2`), onde F é alguma matriz inteira.
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Definição 1 (Construção D′ Generalizada): Seja H` ∈
Zm`×n para ` = 0, . . . , L − 1, tal que H` ≡ F`H`−1

(mod 2`), para algum F` ∈ Zm`×m`−1 . O reticulado

Λ =
{
x ∈ Zn : H`x

T ≡ 0 (mod 2`+1), 0 ≤ ` ≤ L− 1
}

é dito ser obtido pela Construção D′ generalizada aplicada a
H0, . . . ,HL−1. Equivalentemente, Λ = C + 2L Zn, onde
C = Λ ∩ [0, 2L)n é um código de reticulado.

É imediato verificar que o conjunto Λ definido acima é de
fato um reticulado.

A ênfase da Definição 1 está nas matrizes H`, ao invés dos
códigos componentes. A interpretação através de códigos com-
ponentes aninhados pode ser recuperada tomando-se C` ⊆ Fn

2

como o espaço nulo de ϕ(H`) ∈ Fm`×n
2 . Possui, portanto,

dimensão k` = n −m`, para ` = 0, . . . , L − 1. Claramente,
temos C0 ⊆ C1 ⊆ · · · ⊆ CL−1.

O principal resultado desta seção é o teorema a seguir.

Teorema 3: Seja C um código de reticulado satisfazendo a
Definição 1. Então C admite codificação sequencial segundo a
Proposição 2. Além disso, R = 1

n log2 |C| =
∑L−1

i=0 R`, onde
R` = k`/n = (n−m`)/n.

É fácil ver que os resultados da Seção IV se mantém válidos
para a Construção D′ generalizada.

VI. PARTICIONAMENTO DE EQUAÇÕES DE PARIDADE

No projeto de códigos LDPC, a grande vantagem da
Construção D′ generalizada está em permitir que os códigos
componentes possuam distribuições de graus idênticas (ou
próximas). Por exemplo, podemos escolher todos os códigos
componentes como códigos LDPC regulares com grau de nó
de variável dv = 3, o que de antemão sabemos que resultará
em um desempenho razoavelmente bom. Isto é impossı́vel de
obter com a Construção D′ tradicional.

Sejam h
(`)
j e f

(`)
j a j-ésima linha das matrizes H` e F`,

para todo `. Para que os graus de nós de variável do código
C` sejam iguais aos do código C`−1 basta que (i) para todo
j, não ocorra soma de coeficientes não-nulos na combinação
linear h

(`)
j = f

(`)
j H`−1, isto é, que os coeficientes não-nulos

das linhas de H`−1 efetivamente somadas estejam em posições
disjuntas, e além disso que (ii) cada linha de H`−1 seja somada
uma única vez em todo o cálculo de H`. Esta última condição
equivale a exigir que cada coluna de F tenha exatamente um
coeficiente não-nulo. Vale notar que, seguindo essa regra, é
suficiente que todas as matrizes H` e F` sejam binárias.

Uma forma prática de satisfazer a regra descrita acima é
seguir o caminho inverso: começar da matriz HL−1 e produzir
cada H`−1 a partir de H` através do particionamento de
equações de paridade. Mais precisamente, cada linha de H`−1

é transformada em duas ou mais linhas H`, com coeficientes
não-nulos em posições disjuntas, de tal forma que, quando
estas linhas são somadas, obtém-se a linha original de H`−1.

Matematicamente, seja P(H) = (P1,P2, . . . ,Pm) a função
que mapeia uma matriz H ∈ {0, 1}m×n aos conjun-
tos Pj , j = 1, 2, . . . ,m, cada qual constituı́do pelos
ı́ndices das posições não-nulas da j-ésima linha de H.

Particionar cada j-ésima linha de H em tj linhas signi-
fica produzir uma nova matriz H′ ∈ {0, 1}m′×n tal que
P(H′) = (P(1)

1 , . . . ,P(t1)
1 , . . . ,P(1)

m , . . . ,P(tm)
m ), onde

P(1)
j , . . . ,P(tj)

j formam uma partição de Pj , para todo j. Em
particular, |P(H′)| = m′ =

∑m
j=1 tj .

Verifica-se para quaisquer H e H′ satisfazendo a definição
acima que existe uma matriz F ∈ {0, 1}m×m′ tal que H =
FH′. Ou seja, as posições não-nulas da j-ésima linha de F são
os ı́ndices das linhas de H′ correspondentes a P(1)

j , . . . ,P(tj)
j .

Além disso, observa-se que os pesos das colunas de H′ são
idênticos aos de H, em virtude da definição de partição.

A. Exemplos

Em ambos os exemplos a seguir, seja

H0 =


0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 1 0 0 0 0

 .
1) Combinação linear genérica: Sejam

F1 =

[
5 48 21 88
29 49 31 13

]
F2 =

[
3 7

]
H1 = F1H0 mod 2 =

[
0 1 0 0 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1

]
H2 = F2H1 mod 4 =

[
3 2 3 3 2 2 2 3

]
.

A Construção D′ generalizada aplicada às matrizes H0, H1

e H2 produz um código de reticulado C com L = 3 nı́veis e
taxa R = 1

n log2 |C| = 1
8 log2(24+6+7) = 2.125.

2) Particionamento de Equações de Paridade: Começando
pela matriz

H2 =
[
1 1 1 1 1 1 1 1

]
podemos particioná-la em

H1 =

[
1 1 0 0 0 1 0 1
0 0 1 1 1 0 1 0

]
a qual por sua vez é particionada em H0. Note que H2 =
F2H1 mod 4 e H1 = F1H0 mod 2, onde F2 =

[
1 1

]
e

F1 =

[
1 1 0 0
0 0 1 1

]
.

A Construção D′ generalizada aplicada às matrizes H0, H1

e H2 produz um código de reticulado com a mesma taxa do
exemplo anterior. Note que todas estas matrizes são binárias
e que cada coluna delas possui o mesmo peso (igual a 1).

VII. RESULTADOS DE SIMULAÇÃO

Esta seção discute o projeto de reticulados LDPC com
L = 2 nı́veis codificados, bem como seu desempenho em um
canal AWGN sem restrição de potência.

Construı́mos um reticulado Λ = C+4Zn com a Construção
D′ generalizada aplicada às matrizes H0 ∈ {0, 1}m0×n e
H1 ∈ {0, 1}m1×n, referentes aos códigos aninhados C0 ⊆ C1.
Fixados n, m0 e m1, o código C1 foi escolhido como um
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código LDPC regular de grau de variável dv = 3 e matriz
de verificação de paridade H1 obtida via PEG [12]. Por sua
vez, H0 foi obtida do particionamento aleatório das linhas de
H1. O particionamento foi feito de modo a manter a maior
regularidade possı́vel dos graus de paridade.

Para possibilitar a comparação com os resultados de [4],
foram desenvolvidos códigos com os mesmos parâmetros de
projeto, isto é, com n ≤ 1024 e probabilidade de erro de bloco
Pe ≤ 10−5. Mais precisamente, escolheu-se n = 1020.

O projeto de m0 e m1, ou, equivalentemente, das taxas R0 e
R1, foi baseado na estimativa de probabilidade de erro obtida
com a combinação dos limitantes (5) e (19), i.e.,

Pe(Λ, σ
2) ≤ Pe(C0, σ2) + Pe(C1, σ2) + Pe(4Zn, σ2). (20)

Utilizando o critério de igualdade de probabilidades de
erro [13], deseja-se obter Pe(C0, σ2) = Pe(C1, σ2) =
Pe(4Zn, σ2) = 10−5/3.

Visto que o nı́vel 2 (não-codificado) admite um simples
decodificador de reticulado modulo-4Zn (essencialmente um
detector QAM), é fácil calcular a variância σ2 do ruı́do
observado no receptor que resulta na probabilidade de erro
de bloco desejada, a qual foi obtida para σ2 = 0.1142.

As taxas dos códigos foram encontradas num processo
iterativo de projeto e simulação. Com R1 = 0.2471 se
alcançou probabilidade de erro 10−5/3 para σ2. Para C0, um
desempenho de erro semelhante foi obtido com R0 = 0.8902,
resultando na taxa total R = 1.1373 bits/dimensão, referente
a VNR = 1.6949 (2.2914 dB).

A Fig. 1 mostra a probabilidade de erro em função da
VNR para o reticulado construı́do com o particionamento
de equações de paridade. Realizamos a comparação com o
nosso melhor reticulado LDPC obtido com a Construção
D′ tradicional, o qual é composto por códigos irregulares
projetados por meio de EXIT charts [12] de comprimento
N = 5000 e taxas R0 = 0.2 e R1 = 0.9. Apesar do
maior comprimento, a taxa total se mostra menor e a curva de
probabilidade de erro significativamente pior, o que motiva o
desenvolvimento de construções alternativas à Construção D′.

A curva de desempenho do reticulado LDPC projetado com
a nova construção possui taxa de declı́nio mais acentuada que
a dos reticulados polares de [4], cruzando-a em torno de Pe =
3×10−5 (VNR = 2.177 dB). Para Pe = 10−5, o desempenho
é ligeiramente superior ao de [4] e ainda com a vantagem de
permitir codificação e decodificação mais eficientes.

VIII. CONCLUSÃO

Propusemos uma nova construção baseada na Construção
D′, a partir da qual obtivemos curvas de probabilidade de erro
semelhantes às de [4] com o uso de algoritmos de codificação
e decodificação computacionalmente mais eficientes.

Observamos que a extensão da abordagem proposta para
mais de dois nı́veis ocorre naturalmente através da alteração
do projeto para uma nova variância de ruı́do. Acreditamos
igualmente que, a menos de algumas pequenas alterações no
projeto e nas expressões de taxa, os resultados obtidos para o
canal real se estendam para o complexo.

Além dos acréscimos sugeridos, pretendemos incorporar
em trabalhos futuros a análise de probabilidade de erro com

VNR(dB)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

P
ro

b
a
b
ili

d
a
d
e
 d

e
 E

rr
o
 d

e
 B

lo
c
o

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

LDPC split

LDPC nest

polar

sphere bound

Fig. 1. Probabilidade de erro de bloco em função da VNR dos códigos de
reticulado: LDPC via particionamento de equações de paridade (LDPC split),
LDPC via Construção D′ (LDPC nest) e polares (polar). O limitante em negro
se refere à VNR = 0 dB, isto é, ao limitante da esfera (sphere bound).

restrição de potência e a utilização de códigos mais estrutura-
dos e de melhor performance, como os LDPCs quasi-cı́clicos
com distribuições de graus irregulares otimizadas.
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