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Um Novo Método de Fatoracdo Nao Negativa em
Modelos Bilineares: Aplicacdo em Separagao de
Fontes Espectrais

Alejandra Inga Quezada, Yannick Deville e Leonardo Tomazeli Duarte

Resumo—Em sensoriamento remoto por imagem hiperes-
pectral, sensores coletam dados que contém pixels mistos, ou
seja, regioes com uma mistura de mais de um material puro
(endmembers). A recuperacdo dos espectros dos endmembers
pode ser formulada como um problema de separacio cega de
fontes, para o qual técnicas de fatoracdo nio negativa de matriz
(NMF, Nonnegative Matrix Factorization) vém sendo intensamente
empregadas. Extensdes nao lineares da NMF vém se mostrando
capazes de lidar com aspectos nao lineares em certos processos de
mistura espectral (imageamento de cenas urbanas). O presente
artigo propde um novo método de fatoracio nao negativa para
modelos de mistura bilinear. Nossa proposta considera um
operador de deslocamento que permite manter a nao negati-
vidade e simultaneamente preservar o maximo de informacoes
possivel. Experimentos numéricos com dois conjuntos de misturas
sintéticas de dados hiperspectrais reais indicam que a proposta
apresenta um bom desempenho em comparacéo a outros métodos
da literatura.

Palavras-Chave— Imagens hiperespectrais, separacio espec-
tral, modelo bilinear, separacao cega de fontes.

Abstract— In hyperspectral remote sensing, sensors collect data
that contain mixed pixels, which have mixed spectra of more than
one pure material (endmembers). Recovering the spectra of these
endmembers can be formulated as a blind source separation
problem, for which non-negative matrix factorization (NMF)
techniques have been used extensively. Non-linear extensions
of NMF have been shown to be capable of dealing with non-
linear aspects in certain spectral mixing processes (imaging urban
areas). This article proposes a new non-negative factorization
method for bilinear mixture models. Our proposal considers a
shifting operator that allows non-negativity to be maintained
while preserving as much information as possible. Numerical
experiments with two sets of synthetic hyperspectral data indicate
that the proposal performs better than other methods from the
literature.

Keywords— Hyperspectral imaging, unsupervised bilinear
spectral unmixing, endmember spectra extraction.

I. INTRODUCAO

O problema conhecido como separagdo espectral (SU, Spec-
tral Unmixing) é muito relevante em sensoriamento remoto por
imagens espectrais. Via de regra, no processo de imageamento,
alguns dos pixels coletados abrangem regides com mais de um
material puro (endmembers). Em geral, deseja-se identificar
individualmente os endmembers e suas fragdes de abundancia
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correspondentes em um dado pixel. A SU permite realizar a
separacdo dos espectros de cada endmember e na instancia
ndo supervisionada da SU, o problema resultante pode ser
formulado como um problema de separacdo cega de fontes
(BSS, Blind Source Separation) [1].

Em imagens hiperspectrais as quantidades de interesse
(espectros e abudancias dos endmembers) sempre assumem
valores ndo negativos, neste contexto as técnicas de BSS que
vém sendo mais empregadas se apoiam em uma abordagem
conhecida como fatoracdo nio negativa de matrizes (NMF,
Nonnegative Matrix Factorization) [2]. No processo de oti-
mizagdo, um dos desafios em NMF ¢ lidar com a restricdo
de ndo negatividade das varidveis a serem otimizadas. Uma
contribuicdo muito importante foi apresentada no trabalho de
Lee e Seung [3], que introduziram os métodos de otimizacio
multiplicativa, nos quais as restricdes de nao negatividade sio
garantidas diretamente na regra de atualizacdo.

A respeito da utilizacdo da NMF na SU, hd uma limitacao
de seu uso em algumas situacdes praticas. Os modelos lineares
de mistura considerados nas versdes bdsicas do NMF nio
representam a realidade quando se trata de um processo
de imageamento em superficies ndo planas ou quando ha
heterogeneidade de irradiancia na drea observada [4]. Portanto,
a recuperacdo dos espectros dos endmembers e de suas abun-
dancias estd associada & formulagdo de um problema de BSS
ndo linear [5]. Em particular, dois modelos ndo lineares de
mistura t€m sido considerados no contexto de SU: os modelos
bilinear e linear-quadratico [6], [7].

Neste trabalho, propomos um novo método de fatoracdo
matricial bilinear (BMF) [5], [7] com restri¢des de ndo nega-
tividade. Nossa motivagdo ¢ justamente abordar o problema de
extracdo de espectros em processos de mistura ndo linear. Para
tanto, consideramos um método de otimizacdo multiplicativo,
motivado pela proposta inicial apresentada em [4]. Um dos
desafios abordados em [4] é garantir a restricdo de ndo negati-
vidade ao longo das itera¢des do processo de otimizagdo. Para
tanto, os autores propdem uma aproximacgdo na qual os termos
negativos de varidveis que constituem os gradientes obtidos ao
longo da otimizagdo sdo anulados. Tal abordagem, portanto,
descarta informagdes que podem ser Uteis na otimizacao.

Propomos um novo método que desloca os valores negativos
destas varidveis para garantir a ndo negatividade dos espectros
dos endmembers, ao invés de anular os termos negativos que
surgem no processo de otimizacdo. O objetivo é justamente
evitar o descarte de informacdes que podem auxiliar o pro-
cesso de otimizagdo, uma vez que nossa proposta considera
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todos os termos que surgem nos calculos do gradiente. Cabe
destacar também que a abordagem proposta considera uma
regra de atualizacdo multiplicativa, que pode ser interpretada
como método do gradiente com passos de aprendizado espe-
cificas para cada varidvel e escolhidas automaticamente [8].
Sdo realizados experimentos com base em dados sintéticos
realistas, criados de acordo com o modelo de mistura bilinear
considerado, e espectros reais, para avaliar o desempenho da
abordagem proposta e dos métodos da literatura [4].

O artigo estd organizado da seguinte forma. Na Secdo II,
descrevemos o modelo de mistura tratado. A segdo III apre-
senta as bases do algoritmo multiplicativo para BMF, descreve
a funcdo de custo para um modelo de fatoragdo de matriz
bilinear e sua expressdo de gradiente. Na Secdo IV, motivacao
para garantir a ndo negatividade e a metodologia geral proposta
s@o descritas. A Sec@o V consiste em resultados experimentais
utilizando dados sintéticos realistas. Nessa se¢do, os dados
usados sdo descritos e os resultados obtidos s@o comparados
com os obtidos por meio de trés abordagens da literatura. A
Secdo VI conclui este artigo.

II. MODELO DE MISTURA BILINEAR EM SU

Como descrito em [7], [4] cada vetor espectral observado
associado a um pixel em uma imagem hiperespectral é con-
siderado aqui como uma mistura bilinear de diferentes end-
members. Matematicamente, x; € R” representa o espectro de
refletdncia ndo negativo do pixel ¢ da imagem hiperespectral.
O modelo de mistura é dado por:

M-—1
ZCL] S]+ Z Z a]/ Sj © sy,
Jj=1 f=73+1
s; >0, j=1,....M
a;(i) > 0, j=1,....M

. (D
Z;\/[l aj(z) =1,

0<aje(i) <05, 1<j<t<M

onde s; € R” denota o espectro de refletincia do endmember
j. O operador ® denota o produto de Hadamard (elemento por
elemento) entre 0s espectros s; O s, € estd presente no termo
néo linear da mistura. Os termos a; (i) e a;¢(7) correspondem,
respectivamente, as fracdes de abundancia linear e de segunda
ordem. As constantes L e M correspondem, respectivamente,
ao nimero de bandas espectrais na imagem hiperespectral
considerada e ao nimero de endmembers contidos na area
da imagem. Note que os espectros e as abundancias assumem
apenas valores ndo negativos.

E possivel representar o modelo de mistura expresso em (1)
por meio de uma representacdo matricial. De fato, conside-
rando P observagdes (que correspondem ao nimero de pixels
da imagem), (1) pode ser escrita da seguinte forma [8], [4]:

X = AS = A,S, + A,S;, )

onde X = [x1,...,xp]T € RFXL (matriz de espectros
de pixels observados) e (.)7 denota a matriz transposta,
A = [Aa Ab] (matriz de fracdo de abundancia linear e

de segunda ordem), e S = (matriz de espectros do

Sq
Sy
endmember e de pseudo-endmembers obtidos pelo produto de
Hadamard de dois espectros). Tais matrizes sdo dadas por:

al(l) CL]\/[(I)
A, = : : ) 3)
a1(P) am(P)
aio(1)  a3(1) ay—1,m(1)
Ap=1| L : @
ai2(P) a1 3(P) ay—1,m(P)
So = [s1 sul )
Sp=[s1 ©sy s1Os3 spM-10 SM]T~ (6)

Na instancia ndo supervisionada de SU, o problema consiste
em obter estimativas A e S para as matrizes A e S, respectiva-
mente. No caso do modelo bilinear expresso em (2), a matriz
S € estruturalmente restrita, pois somente os vetores das M
linhas superiores sdo livres (representado em (5)), uma vez que
estes contém os espectros dos endmembers, que sdao os sinais
fontes a serem estimados no problema em questdo. Por outro
lado, os vetores das linhas subsequentes de S, representados
em (6), que contém os espectros dos pseudo-endmembers, sdo
produtos dois a dois dos espectos dos endmembers, e, sao,
portanto, varidveis dependentes das M primeiras linhas de S.

III. METODO PROPOSTO: FUNCAO DE CUSTO E GRADIENTE

E possivel estimar os espectros ¢ as abundancias por meio
da minimizagdo, em relacdo a A e S da seguinte funcdo de
custo [7]:

1 i
Ji =S IX — AS|, ™)

onde ||.||F denota a norma de Frobenius. Uma estratégia [4],
[7] para obter uma funcdo de custo em funcdo apenas de S
é considerar que uma solug@o particular para A, expressa
por Aopt, se relaciona com S por meio de um processo
de estimac¢do de minimos quadrados, de modo que A,)pt =
XST(SST)~1. A aplicacio de tal estratégia em (7) permite a
obtencao de uma nova fungdo objetivo, dada por:

Jo = %HX —x87(ss")7's|%, ®)
onde (.)~! denota a matriz inversa. Assim, A e Jp sdo
definidos por expressdes de forma fechada que permitem o
célculo do gradiente para a fungdo de custo J» com relacio
a parte principal da matriz S. O método de gradiente pode
entdo ser utilizado para o estdgio de extragcdo de espectros de
endmembers. De acordo com [4], o gradiente de J, em relacio
a um elemento S,,; (da linha m entre as M linhas livres de
S) é dado por:

0Js
agml

oS

=T
! 8§7nl

(XS*S — X)TXS*

; €))
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onde Tr(.) denota o trago de uma matriz e a pseudo-inversa
de Moore-Penrose da matriz S é denotada por S*. Assim, a
expressao de (9) pode ser calculada derivando-se a expressao

de 8~ . Esta é uma matriz com [M + w] linhas e L
colunas. O valor de um elemento [ agsl} dessa matriz na
m pq
posicdo (p, q) € igual a:
1 sep=meq=1{
Smre sedm/ € {1,... M}, m'#£Am/ (10)
p=M+B(m,m')eqg=1¢
0 caso contrario

onde B € RM*M ¢ uyma matriz simétrica, com diagonal
principal nula. Cada elemento [5],, que corresponde a posi¢ao
(r,t) com t > r refere-se ao pseudo-endmember s, © s; e é
igual ao indice da linha dentro de S;. Os valores em [B],,
sdo armazenados da esquerda para a direita e de cima para
baixo na parte superior de B como niimeros inteiros em ordem
crescente, ou seja, de 1 a (M — 1) na primeira linha, de M a
(2M — 3) na segunda linha e assim por diante [4].

Para otimizagdo (8), uma regra iterativa, multiplicativa e de
projecdo € proposta em [4] para atualizar S. Tal regra, pode ser
entendida como uma regra baseada no célculo do gradiente [9],
porém com um passo de adaptacdo escolhido diferentemente
para cada varidvel escalar s,,;. Por tanto, o gradiente (9) com
relacdo a s,,,; pode ser escrito como a diferenga de dois termos,
dados por:

+ —
(9:]2 _ 3:72 - 3:72 (11
83'ml asnbl aSml
6J2+ 8J2

onde e 8577,”7 sdo obtidos pelos termos precedidos por
posmvos e negativos, respectivamente de (9). Aplicando entdo
a escolha do passo apresentada em [4], obtém-se a seguinte
regra multiplicativa de atualizagdo:

3 . 9Ja
m 03 mi
Sml < T’ (12)
03, €
ml
onde € € um valor minimo e positivo adicionado para evitar
uma possivel divisdo por zero. Além disso, é;)ngl e adg—‘]?l
sdo representados por:
oy * & = [ 0S
22 =T [ STSXTXST | -2 (13)
08 mi Smi
dJo ~ = [ 8S
22 T [ XTXST [ 2 , (14)
8Sml 8Sml

IV. GARANTIA DE NAO NEGATIVIDADE
A. Solugdo baseada em projecdo

Para garantir que 5,,; permaneca ndo negativo com a regra

+ ~ .
de atualizagdo (12), 3 ‘9"2 e 51‘]2 devem ser ndo negativos.

Essa condicdo é atendlda para outras abordagens de SU da

. . + - .
literatura [4], ao definir 68:]2 e ad~J2 conforme explicado

depois (11). No entanto, ha tambem em tais expressoes,

z

uma matriz que ndo € necessariamente ndo negativa, dada
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Fig. 1. Uma coluna da matriz ndo projetada (13) (esquerda) e da matriz

projetada (15) (direita).

por ST. Sendo assim, para garantir que 5,,; permaneca nio
negativo, [4] propde uma heuristica que substitui os termos

ggfjﬁegg—ﬁf por:
. o ) 3
[5:12 ] —e( [§rexTxg (28 ., (15)
aSml p aSml
{8{2 ] =Tr| | XTXxS* ng , (16)
3mi |, 081

onde [$]+ = max(e, ), onde € é um valor positivo minimo.
As expressdes (13) e (14) sdo, portanto, projetadas em R,
antes de calcular o Tr(.), como em (16) e (15), e depois
usar essas quantidades completamente projetadas em (12).
Embora a nao negatividade seja garantida, a quantidade de
informagdes perdidas por esse método pode acarretar alguns
erros em potencial.

B. Método proposto baseado no deslocamento de dados

Conforme descrito anteriormente, a proje¢do realizada no
Multi-NS-LS-BMF para garantir a ndo negatividade dos ter-
mos 8‘9!2 Te 85‘12 ~ ¢ ilustrada na Figura 1. Tal figura consi-
dera os valores dentro de uma coluna na matriz representada
em (13) antes de sua projecdo, onde alguns valores negativos
estdo presentes. A linha vermelha representa a proje¢do que
corta a curva; portanto, todos os valores negativos sdo atribui-
dos a um valor positivo minimo. Note que a forma da curva
inicial muda (curva verde na Figura 1), ou seja, hd informacdes
que sdo descartadas. E vélido presumir que, se essa situagdo
ocorrer para uma Unica coluna dentro da matriz, 0 mesmo
processo pode ocorrer para toda a matriz. De modo a evitar
perda de informag@o, propomos uma nova abordagem para
evitar a presenca de possiveis valores negativos que, ao invés
de considerar uma anulacdo dos termos negativos, desloca as
curvas associadas aos elementos a@gﬁ+ e 6‘35‘121_ para que
todos os valores sejam ndo negativos. Este novo método,
que serd chamado Shift-Multi-BMF (shifting multiplicative
bilinear matrix factorization) foi desenvolvido para o modelo
de mistura bilinear. A Figura 2 mostra a representagdo grafica
do nosso método (curva verde) que desloca os elementos da
matriz para Ry em vez de cortar informagdes valiosas. Em
nossa proposta, o processo de deslocamento se inicia com a
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Fig. 2. Uma coluna da matriz nao projetada (13) (esquerda) e da matriz
deslocada pelo metodo Shift-Multi-BMF (22) (direita).

aJ> + e oJ —
~a§7nl 8§ml
da matriz pseudo-inversa ST, podem culminar em valores
negativos. Esses termos sio dados por: P* = STSXTXS™ e
P~ = XTXS™. Os valores minimos de cada coluna em P+

e P~ serdo expressos matematicamente como:

identificacdo dos termos de , onde a presenca

vps = min; pj; a7
Up- = min; p;;, (18)
onde P = [p;;] eP™ = [p;] s@0 duas matrizes do mesmo

tamanho € vp+ € vp- sdo os valores minimos para cada j-
: .

ésima coluna em P1£ e P~. Assim, buscamos encontrar o

valor minimo absoluto entre 0s vp+ € vp- para cada j-ésima
; ,

coluna (se pelo menos um deles for negativo). Isso resulta em:

; 19)

dj = ‘mm (UPf’UP{’O)

onde d; € zero se vp+ € vp- forem ndo negativos. Além disso,
uma nova matriz D’ ¢ criada com todas as suas linhas sendo
iguais a d; para cada coluna j, de modo que seu tamanho seja
compativel com P ¢ P~. A representagdo matricial de D €
a seguinte:

dy d dp

D=|: : : (20)
di ds dm
A matriz D tem L linhas e [(M + M (M — 1))/2] colunas e
tem o mesmo tamanho de P™ ¢ P~. Entfio, seguindo o mesmo
principio de (11), a matriz D é usada para deslocar PT ¢ P~
para R. Assim, o gradiente .JJ; em relacdo a um elemento
Sm1 € reescrito como:

al .
6§ml = 9 Imi -

Essa nova expressdo ndo modifica a estrutura de (11), pois
cada termo em (21) € definido como:

21

- - S
gt =Tr (S+SXTXS++D) 4 22)
m aSml
. aS
- _ T &+
g = Tr | (XTXS* + D) P 23)

Dessa forma, o método proposto garante a presenga de valores
ndo negativos em 9:721 € g,,; sem descartar nenhuma informa-
¢d0. A regra de atualizacdo do Shift-Multi-BMF para cada
elemento s,,; é dada por:

(24)

As varidveis secunddrias de S sdo atualizadas junto com as
principais. A adaptacdo de todas as varidveis principais é
interrompida quando o nimero de iteragcdes atinge um valor
maximo predefinido.

V. EXPERIMENTOS NUMERICOS

A. Dados utilizados nos experimentos e métricas de desempe-
nho

Dois conjuntos de oito espectros hiperespectrais de end-
members sao selecionados de bibliotecas espectrais, contendo
184 bandas espectrais na regido de 0,4 a 2,5 um. O primeiro
conjunto de dados possui oito espectros selecionados aleato-
riamente da biblioteca espectral compilada pelo United States
Geological Survey (USGS) [10]. O segundo conjunto de dados,
com oito espectros de materiais usados em 4reas urbanas, foi
selecionado da biblioteca espectral compilada pela Universi-
dade Johns Hopkins (JHU) [11]. Esses conjuntos de dados sao
utilizados para criar dois conjuntos de imagens hiperespectrais
sintéticas realistas. Elas consistem em 100 x 100 pixels cada e
sdo geradas de acordo com o modelo bilinear considerado em
(1). As fragdes de abundincia linear sdo criadas pela média
dos valores da classificacdo dos pixels em uma janela mdvel
ndo sobreposta de 4 x 4 pixels para uma classificacdo real
da superficie da terra. O modelo de Fan [12] é considerado
para gerar as abundancias quadrdticas a partir das abundancias
lineares.

B. Métricas de desempenho

Para avaliar o desempenho dos métodos testados, sdo con-
sideradas as seguintes métricas [4]: o mapeador de angulo
espectral (SAM, spectral angle mapper), o erro quadritico
médio normalizado espectral (NMSE), spectral normalized
mean square error) e a divergéncia de informagdes espectrais
(SID, spectral information divergence) entre os espectros de
endmembers originais e estimados. Um valor menor desses
critérios indica uma melhor extracdo de um dado endmember.

C. Resultados

A nossa proposta (Shift-Multi-BMF) e um conjunto de
métodos da literatura sdo aplicados as imagens descritas an-
teriormente. Consideramos os seguintes métodos da literatura:
o VCA combinado com o FCLS, NMF linear [3] e o Multi-
NS-LS-BMF [4]. Vale ressaltar, que nossos experimentos
usam dois métodos de inicializacdo: para os endmemebers, o
andlise de componentes de vértices (VCA, Vertex Component
Analysis) [13] e para as fracdes de abundancia, o minimos qua-
drados com restricdes totais (FCLS, Fully Constrained Least
Squares) [14]. Foram realizados 10 corridas para minimizar o
efeito aleatorio da inicializacdo do VCA, com um méaximo
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TABELA 1
VALOR MEDIO DAS METRICAS PARA O CONJUNTO DE DADOS USGS.

SAM (°) | NMSE (%) | SID

Shifting-Multi-BME 78 185 a1

Multi-NS-LS-BMF 8,2 18,9 43

NMF 10,2 28,7 11,9

VCA+FCLS 9,0 21,7 6,4
TABELA II

VALOR MEDIO DAS METRICAS PARA O CONJUNTO DE DADOS JHU.

SAM (°) | NMSE (%) | SID

Shifting-Multi-BMF 6,1 28,7 2,1
Multi-NS-LS-BMF 6,8 29,9 23
NMF 7.9 27,5 4,5
VCA+FCLS 6,3 29,4 2,3

de 1000 iteragdes cada um. A media dos valores obtidos
para os critérios de desempenho considerados € fornecida na
Tabela I e na Tabela II. Para oito espectros selecionados
aleatoriamente na biblioteca da USGS, o método Shift-Multi-
BMF atingiu uma média de 7, 8° para o critério SAM e uma
média de 18,5% para o critério NMSE, enquanto os métodos
VCA+FCLS e NMF atingem uma média entre 9,0° e 10, 2°
para o critério SAM e uma media entre 21,7% e 28,7%
para o criterio NMSE. Nosso método também alcangou uma
média de 4, 1 para o critério SID. No entanto, o método Multi-
NS-LS-BMF também supera os outros métodos da literatura
em cada critério; porém, seu desempenho ndo supera o do
método proposto, conforme Tabela I. A Figura 3 mostra que
o espectro fornecido pelo método Shifting-Multi-BMF é muito
mais suave do que com o Multi-NS-LS-BMF. Portanto, ele é
muito mais consistente com o espectro real. Para os espectros
de materiais urbanos na biblioteca da JHU (Tabela II), o
melhor desempenho de SAM médio foi da nossa proposta
de 6,1°. O melhor NMSE médio entre todos os métodos
avaliados é obtido pelo método linear NMF com 27,5%,
seguido pelo Shift-Multi-BMF com 28, 7%.

VI. CONCLUSOES

Neste artigo propomos um novo método de fatoragdo ndo
negativa em modelos bilineares para extrair espectros de end-
members hiperespectrais denominada Shift-Multi-BMF. Em
comparagdo com trés métodos estabelecidos na literatura, e
de acordo com os resultados obtidos, a proposta apresenta um
melhor desempenho. No primeiro conjunto de espectros, nosso
método proposto apresenta melhor desempenho para todos os
critérios. No segundo conjunto de espectros, nossa abordagem
supera todos os outros métodos para os valores SAM e
SID, enquanto a NMF linear produz um NMSE ligeiramente
melhor. No entanto, a NMF linear ndo € robusta, pois fornece
um NMSE muito maior do que o nosso método para o primeiro
conjunto de espectros. Além disso, nosso método supera o
Multi-NS-LS-BMF em ambos os conjuntos de espectros,
que confirma que uma quantidade maior de informagdes
preservada com nosso procedimento de deslocamento.

o O
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