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Novos Codigos Convolucionais Derivados de
Codigos Algébrico-Geométricos

Francisco Revson F. Pereira, Giuliano G. La Guardia, Francisco M. de Assis

Resumo— Neste artigo, novas familias de cédigos convolu-
cionais sao construidas a partir de cédigos algébrico-geométricos
(AG). Os codigos convolucionais construidos sio novos no sentido
que seus parametros siao diferentes dos parametros dos codigos
disponiveis na literatura. Em particular, uma familia de cédigos
almost near MDS ou near MDS ou MDS é apresentada.

Palavras-Chave— Cédigos Convolucionais, Codigos Algébrico-
Geométricos, Construciio de Codigos.

I. INTRODUCAO

A classe de cédigos convolucionais tem sido extensiva-
mente investigada na literatura [6, 13, 14, 19,21, 22]. Cédigos
de maxima distancia de separacdo (MDS), bem como c6digos
convolucionais 6timos (no sentido que atingem o limitante de
Singleton generalizado [21]) também tém sido explorado [6,
13,14,19, 21, 22]. Rosenthal et al. introduziram o limitante de
Singleton generalizado [21] (veja também [22]) em 1999.

Além dos cédigos convolucionais, a classe de cddigos
algébrico-geométricos (AG), que foi introduzida por Goppa
[7] em 1981, possui uma grande diversidade de trabalhos
em que os investigam [9-11, 16, 17]. Esses c6digos possuem
propriedades interessantes para diversas aplicacdes, além de
serem assintoticamente bons [3,5,15]. Entretanto, apenas
poucos deles [4, 18,20] lidam com a constru¢do de cédigos
convolucionais a partir da utilizacdo de cédigos AG como sua
contrapartida fundamental.

Neste trabalho, sdo construidas diversas familias de c6digos
convolucionais de memdria unitaria por meio da aplicagdo do
método criado por Piret [19], generalizado por Aly et al., em
2007 [1]. Mais especificadamente, este método utiliza c6digos
de bloco a fim de obter uma matriz reduzida e bésica para o
correspondente codigo convolucional. No caso deste trabalho,
os cddigos AG sao utilizados como cddigos de bloco para a
construcdo dos cddigos convolucionais de memoria unitdria.
Uma vantagem da técnica utilizada aqui estd no fato de que
os novos cddigos convolucionais sdo gerados algebricamente
e ndo por procura computacional. Assim, novas familias de
codigos convolucionais sdo construidas, e ndao apenas c6digos
especificos, em contraste com muitos trabalhos em que ape-
nas buscas computacionais sdo implementadas ou mesmo a
constru¢do de cédigos especificos.
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O trabalho estd organizado da seguinte forma. Na Secao II,
sdo revisados os conceitos bdasicos sobre cddigos convolu-
cionais. Na Secdo III, uma recapitulacdo dos conceitos rela-
tivos aos codigos algébrico-geométricos € feita. Na Secdo IV, é
proposto um método de constru¢do de novos cédigos convolu-
cionais derivados de c6digos AG. Em particular, uma familia
de cédigos convolucionais almost near MDS ou near MDS ou
MDS ¢ exibida (que sdo cédigos que tem a distdncia minima
distanciando-se do limitante de Singleton generalizado por
valores de 2, 1 ou 0 unidades). Na Secdo V, alguns parametros
numéricos das familias de c6digos que foram construidos sao
expostos. Finalmente, na Secdo VI, as consideracdes finais do
trabalho sdo dadas.

II. REVISAO DE CODIGOS CONVOLUCIONAIS

Ao longo deste trabalho, p denota um nimero primo, ¢
uma poténcia de primo, IF; um corpo finito com ¢ elementos
e F'/F, denota o corpo de fungdes algébricas sobre F, de
género g.

Nesta secdo, serd apresentada uma breve revisao de codigos
classicos convolucionais. Para mais detalhes veja [1,2,8,12,
13, 19].

Uma matriz polinomial de codificacdo

G(D) € F,[D]"*" (1)

¢ denominada bdsica se G(D) tem uma inversa polinomial a
esquerda. Uma matriz geradora bdsica € dita ser reduzida (ou
minimal [6, 8,22]) se o overall constraint length, dado por

A
Y= % ©)
=1

possui o menor valor possivel entre todas as matrizes gerado-
ras bdsicas (neste contexto, o overall constraint length ~y é
chamado de grau do correspondente c6digo).

Defini¢do 1: [2] Um cdédigo convolucional C' com
parmetros (n,k,v; m,dys), é um submédulo de F,[D]"
gerado pela matriz reduzida e bésica

G(D) := (9i;) € Fy[D]"*", 3)
isto €,
C = {u(D)G(D)lu(D) € Fy[D]"}, “
k
em que n é o comprimento, k é a dimensdo, v = Z'yi éo
i=1

grau, com vy; 1= maxi<j<n {degg;;}, m = maxi<i<i{v}
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¢ a meméria e dy := wi(C') = min{wr(v(D)) | v(D) €
C,v(D) # 0} é a distancia livre do cédigo.

O peso de um elemento v(D) € F,[D]" é definido como

wi(v(D)) = Z wi(vi(D)), 5)

em que wi(v;(D)) é o nimero dos coeficientes ndo-nulos de
Seja F,((D)) o corpo de séries de Laurent, sobre F, , no
qual os elementos sdo dados por

u(D) = ZuD (6)

em que u; € Fy e u; = 0 para ¢ < 7, para algum r € Z. O
peso de u(D) é definido como

wi(u(D)) = Zzwt(ui). 7)

Uma matriz geradora G (Dz ¢ chamada de catastrofica se existe
algum u(D)* € F,((D))" de peso de Hamming infinito tal
que u(D)kG(D) tem peso de Hamming finito. Desde que
uma matriz geradora e bdsica € ndo-catastréfica, o cddigo
convolucional construido neste trabalho terd matriz geradora
ndo-catastrofica.

O produto interno euclidiano de duas n-uplas

uD)=> wD' (8)

v(D) = Z u; D’ ©)

j
em F,[D]" € definido por

{u(D) | v(D)) =) ui-vi.

Se C' € um cddigo convolucional, entdo o codigo

(10)

O* 1= {u(D) €[OI | {u(D) | (D) = 0.4w(D) & €}

denota seu dual euclidiano.

A. Codigos Convolucionais Derivados de Codigos de Bloco

Seja [n, k, d],, um cédigo linear com matriz de paridade H.
Agora subdivida H em m + 1 submatrizes disjuntas H; tais
que

; (12)
Hm.

em que cada H; possui n colunas, obtendo a matriz polinomial

G(D) = Hy+ H\D + HyD> + ...+ H,,D™,  (13)

em que as matrizes f{i, paratodo 1 < ¢ < m, sdo derivadas das
respectivas matrizes H; pela adicdo de linhas nulas na parte

inferior, de forma que a matriz ﬁi tenha  linhas no total, em
que x é o nimero maximo de linhas entre todas as matrizes
H;. A matriz G(D) gera um cédigo convolucional com x
linhas (observe que m é a memodria do cddigo convolucional
resultante de G(D)).

Teorema 1: [1, Teorema 3] Seja C C Fy um cédigo
linear com parametros [n, k,d|, e suponha também que H €
Fé"_k)xn ¢ uma matriz de verificagdo de paridade para C
particionada nas submatrizes Hy, Hy, ..., H,, como na Eq. (1)
de tal forma que k = rkHy e tkH; < k, para 1 <1¢ < m, em
que rk € o posto da matriz, e considere que a matriz polinomial
G(D) ¢é dada como em Eq. (13). Entdo a matriz G(D) é
uma matriz geradora reduzida e bésica. Adicionalmente, se
ds denota a distancia livre do cédigo convolucional V' gerado
por G(D) e d* ¢ a distincia minima de C1, entdo tem-se que
df > dt.

Por fim, Rosenthal et al. [22] apresentaram o limitante de
Singleton generalizado, em que o mesmo ¢ dado por, para um
cédigo convolucional (n, k, v; m, df)q,

dy < (n = K)[[7v/k] + 1]+~ + 1. (14)

III. CODIGOS ALGEBRICO-GEOMETRICOS
Nesta secdo, serdo introduzidos algumas notagdes bdsicas
e resultados de cddigos algébricos geométricos. Para mais
detalhes, é possivel examinar as referéncias [24, 25].
Seja F'/F, um corpo de fungdes algébricas de género g.
Um lugar P de F'//F, é o ideal maximal de algum anel de
valorizacdo O de F/F,. Também é definido

Pp := {P|P é um lugar de F/F,}. (15)

Um divisor de F//F, ¢ uma soma formal de lugares dado
por

D .= Z npP, com np € Z, para quase todo np = 0.
PePp

(16)
O suporte de D é definido como suppD := {P € Pp|n, #
0}. A valorizagdo discreta correspondente ao lugar P € escrita
como vp. Para todo elemento x de F/]Fq, pode-se definir um
divisor principal de x por (z) := ) pvp(x)P. Para algum
divisor GG, denota-se o espago de Riemann-Roch associado a
G por

L(G) = {z € F/K{0}|(z) > —G}. 17)

Seja Qp := {w|w é um diferencial de Weil F/K} o espago
das diferenciais de F/]Fq. Dado um diferencial nao-nulo w,
denota-se por (w) := Y pvp(w)P o seu divisor candnico.
Todos os divisores candnicos sdo equivalentes e tem grau igual
a 2g — 2. Além disso, para um divisor A, define-se

Qr(G) :={w € Qp|w =0 or (W) > G}, (18)

e sua dimenséo por i(G).

Teorema 2: (Teorema de Riemann-Roch)[24, Teorema
1.5.15, pg 30] Seja W um divisor candnico de F'/K. Entéo
para cada divisor G, a dimensdo de £(G) é dada por
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UG)=degG+1—g+L(W - Q), (19)
em que W € um divisor canonico.

Seja Pi,..., P, lugares distintos dois-a-dois de F/F, de
grau 1 e D = P, +...+ P,. Escolha um divisor G de F/F,
tal que suppG N suppD = @.

Definicdo 2: [24, Definicdo 2.2.1, pg 48] O cddigo
algébrico-geométrico (ou cddigo AG) C(D,G) associado
com os divisores D e G é definido como C(D,G) =
{(x(Py),...,x(Pp))|x € L(G)}.

Proposigdo 1: [24, Coroldrio 2.2.3, pg 49] Seja F'/F, um
corpo de fungdes de género g. Entéo o cédigo AG Cr(D, G)
¢ um cédigo linear [n, k, d] sobre F, com pardmetros

k=4G)—4(G—D)ed>n—degG. (20)

Se 2g — 2 < deg(G) < n, entdo k = deg(G) — g + 1.
Se x1,...,x; é uma base de L£(G), entdo uma matriz
geradora de C(D, @) é dada por

$1(£1) 331(;;2) l’1(£n)
o 362(: 1) 372(: ) e 562(. ) o
2 (P 2(Py) 2x(Po)

Definicdo 3: [24, Defini¢do 2.2.6, pg 51] Sejam G e D =
Py + ...+ P, divisores como na Definicdo 2. Entdo define-se
o cédigo Cq(D,G) por

Ca(D,G) = {(respp, (W), ..., respp (w)|w € Qp(G — D)},
(22)
em que respp (w) denota o residuo de w em FP;.

Proposicéo 2: [24, Teorema 2.2.7, pg 51] Seja F/F, um
corpo de fungdes de género g. Seja Ge D =P + ...+ P,
divisores como na Defini¢do 2. Se 29 — 2 < deg(G) < n,
entdo Cq(D,G) é um cddigo linear [n, k', d’] sobre F,, em
que

E'=n+g—1-deg(G) (23)

d > degG — (29 — 2). (24)
A conexdo entre os codigos Cr(D,G) e Cq(D,G) é
fornecido na proposicdo dada a seguir.
Proposigdo 3: [24, Proposi¢do 2.2.10 e 2.2.11, pg 54] Seja
n um diferencial de Weil tal que vp,(n) = —1 e np, = 1 para
todo i =1,...,n. Entdo

Ce(D,G)*: = Ca(D,G) =Cr(D,D — G+ (1), (25

em que Cz(D,G)* é o dual euclidiano de Cr(D,G).

IV. Novos C6picos AG CONVOLUCIONAIS

Nesta secdo € apresentado um método geral para construcao
de codigos convolucionais a partir de cédigos AG. Mais pre-
cisamente, sdo construidos cédigos convolucionais nos quais
a matriz geradora € derivada de um cédigo AG dado por
Cq(D,G). O primeiro resultado é dado a seguir:

Teorema 3: Seja F'/F, um corpo de fungdes de género g.
Considere o c6digo AG Cq(D, G) com 2g—2 < deg(G) < n,
em que deg(G) é o grau do divisor G. Entdo existe um c6digo
convolucional de meméria unitdria com parimetros (n,k —
L,I;1,df > d)g, em que | < k/2, derivado de Cq (D, G).

Demonstracdo:  Considere o cédigo AG dado por
Cqo(D, Q) e definido sobre F'/F, com matriz de verificagdo
de paridade

(El(Pl) SCl(Pg) l'l(Pn)
zo (P xo (P - xo(P
o — 2(. 1) 2(. ) 2(Pn) R
i (P1)  x(P2) zi(Pp)
em que zi,...,T; ¢ uma base de L£(G). Seja Crz(D,G) o

dual (euclideano) do c6digo Cq (D, G). Neste caso Hq é uma
matriz geradora de Cr(D,G) e Cr(D,G) é um cédigo AG
com parimetros [n,k = degG +1—g, d > n — degG],,
em que n = deg D. Sera construido um cédigo convolucional
derivado de Cq(D,G) da seguinte forma. Defina um cédigo
convolucional com matriz geradora

G(D) = Hy + HiD, 27)

em que Hy € a submatriz de Hq consistindo das primeiras
k — [ linhas e H; é a matriz consistindo das ultimas [ linhas
de Hgq adicionando-se, abaixo, linhas nulas, de forma que a
matriz H; tenha k£ — [ linhas no total. Por hipétese, segue que

vk Hy > 1k H;. (28)

Pelo Teorema 1, a matriz G(D) é uma matriz reduzida
e bésica. O c6digo convolucional gerado por G(D) é um
c6digo de memoéria unitdria com dimensdo k — [, grau [ e
distancia livre d¢. Utilizando novamente o Teorema 1, segue-
se que df > d. Assim, existe um cédigo convolucional
com parimetros (n,k —1,1;1,ds),, em que d; > d, como
requerido. ]

Observagio 1: E interessante notar que o Teorema 3 pode
ser facilmente generalizado para c6digos convolucionais com
multi-memdria. Entretanto, como c6digos de memoria unitéria
atingem distancias livres mdximas possiveis dentre os c6digos
de mesma taxa, nos restringiremos apenas a esse caso (veja
[14D).

Coroldrio 1: Com as hipéteses do Teorema 3, tem-se que
existe um cddigo convolucional com pardmetros (n,k —
1,1;1,dy > d),.

Demonstragdo: E suficiente considerar [ = 1 no Teo-
rema 3. |

Observagdo 2: Note que, aplicando-se o Coroldrio 1 e o
limitante de Singleton generalizado, segue-se que a distincia
livre do cédigo convolucional aqui construido € limitada por
dy < n—k+3 (em que n e k sdo os parAmetros de C (D, G)).
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Além disso, df > n—deg(G) =n—(k+g—1) =n—k+1—g,
donde a distancia livre dy € limitada por n —k +1 — g <
df < n —k+ 3. Em particular, para o corpo de funcdes
F/F, em que g = 0 os novos c6digos convolucionais tém
distancia livre limitada por n —k+1 < df < n—k4 3. Nesse
caso, observe que esses codigos sao almost near MDS ou near
MDS ou MDS. Em outras palavras, a distancia livre dista de,
no maximo, duas unidades do maximo valor possivel. Assim,
as familias de cddigos derivados desses corpos de fungdes
possuem bons parametros.

Coroldrio 2: Seja F' = T4(z) um corpo de funcdes
racionais. Para 8 € F,, seja Pg o zero de z — 3 e denote
por Py, o pblo de z em Fy(x). Entdo existem cédigos
convolucionais com pardmetros (g,7,1;1,dy > g —r),, com
l<r<qg—-1.

Demonstragdo: Considere o cédigo Cz(D,G) com D =
Zﬂqu Pse G =rPyg,emquel <r <g—1. O cédigo
Cr(D,G) tem pardmetros n = g, k =r+1led >n—r.
Aplicando o Coroldrio 1 para C(D,G)" obtém-se c6digos
convolucionais com os parimetros mencionados. ]

Teorema 4: Seja ¢ = 2¢, em que ¢ > 1 é um inteiro.
Entdo existe um (2¢%,m — ¢/2,1;1,dy > 2¢®> — m), cédigo
convolucional, em que ¢ — 2 < m < 2¢>.

Demonstragdo: Este resultado segue do Teorema 3 e de
[9,23]. ]

V. EXEMPLOS DE CODIGOS

Nesta secdo, sdo apresentados os parametros dos novos
codigos convolucionais que sdo obtidos a partir dos resultados
apresentados. Os valores que serdo mostrados consistem de
apenas uma substituicdo numérica nos parametros dos cédigos
que foram obtidos, ou seja, ndo foi necessdrio a utilizacio
de softwares de computagcdo algébrica para tal cdlculo. Na
Tabela I, € mostrado uma familia de c6digos aproximadamente
almost near MDS (ou near MDS ou MDS) construidos com
o Corolério 2.

TABELA 1
Novos CODIGOS Almost Near MDS 0U Near MDS oUu MDS

Novos codigos obtidos do Corolario 2
(TL, k7 Y5, df)

(87 27 1; 17 df > 6)8
(8,5,1;1,dy > 3)s
(37,17,1;1,dy > 20)37
(37,33,1;1,dy > 4)37
(71,35,1;1,ds > 36)71
(71,68, 1; 1,dy > 3)71
(128,64,1;1,ds > 64)128
(128,125, 1; 1,df > 3)128
(256,128, 1, 1,d; > 128)a56
(256,253,1;1,d¢ > 3)256

Os cédigos apresentados na Tabela II sdo obtidos pela
aplicacdo do Teorema 4. Note que esses cddigos tém
pardmetros diferentes dos que existem na literatura. Na re-
alidade, os novos cddigos aqui apresentados nio tem anilogos
na literatura. Devido a isso, ndo é possivel compara-los com
os codigos existentes.

TABELA 1II
Novos CODIGOS CONVOLUCIONAIS

I Novos Cédigos I
(32, 15,1, 1,d; > 15);
B2 LL1,d; > 30)

(128,64,1,1,d; = 60)s
(128,3,1,1,d; > 122)s
(512,128,1;1, df > 376)16
(512,256, 1; 1, d; = 248)16

(2048, 1024, 1; 1,d; > 1008)32
(2048, 15, 1;1,d; > 2017)32

VI. CONCLUSAO

Neste trabalho foram construidos novos cédigos convolu-
cionais derivados de cddigos algébrico-geométricos. Estes
novos codigos tém bons pardmetros. Mais precisamente, uma
familia de cédigos almost near MDS ou near MDS ou MDS.
Além disso, foi apresentada outra familia de novos cddigos
convolucionais que nio possuem pardmetros similares aos
c6digos disponiveis na literatura.
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