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Método de Minimos Quadrados Subamostrado para
Estimacdo de Qualidade de Energia

Felipe V. D. Prado e Phillip M. S. Burt

Resumo— Propomos um método baseado em Minimos Qua-
drados subamostrados para a estimacdo de parametros de
espectros discretos compostos por harmonicas de uma frequéncia
fundamental, mais particularmente para o uso em medidores
de qualidade de energia elétrica. A evolucdo das smart grids
trouxe a necessidade do uso simultineo de um maior nimero
de tais medidores, gerando interesse na sua simplificacio e
barateamento. Para tanto, uma arquitetura empregada tem sido a
de realizar a extracao dos indicadores de qualidade de energia de
forma centralizada, a partir dos dados enviados por sensores que
apenas realizam a amostragem da rede elétrica. Visando reduzir
o volume de dados enviados por estes sensores, obtemos uma
condicdo para a ortogonalidade (e consequente optimalidade)
do modelo de sinal sem a exigéncia usual de atendimento do
critério de Nyquist de amostragem. Com isso, uma frequéncia
de amostragem de apenas 16 % da frequéncia de Nyquist é
viabilizada. Em seguida, obtemos para aquela condi¢ao um limite
superior da probabilidade de nao atendimento das normas que
regem a medicdo de qualidade de energia. O desempenho do
método proposto é também verificado por meio de simulacdes,
considerando diferentes frequéncias de amostragem e relacoes
sinal/ruido, relacionando-as com niimeros de bits padriao de
ADCs. Por fim analisamos o efeito do desvio da frequéncia
fundamental sobre o desempenho deste método.
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Abstract— A method based on undersampled Least Squares
is proposed for the estimation of discrete spectra composed
by harmonics of a single fundamental frequency, particularly
applied to energy quality meters. The evolution of smart grids
brought with it the need for a greater quantity of these meters,
leading to an interest in their simplification and cheapening.
For such, an architecture based on the extraction of energy
quality indicators in a centralized manner is being applied, using
sensors that only sample the raw data from the power line.
Aiming towards reducing the data transactioned by these sensors,
we obtain a condition for the orthogonality (and consequent
optimality) of the signal model without the usual requirement of
satisfying the Nyquist sampling criterion. With this, employing
a sampling frequency of only 16% of the Nyquist sampling
frequency is made possible. Next, we obtain for that condition
an upper limit for the probability of not satisfying the norms
that govern energy quality metering. The performance of the
proposed method is also verified through simulations, using
different sampling rates and signal to noise ratios, relating them
to bit depths of standard ADCs. Finally, the impact of frequency
deviation of the fundamental frequency is evaluated.
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I. INTRODUCAO

A estimacdo de espectros discretos (ou seja, espectros de
sinais compostos de um ndmero finito de senoides) é central
para a estimagdo de qualidade de energia [1]-[3], sendo a
base para estimar diversas varidveis de interesse nesta 4rea,
como elevagdes e afundamentos de tensdo, sincronia entre
fases e distor¢cdo harmdnica. O procedimento convencional de
estimagao espectral para fins de qualidade de energia baseia-se
em aplicar a transformada de Fourier discreta (TFD) em uma
janela de sinal contendo um nimero inteiro de periodos da
frequéncia fundamental da rede (para o que é necessdria al-
guma etapa anterior de sincronizag¢do) e com amostras obtidas
respeitando o critério de Nyquist [2]. E bem sabido que nestas
condicdes e com ruido de medida gaussiano e branco, atinge-se
o limite inferior de Cramer-Rao para a variancia da estimativa
dos coeficientes espectrais na forma retangular, assim como o
menor condicionamento possivel (unitario, portanto) da matriz
de covariancia da estimacdo [4, p.90].

Com a transformacdo em curso no grid de fornecimento
de energia elétrica, um ndmero crescente de pequenos for-
necedores de energia estd operando, exigindo a medicdo de
qualidade em um nimero também crescente de pontos. Isso
tem motivado o desenvolvimento de sensores de qualidade de
energia simples e baratos e que, possivelmente, apenas reco-
lham dados e os transmitam para um local de processamento
centralizado [5]-[8]. Isto permite, por exemplo, que quando a
medicdo ¢ feita sob demanda, a capacidade de processamento
seja escalada horizontalmente na nuvem, reduzindo assim o
custo associado a fabricacdo dos sensores. Em particular,
visando reduzir a frequéncia de amostragem média do sinal
da rede elétrica (e com isso reduzir a taxa de transmissio
de dados necessaria), foi proposto neste contexto o uso de
Compressive Sensing [5], [9], [10], técnica que tipicamente
leva a um espacamento nao-uniforme entre amostras.

Neste trabalho, visando o mesmo objetivo de reduzir a
frequéncia de amostragem em sensores usados para medicdo
de qualidade de energia, propomos o uso do recurso con-
ceitualmente mais simples de subamostragem com periodo
constante. Especificamente, determinamos uma condi¢do a ser
satisfeita pela frequéncia de amostragem para que a estimacdo
dos coeficientes espectrais por minimos quadrados tenha,
dado o numero de amostras, as mesmas caracteristicas de
optimalidade da TFD apontadas acima. Mostramos em seguida
que mesmo com frequéncias de amostragem bem inferiores
a frequéncia de Nyquist é vidvel atender os requisitos de
desempenho normatizados em [2].
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II. ESTIMACAO DE HARMONICAS DA REDE POR TFD

Revemos aqui conceitos de interesse para a estimagdo das
harmonicas da rede elétrica.

A. Modelo linear de sinal, minimos quadrados

Seja a um vetor de P parimetros a ser estimado a partir
de um vetor x de N > P elementos produzido por

x = Ha + w, (D

onde H tem posto completo de colunas e w é um vetor de
ruido de medida de média nula. O erro de uma estimativa ¢
é € = a — & e a estimativa que minimiza o erro quadratico
|l€||? = €’'e é dada por

& =H'x, )
onde Hf = (HTH)~'H” ¢ a pseudo-inversa de H. Segue
diretamente que

a=a+ HH 'H'w

e, portanto, & ndo tem Vviés, isto é, E[&] = a.. Além disso, se
w tem matriz de covariancia

Cw = Elww’] = 01, 3)
segue também diretamente que a matriz de covariancia do erro
—(H'H)'H'w 4)

Ee=a—a=

(¢S

C.=c*H"H)"" 6))

Neste caso, se € € gaussiano entdo a estimativa & atinge o
limite inferior de estimacdo de Cramer-Rao [4, p. 86], sendo
Otima para um dado N.

B. Estimagdo por TFD

Seja fj a frequéncia fundamental da rede elétrica e conside-
remos que em uma janela de L periodos desta fundamental sao
tomadas N amostras x(n) do sinal da rede, correspondendo
portanto a uma frequéncia de amostragem

N
fa:ff0~ (6)

Se hd M harmonicas presentes e ML < N/2, o critério de
Nyquist é respeitado pois M fo < N fo/2L = f,/2. Temos
entao

M
2n L . 2n L
n) = ; ag Cos (Nkn> + by sin (Nk;n> + w(n),

(7
n = 0,1,...,N — 1, onde consideramos w(n) gaussiano
branco de média nula e varidncia 02. Os termos de (1) sdo
dados entdo por

H:[Cl...CM Sl...S]\/j] € a:[al...aM bl...bM]T,

com

o= o (22210) o (Zaiv )] @

Da ortogonalidade dos termos harmdnicos acima, segue
neste caso em que o critério de Nyquist € respeitado [4, p.

89] que

H'H = EI,

5 (10)

0 que substituido em (2) leva a & = %HTX. Ou seja, os
elementos de & sdo

N-1
. 2 2nL
ajp = N (TL) COS (Nkn) y

wsin (2 Fkn )

correspondendo aos coeficientes da forma retangular da TFD
de z(n) escalonados, relacionados com os coeficientes da
forma polar X (k) segundo

ap = %Re[X(kL)}, by, = _%Im[X(kL)}.

Inserindo (10) em (5) resulta ainda que Cc = %0°I, ou
seja, a matriz de covariancia tem condicionamento minimo,
isto €, unitdrio. Isto tem importancia pratica em situacdes em
que ha alguma liberdade na escolha de H, como o caso tratado
na sec¢do seguinte: fixado o maior valor singular de H, tal
condicionamento minimo estd associado a menor amplificacio
do ruido w.

III. METODO DE MINIMOS QUADRADOS SUBAMOSTRADO
COM MINIMO CONDICIONAMENTO

Consideremos agora que, no contexto da secdo anterior,
o critério de Nyquist ML < N/2 ndo é necessariamente
respeitado, apenas valendo

N
M < —. (11
2
A. Condigdo de ortogonalidade
Com (8) e a identidade cos(z)cos(y) = 3 cos(z + y) +

3 cos(z —y), o produto interno de colunas c; e ¢, de H pode
Ser escrito como

1 1
clep = 5S [(i 4+ k)L] + 5S [(i —k)L], (12)
onde, com m € Z, temos!
N-1
2 N, ZtcZ
S(m) = Z cos (mn) _{YN NES (13)
= N 0, % Z 7.

Agora, como i,k < M < N/2 resulta que os termos i + k
e 7 — k ndo podem conter todos os fatores primos de N, pois
(i+k)<Ne—-M< (i—k) <M < N. Portanto, se forem
escolhidos

‘N e L mutuamente primos (14)

'0btido aplicando a férmula da soma de PG Zi’ 01 oI RN =

2nm Ny 21rm

(1— BTN /(1 — I3 = 0/(1 — ™), m/N ¢ Z
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(i+k)L e (i—k)L também ndo podem conter todos os fatores
primos de NV, ou seja,

(i+k)L (i—k)L ;
v £ gL G#k. (15
Usando isso em (12) e (13), resulta que c;frc;€ = N/2 se
i = ke clcy, = 0 caso contrdrio. Procedendo de forma

similar, obtém-se o mesmo resultado para s's;, e c!'s;, = 0.

Ou seja, mesmo neste caso subamostrado a matriz H satisfaz
(10). Portanto, o resultado visto na se¢do anterior para a matriz
de covariancia do erro de estimagdo dos coeficientes espectrais
retangulares aj, e by continua valido:
Ce= %021.

Finalmente, vale notar que o atendimento do critério de
Nyquist € um caso particular da andlise acima, em que M L <
N/2 jé garante (15), sem exigir N e L mutuamente primos.

(16)

B. Probabilidade de erro

Como indicado por (16), com M < N/2 e com N
e L mutuamente primos, o desempenho da estimagdo dos
coeficientes dependera apenas da relagdo o2/N, lembrando
que N € o ntimero de amostras tomadas em uma janela de L
periodos da frequéncia da rede. E necessdrio porém relacionar
a estimacg@o dos coeficientes espectrais retangulares ay e by a
que se refere (16) com a estimagdo dos valores eficazes dos
componentes espectrais, a que se refere a norma [2].

Com 0, = [ar bi]7, tais valores eficazes sio dados
por \/a? +b2/v/2 = ||0k||/v/2 e estamos interessados na
probabilidade P, de que o erro na sua estimacdo ultrapasse
uma certa fracdo p da tensdo eficaz nominal Uyey, como
estipulado em [2], isto &,

Pe=P (| 1621 = 1601 /V2 > pUnom)
Empregando a desigualdade triangular reversa
1651l = 10511 < 1161 — 6%

e com [|0), — 0| = /uZ + vZ, onde

Ug = a — Qg, Vg = b, — by,

a7)
obtemos um limite superior para P,

P, < P(uﬁ —|—v,€ > 2p2U2

nom) ’

que serd atingido quando @; e 6, forem anti-colineares.
Agora, segue diretamente de (16) que

2
2 2 2
Elui] = Elvg] = i
e Elugv,] = 0. Portanto, se uy, e vy s3o gaussianos (u? +
vZ)N/202 é uma varidvel aleatéria chi-quadrado com dois

graus de liberdade, valendo entdao

N N _ PP Ug N
Pk < P ((U%-l—’l);%) >p2Un20m0,2) =e€ 202

(18)

202 1)

A probabilidade de que o erro de estimacdo seja maior do que
o estipulado em alguma das M harmonicas satisfaz entdo

9 M
Po=1-(1-P)M<1- (1 — e—PQNSNR) . (20)

onde definimos a relagdo sinal/ruido como SNR = U2 /o2

Classe | Grandeza Condigdes Erro Maximo
I Tensdo ZI: E i%[g:(;: io}%%?ﬁom
Corrente I:LL Z 3%1222 £0, 15%;jlom

>
| Tewso IZZ ;130%?]:2: iOE}Z%(I{JTom
Corrente I: = 10%[ZZZ 10, S%I;nom

TABELA 1
TOLERANCIAS DADAS PELA NORMA [2]

IV. RESULTADOS

A. Condigoes de teste

1) Escolha dos pardmetros de amostragem: Conforme es-
pecificado em [2], as medidas de qualidade devem ser forne-
cidas a cada 200 ms pelo equipamento de medida. Admitindo
que as medidas sdo realizadas a cada L ciclos da fundamental
de 60 Hz, resulta que devemos ter L < 12. Por sua vez, o
nimero N de amostras utilizadas determina o desempenho
da estimagdo para uma dada SNR, como dado por (20). Para
exemplificar o compromisso entre a frequéncia de amostragem
fo dada por (6) e o desempenho, adotamos L = 11 e
N =87 ou N = 174, correspondendo a f, = 474,54 Hz ou
fa =949, 09Hz. Notamos que os valores adotados satisfazem
a condi¢do (14).

2) Especificagdo testada: A Tabela 1 traz as tolerancias
especificadas na norma [2] para medidas dos valores eficazes
de tensdo e corrente. Como pode ser visto, desde que acima
de um certo limiar (1% de Up,om, adotando daqui por diante
o caso de medidas de tensdo na Classe I), quanto menor o
valor medido U,,,, menor o erro de medida absoluto admitido,
dado por 5% de U,,. Abaixo daquele limiar, o erro admitido é
fixo em 0,05% de Upon. Portanto, este pior caso é o valor de
erro admissivel a utilizar para que a estimacéo satisfaca algum
objetivo de desempenho para qualquer valor de U,,,. Em (20)
adotamos entiio p = 5 x 1074,

3) Modelo de ruido de quantizacdo: Admitimos, como
usualmente feito, que o ruido de quantizacdo é branco e tem
distribui¢do uniforme entre —a/2 e a/2 para um passo de
quantiza¢do a = Viax/ 2"~1 onde Viyux € 0 fundo de escala
do A/D e n é o nimero de bits de quantizacdo. Disto segue
que a matriz de covaridncia do ruido de quantizacdo € como
dada por (3) com 02 = a?/12. Portanto, a SNR em dB é

2

U
;‘;m = 4,77 — 20log(c) + 6,02n,

SNR = 10log (21)
onde ¢ = Viux/Unom- A norma [2] especifica que o equipa-
mento de medida deve funcionar normalmente para uma tensao
20 % maior que a nominal e para um fator de pico de 1,5.
Tomamos entdo ¢ =1,2 x 1,5=1,8.

Podemos admitir também que para os valores de N adotados
(da ordem de 102, como visto) a combinacdo das N varidveis
aleatdrias uniformes independentes de w segundo (4) resulta,
para fins préticos, em um vetor € gaussiano. Portanto, u; =
€ € v = €y em (17) também podem ser considerados
gaussianos, como necessirio para obter (19).
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Fig. 1. Valores simulados e limites superiores da probabilidade de erro Pe

para diferentes frequéncias de amostragem.

B. Valores simulados e limites da probabilidade de erro

Blocos de N amostras foram gerados segundo (7), com
nimero de harménicas M = 25, poténcia de ruido o? =
U2 /SNR, a;, = Acos¢p e b, = Asingy, sendo A =
0,01\/§Un0m. Portanto, as harmodnicas tém valores eficazes
A/\/i = 0,01U;om, conforme discutido na Secdo IV-A.2,
e fase ¢y, que fazemos uniformemente distribuida entre O e
27. Para cada valor de SNR sdo geradas 2 x 10° realizacdes
do ruido e das fases ¢5. Com o nimero de realizacdes em
que o erro de estimacgdo do valor eficaz de alguma harmdnica
ultrapassa 5 X 104 Upom (ver Secdo IV-A.2) obtém-se entdo
uma estimativa da probabilidade P, de que a medida nao tenha
a precisao estipulada pela norma [2].

Na Fig. 1 temos os valores estimados de P, para N =
87 e N = 174 (ver Segdo IV-A.1), que satisfazem (11) e,
segundo (6), correspondem a frequéncias de amostragem de
474,54 Hz e 949,09 Hz, respectivamente. O grafico também
traz os respectivos limites superiores para P, dados por (20)
e, para comparagdo, o limite superior para uma frequéncia de
amostragem de 10240 Hz, utilizada em [5].

Admitindo que o ruido de medida é apenas ruido de
quantizacio, com um nimero relativamente pequeno de apenas
n = 10 bits de resulta SNR=59,9 dB, conforme (21). Podemos
ver que para a frequéncia de amostragem f, = 474,54, que
corresponde a apenas 16% da frequéncia de amostragem de
Nyquist dada por 2M fo = 2x25x60 = 3000 Hz, ja obtém-se
uma probabilidade de erro de apenas 10~%.

C. Robustez a flutuacéoes da frequéncia da rede

Dada a natureza distribuida da rede, a flutuacdo ao longo do
tempo admitida para a frequéncia da rede € bastante reduzida,
ndo devendo ultrapassar £0, 1 Hz [11]. Conforme discutido na
Introducdo, consideramos que o processamento das amostras
recolhidas por sensores simples € feito de forma centralizada.
A flutuacdo da frequéncia da rede pode entdo ser rastreada na
central de processamento através da iteracdo da estimativa de

——59.9 Hz 60.0 Hz 60.1 Hz
1072
T T
4 [ |
CE
= 3 :
l |
|
2 | | | | | | ]
0 10 20 30 40 50
J

Fig. 2. Variancia dos elementos do vetor de erro de estimagdo para diferentes
valores da frequéncia da rede usada para gerar os vetores de amostras.

minimos quadrados para um mesmo vetor x recebido, visando
miny, [|x — x|, onde X = H(fo)& = H(fo)H'(fo)x. Com
isso, a central pode comandar a atualizacdo da frequéncia de
amostragem segundo (6), a ser usada no sensor remoto para
obter vetores de amostras seguintes. Este procedimento serd
objeto de trabalho futuro.

De antemado, porém, avaliamos aqui a robustez do método
de estimacdo proposto em relagdo a possiveis descompassos,
em um ambiente nao-estaciondrio, entre a frequéncia de amos-
tragem utilizada para gerar um vetor x e a frequéncia da rede
inferida pela central de processamento a partir do mesmo vetor.
No caso de tal descompasso, (10) e (16) nao s@o mais validos
e as varidncias dos elementos €, = uy € €,y = Vg do vetor
de erro de estimacdo ndo sdo dadas mais por (18).

Na Fig. 2 estdo os valores de El[€7] quando a frequéncia
da rede € de 60 Hz mas o vetor de amostras foi gerado com
uma frequéncia de amostragem calculada quando a frequéncia
da rede estava em um dos extremos da faixa de £0,1 Hz
admitida. Nesses casos a condi¢do (14) ndo é atendida e
0s incrementos em E[e?] resultantes levam a aumentos em
P., como mostrado na Fig. 3. Porém, estes aumentos sio
ainda aceitdveis, com P. passando de 10~4 para 10~2 no
pior caso. Salientamos que se a atualizac@o das frequéncias de
amostragem for suficientemente rapida os extremos de 0,1
Hz ndo serdo atingidos e a degradagdo de P, serd menor.

D. Comparagdo com outros trabalhos

Comparamos aqui o desempenho do método proposto com
o de trabalhos anteriores, em particular os que visam reduzir
a frequéncia de amostragem média com o uso de compressive
sensing. Como cada artigo utiliza métricas e condi¢des de
teste diferentes, normalizamos a frequéncia de amostragem
obtida em relacdo a frequéncia de Nyquist necessdria para
as harmonicas que cada trabalho se habilitou a medir. Como
visto na Se¢do IV-B, o método proposto aqui permite que com
apenas 10 bits de quantizagcdo e na auséncia de outras fontes
de erro uma probabilidade de erro de 10~ seja alcancada com
apenas 16% da frequéncia de Nyquist. Como visto a seguir,
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simulado - 59.9 Hz simulado - 60.00 Hz
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Fig. 3. Probabilidade de erro P, para diferentes valores da frequéncia da

rede usada para gerar os vetores de amostras, N = 87 e L = 11.

z

este valor é menor do que o obtido nos outros trabalhos.
Vale apontar também que mesmo se toda a estimacdo das
harmonicas fosse feita em sensores mais complexos que os
necessarios no método aqui proposto, o envio dos valores
eficazes de M harmonicas a cada 200 ms como estipulado
em [2] ainda corresponderia a uma frequéncia de envio de
4,2% da frequéncia de Nyquist, 2M x 60 Hz.

O trabalho mais similar ao feito aqui de que temos conheci-
mento € [5]. Como aqui, o nimero de harmonicas consideradas
foi M = 25 e foram admitidos 10 bits de quantizacdo.
Uma frequéncia de amostragem média de 35% da frequéncia
de Nyquist foi usada para a precisdo resultante atender os
requisitos de [2]. Porém, diferentemente do que fizemos, nio
foi avaliada a probabilidade de erro e foi usado um sinal
de teste que ndo corresponde ao pior caso para estimacdo,
discutido na Secdo IV-A.1.

Em [12], apesar do uso de compressive sensing, o objetivo
que serve de motivagdo para esta técnica ndo foi alcancado.
Para M = 7 e harmdnicas de 50 Hz com amplitude em
torno de 10% da amplitude fundamental, foram necessdrias
800 amostras em uma janela de 0,1 s, ou seja, uma frequéncia
de amostragem média de 8 kHz, muito acima da frequéncia
de Nyquist, que neste caso é 2 x 7 x 50 = 700 Hz.

Em [13], considerou-se a medida das harmonicas da cor-
rente de uma carga ndo linear. Deve-se apontar que o caso em
questdo € mais favordvel que o da medida de harmoénicas da
tensdo, pois estas sdo tipicamente bem menores. Ainda assim,
para M = 21 foi necessdria uma frequéncia de amostragem
média de 1920 Hz (32 amostras por ciclo da fundamental de
60 Hz), o que corresponde a 76% da frequéncia de Nyquist,
de 2 x 21 x 60 = 2520 Hz.

Por fim, em [10] usa-se uma taxa de amostragem média
de 1500 Hz (150 amostras em 6 ciclos de 60 Hz) mas ndo
se considera o erro de estimacdo de cada harmoénica, apenas
o erro de reconstru¢do do sinal total, que ficou em 0,75%.
Dado que a fundamental na rede elétrica é tipicamente bem
maior que as harmdnicas, ndo é possivel dizer nem mesmo
se tal valor de erro de reconstru¢do aponta ou ndo para o

atendimento das especificagdes em [2].

V. CONCLUSAO

Apresentamos um método que fornece uma alternativa
simples e eficiente para a reducdo do volume de amostras
necessdrio para a medi¢do de qualidade de energia. O método
atende aos requisitos normativos de [2] e também permite
relaxar os requisitos de hardware, dada a carga computacional
reduzida dos sensores. De forma mais ampla, a ideia central
apresentada de subamostragem de sinais harmonicos para
estima¢ao usando minimos quadrados pode potencialmente ser
expandida para outras aplicacdes com requisitos similares.
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