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Resumo— A separação cega de fontes (BSS - Blind Source
Separation) tem como finalidade a extração de sinais a partir
de misturas observadas de tais sinais. Os modelos de misturas
mais populares de BSS são os lineares. No entanto, há também
grande interesse em propostas para abordar a separação de
misturas não lineares. Neste trabalho, investigamos a BSS em
um modelo não linear baseado na integral de Choquet. Nesta
primeira abordagem, focamos no problema de identificação cega
do processo de mistura (BMI - Blind Mixture Identification).
A solução proposta se fundamenta em aspectos geométricos
engendrados pelo processo de mistura, e é analisada por meio
de um conjunto de experimentos numéricos.
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Cega do Processo de Mistura, Integral de Choquet, Misturas
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Abstract— Blind source separation (BSS) is intended to extract
signals from observed mixtures of such signals. The most popular
models of BSS mixtures are linear. However, there is also great
interest in proposals to address the separation of nonlinear
mixtures. In this paper, we investigate BSS in a nonlinear model
based on the Choquet integral. In this first approach, we focus
on the blind mixing process identification (BMI) problem. The
proposed solution is based on geometric aspects engendered
by the mixing process, and is analyzed by a set of numerical
experiments.

Keywords— Blind Source Separation, Blind Mixture Identifi-
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I. INTRODUÇÃO

O problema da separação cega de fontes (BSS, do inglês
Blind Source Separation), foi apresentado inicialmente nos
trabalhos de [1], [3] e, desde então, tem sido intensamente
estudado pela comunidade de processamento de sinais [5].

Em BSS, o objetivo é recuperar sinais originais submetidos
a um processo de mistura sem ter informações prévias sobre
as fontes e sobre o processo de mistura em sua totalidade.
No modelo mais clássico de BSS, o caso linear e instantâ-
neo, presume-se que as misturas podem ser modeladas como
combinações lineares das fontes. Essa formulação pode ser
expressa matematicamente como X = AS, onde X ∈ RM×T

é uma matriz na qual cada linha corresponde a um sinal
misturado. De maneira análoga S ∈ RN×T representa os sinais
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fontes. As constantes M , N e T representam os números
de misturas, fontes e amostras, respectivamente. Finalmente,
A ∈ RM×N corresponde à matriz de mistura. No caso em que
se deseja unicamente estimar a matriz de mistura, o problema
resultante é conhecido como identificação cega do processo
de mistura (BMI, do inglês Blind Mixture Identification) [14].
Cabe destacar que, para as misturas lineares, a resolução
do problema de BMI pode ser utilizada como uma primeira
etapa de um método de BSS, pois, feita a identificação do
processo de mistura, é possível lançar mão, por exemplo, de
uma abordagem de quadrados mínimos para estimação das
fontes.

Novas propostas têm surgido para abordar a BSS em mis-
turas não lineares, como por exemplo, os modelos de mistura
(Post-Nonlinear) [11], compostos por uma seção linear seguida
por uma seção não linear. Outros modelos que também lidam
com modelos não lineares são discutidos em [9], [14].

No caso de misturas não lineares, um desafio importante
refere-se à interpretabilidade dos modelos. De fato, enquanto
que, no caso linear, um procedimento simples para analisar a
influência de cada fonte em uma dada mistura é verificar os
coeficientes da matriz de mistura A, tal procedimento, no caso
não linear, não é trivial, pois, justamente, a relação não linear
entre as observações (misturas) e fontes impede qualquer tipo
de inspeção direta sobre as influências das fontes no processo
de mistura. Cabe destacar ainda que essa questão da busca
por interpretabilidade em modelos não lineares vem sendo um
dos principais desafios em análise de dados e aprendizado de
máquina [15].

Outro tema central do trabalho é o conceito de integral de
Choquet, que tem sido utilizado para resolver problemas de
agregação de informações de múltiplas entradas, como em
sistemas de recomendação e classificação de dados [6], [8],
[7]. A principal característica desse modelo é a possibilidade
de incorporar interações não lineares entre diferentes fontes
de informação, além de ser um modelo não linear com
características inerentes de interpretabilidade.

Neste trabalho, consideramos um modelo de mistura não li-
near baseado na integral de Choquet e estamos particularmente
interessados no problema de BMI, ou seja, na identificação
cega dos parâmetros das integrais de Choquet consideradas no
processo de mistura. Nossa abordagem, que pode ser entendida
como um primeiro passo para a BSS, se fundamenta na
geometria das observações.

O artigo está organizado da seguinte forma. Na Seção II,
apresentamos um preâmbulo sobre a integral de Choquet. Na
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Seção III, apresentamos a proposta de mistura baseada na
integral de Choquet e a análise do processo de estimação dos
parâmetros do modelo de mistura. Na Seção IV, analisamos
alguns aspectos da ideia proposta por meio de experimentos
numéricos. Finalmente, na Seção V, apresentamos nossas
conclusões.

II. INTEGRAL DE CHOQUET

A integral de Choquet [6] pode ser vista como um ope-
rador de agregação não linear e de natureza paramétrica, de
modo que os parâmetros desse modelo são representados pelo
conceito de capacidade ou medida fuzzy. Seja C um conjunto
universal finito, C = {c1, . . . , cN}, e P(C) o conjunto das
partes de C, uma medida fuzzy ou capacidade em C é uma
função µ : P(C) → [0, 1] que satisfaz µ(∅) = 0, µ(C) = 1,
µ(G) ≤ µ(H), para todo G ⊂ H ⊂ C. Em termos práticos, a
capacidade µ(H) quantifica a importância da coalizão de cada
elemento expressa pelo conjunto H [6], [7].

No contexto de agregação de dados, busca-se o mapeamento
de um vetor para um escalar. Por exemplo, na área de
MCDA (Multiple Criteria Decision Analysis), os elementos
do vetor representam a avaliação de uma dada alternativa
para diferentes critérios [12]. Logo, o objetivo da agregação é
extrair um valor único para uma dada alternativa, levando em
consideração as avaliações desses diferentes critérios.

Em termos matemáticos, suponha que, considerando a no-
menclatura da área de MCDA, o conjunto C = {c1, . . . , cN}
represente os critérios a serem agregados, de modo que o
vetor p = [p1, . . . , pN ] representa as avaliações de uma
dada alternativa com relação aos critérios de C. A integral
de Choquet de p em relação a µ é definida por

Dµ
p =

N∑
t=1

(
p(t) − p(t−1)

)
µ(T(t)), (1)

onde p(i) representa o i-ésimo menor elemento de p, de modo
que p(1) ≤ . . . ≤ p(n) e p(0) := 0, e T(t) = {c(t), . . . , c(N)}. A
integral Choquet respeita a monotonicidade, uma propriedade
fundamental no contexto de agregação de dados [6].

Um dos aspectos interessantes da integral de Choquet é
que este modelo, ainda que de natureza não linear, admite
interpretação de seus parâmetros [8]. De fato, uma ferramenta
útil para interpretar a integral de Choquet é fornecida pelo
índice de interação generalizada. Este índice é definido para
qualquer agrupamento H obtido a partir do conjunto dos
elementos de C e é dado por

I(H) :=

 ∑
K⊂C\H

(N − |K|)− |H|)! |K|!
(N − |H|+ 1)!

×

(∑
B⊂H

(−1)(|H|−|B|)µ(K ∪ B)

)
. (2)

Os conjuntos K e B denotam conjuntos auxiliares que atuam
como índices para os operadores de soma. Quando calculado
para um único elemento de C, digamos ci, o índice de interação
generalizado corresponde ao índice de importância de Shapley,
que é denotado por Ii = I{ci}. O índice de Shapley Ii

quantifica a contribuição média do elemento ci em todas as
coalizões. De fato, a importância de ci deve levar em conta
não apenas µ(ci), mas também todos os valores de µ(H), tais
que ci ∈ H. Os índices de Shapley são sempre positivos e sua
soma é igual a 1, ou seja,

∑N
i=1 Ii = 1 [7].

A interação entre dois elementos ci e cj pode ser quantifi-
cada calculando (2) para a coalizão H = {ci, cj}. A medida
resultante, representada por Iij = I(ci, cj) e denominada
índice de interação, permite interpretar o tipo de interação que
ocorre entre os elementos. Quando Iij > 0, essa relação é dita
positiva ou complementar, ou seja, a importância conjunta,
para fins do processo de agregação, dos elementos i e j é
maior do que a soma das importâncias individuais. Por outro
lado, se Iij < 0, caracteriza-se uma interação negativa ou
substitutiva, pois a importância conjunta dos elementos i e j
é menor do que a soma das importâncias individuais. Por fim,
Iij = 0 significa que os elementos não interagem, portanto sua
contribuição para a agregação final é independente. O modelo
da integral de Choquet pode ser representado em termos de
µ(H) ou I(H) para todas as coalizões de elementos, pois I(H)
é uma transformada inversível de µ(H) [6].

Embora seja bastante abrangente, o número de possíveis
coalizões na integral de Choquet é de 2N − 2, o que torna
sua utilização bastante difícil. Na prática, é comum utilizar
uma restrição no número de coalizões a serem consideradas
por meio de classes restritas de capacidades conhecidas como
k-aditivas, que fixa o grau de interação entre os elementos [6],
[7].

Neste trabalho, utilizaremos a classe de capacidades 2-
aditivas. Assim, as capacidades são completamente determina-
das pelos índices de Shapley Ii e pelos índices de interação Iij
e ainda assim são flexíveis o suficiente para modelar interações
não lineares, como as positivas e negativas.

Considerando capacidade 2-aditiva, a integral de Choquet
pode ser expressa por [7]

Dµ
p =

∑
Iij>0

(pi ∧ pj)Iij +
∑
Iij<0

(pi ∨ pj) |Iij |

+

N∑
i=1

pi

Ii −
1

2

∑
j ̸=i

|Iij |

 , (3)

onde ∧ e ∨ são os operadores de mínimo e máximo, respecti-
vamente. A representação expressa (3) evidencia o papel dos
índices de interação Iij como termos não lineares do modelo
de agregação, enquanto os índices de Shapley estão associados
à parte linear do modelo.

III. PROPOSTA DE MÉTODO DE BSS PARA UM MODELO
BASEADO NA INTEGRAL DE CHOQUET

A. Formulação Geral do Problema de BSS

No caso mais geral de misturas não lineares, as observações
podem ser expressas por [5]:

x(t) = F(s(t)), (4)

onde F : RN → RM é a função de mistura desconhecida,
N e M são o número de fontes e de sinais de observação
respectivamente e s(t) = [s1(t), s2(t), · · · , sN (t)]

T e x(t) =
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[x1(t), x2(t), · · · , xM (t)]
T (T denota a transposição do vetor)

representam as fontes e as misturas, respectivamente.

B. Modelo de mistura baseado na integral de Choquet

No caso da integral de Choquet para o caso 2-aditivo,
é possível reescrever os operadores ∧ e ∨ em termos de
módulos |.| [6]. Fazendo tal substituição, e considerando que
os elementos a serem agregados são as fontes e que o resultado
da agregação é uma mistura, podemos estabelecer um modelo
de mistura no qual a k-ésima mistura é dada por:

xk(t) =

N∑
i=1

I
(k)
i si(t)−

∑
1≤i<j≤N

I
(k)
i,j

2
|si(t)− sj(t)| , (5)

onde, para uma dada mistura k, I(k)i representa o índice de
Shapley, e I

(k)
ij representa o índice de interação entre as fontes

i e j.
Restringimos inicialmente nosso estudo ao caso em que

N = M = 2, de modo que as misturas podem ser descritas
como

x1(t) = I
(1)
1 s1(t) + I

(1)
2 s2(t)−

I
(1)
1,2

2 |s1(t)− s2(t)|

x2(t) = I
(2)
1 s1(t) + I

(2)
2 s2(t)−

I
(2)
1,2

2 |s1(t)− s2(t)| .
(6)

Nossa proposta se apoia em uma fundamentação geomé-
trica, motivada pelo que o modelo expresso em (6) tem uma
estrutura linear por partes.

C. Proposta de uma Abordagem Geométrica

A partir dos sinais misturas, representados por x1(t) e x2(t),
analisamos inicialmente a geometria do problema no gráfico
de dispersão das misturas. Neste sentido, uma observação em
cada instante t pode ser representada como um ponto (x1, x2)
na Figura 1. O processo de mistura, dado pela Equação (6),
define uma transformação, apresentada na Figura 1, de forma
que um ponto (s1(t), s2(t)) é levado a (x1(t), x2(t)). Podemos
utilizar as equações da mistura para definir as equações
paramétricas das retas (x2 = αmx1 + βm), para m = 1, 2, 3 e
4, que definem o polígono que envolve todas as amostras no
gráfico de dispersão das misturas.

Fig. 1. Geometria das distribuições conjuntas de fontes (esquerda) e misturas
(direita).

De modo a expressar o modelo de mistura (6) considerando
a notação usual da área de BSS, podemos reescrevê-lo da
seguinte maneira:

x1 = a11s1 + a12s2 − a13|s1 − s2|
x2 = a21s1 + a22s2 − a23|s1 − s2|,

(7)

onde aij são os coeficientes do modelo de mistura e a
dependência temporal (t) é omitida, uma vez que o sistema
de mistura não tem memória e a dependência temporal das
amostras não será utilizada. Cabe destacar que trabalharemos
com as fontes no suporte [0,1].

O próximo passo é estimar os coeficientes angulares (α1 e
α2) e os lineares (β1 e β2), conforme apresentado na Figura
2; as retas nesta figura são denotadas por A′, B′, C ′ e D′. No
presente trabalho, assumiremos uma estimação ideal de tais
coeficientes. Na prática, é possível estimar tais coeficientes
com uma estratégia similar àquela apresentada em [16] ou por
meio de transformadas da área de processamento de imagens,
como a transformada de Hough.

No presente trabalho, consideraremos que α1 ≥ 1 ≥ α3,
assim como, nos restringiremos a situações nas quais o gráfico
de dispersão da Figura 2 não apresenta sobreposição. Cabe
lembrar que em BSS é natural operar com uma ambiguidade
de permutação na recuperação das fontes [5].

Fig. 2. Geometria das distribuições das misturas.

Logo, se considerarmos s2 ≥ s1 nas Equações (7), é
possível expressar os coeficientes angulares (α1 e α2) e os
lineares (β1 e β2) de A′ e B′, respectivamente, da seguinte
forma:

x1 = a11s1 + a12s2 − a13(−s1 + s2)
x2 = a21s1 + a22s2 − a23(−s1 + s2).

(8)

Assim, quando s1 = 0, o que caracteriza o lugar geométrico
da reta A′, temos que:

α1 =
a22 − a23
a12 − a13

(9)

β1 = 0. (10)

Da mesma forma, quando s2 = 1, temos que:

α2 =
a21 + a23
a11 + a13

(11)

β2 =
a11a22 − a11a23 − a12a21 − a12a23 + a13a21 + a13a22

a11 + a13
.

(12)
Analogamente, se considerarmos s2 ≤ s1 e reescrevermos

as Equações (7), podemos expressar os coeficientes angulares
(α3 e α4) e os lineares (β3 e β4) de C ′ e D′ (ver Figura 2).

Assim, quando s2 = 0, temos que:

α3 =
a21 − a23
a11 − a13

(13)

β3 = 0. (14)
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Se s1 = 1, temos
α4 =

a22 + a23
a12 + a13

(15)

β4 = (−a11a22 − a11a23 + a12a21 − a12a23 + a13a21+

a13a22)/(a12 + a13). (16)

O cálculo de α1, α2, α3, α4, β2 e β4, nos permite estabe-
lecer um sistema não linear de seis equações com relação a
a11, a12, a13, a21, a22 e a23, representado pelas Equações (17),
(18), (19), (20), (21) e (22). Vale ressaltar que β1 = 0 e β3 = 0
e, por este motivo não aparecem no sistema de equações.

Dado que visamos estimar os coeficientes do modelo de
mistura, o próximo passo consiste em reescrevê-los em função
dos coeficientes angulares e lineares αm e βm. Para tanto, é
necessário resolver o sistema de equações a seguir:

α1a12 − α1a13 − a22 + a23 = 0 (17)
α2a11 + α2a13 − a21 − a23 = 0 (18)
α3a11 − α3a13 − a21 + a23 = 0 (19)
α4a12 + α4a13 − a22 − a23 = 0 (20)

β2a11 + β2a13 − a11a22 + a11a23 + a12a21+

a12a23 − a13a21 − a13a22 = 0 (21)

β4a12 + β4a13 + a11a22 + a11a23 − a12a21+

a12a23 − a13a21 − a13a22 = 0. (22)

Esse processo se inicia resolvendo as Equações (17), (18),
(19) e (20) em termos de a11 e a21, assim obtemos:

a12 =
2a21(α1 − α2 − α3 + α4)

(α2 − α3)(α1 − α4)
−

a11(−α1α2 − α1α3 + 4α2α3 − α2α4 − α3α4)

(−α2 + α3)(α1 − α4)
(23)

a22 = −a21(α1α2 + α1α3 − 4α1α4 + α2α4 + α3α4)

(α2 − α3)(α1 − α4)
+

2a11(−α1α2α3 + α1α2α4 + α1α3α4 − α2α3α4)

(−α2 + α3)(α1 − α4)
(24)

a13 =
2a21

α2 − α3
− a11(α2 + α3)

α2 − α3
(25)

a23 = −a21(−α2 − α3)

α2 − α3
+

2a11α2α3

−α2 + α3
. (26)

Substituindo os termos de αm que multiplicam a11
e a21, nas Equações (23), (24), (25) e (26), por
f1, f2, g1, g2, h1, h2, l1, l2, respectivamente, obtemos: a11 =
a11, a12 = f1a11 + f2a21, a21 = a21, a22 = g1a11 + g2a21,
a13 = h1a11 + h2a21 e a23 = l1a11 + l2a21, e aplicando
na Equação (21), temos que: β2 + β2h1 = A1; β2h2 = B1;
−g1 + l1 + f1l1 − g1h1 = C1; −g2 + l2 + f1 + f1l2 + f2l1 −
h1−g2h1−g1h2 = D1 e f2+f2l2−h2−g2h2 = E1. Logo, é
possível reescrevê-las em termos de uma equação quadrática
completa:

A1a11 +B1a21 + C1a11
2 +D1a11a21 + E1a21

2 = 0. (27)

A mesma operação poderá ser repetida para Equação (22), e
obtemos

A2a11 +B2a21 + C2a11
2 +D2a11a21 + E2a21

2 = 0. (28)

Se considerarmos, a21 = a11k, obtemos dois resultados
possíveis para as Equações (27) e (28). Se a11 = 0, ambas
as equações se tornam 0. Portanto, a11 = 0 e a21 = 0 é uma
solução trivial para o problema. Se a11 ̸= 0, temos:

A1 +B1k

C1 +D1k + E1k2
=

A2 +B2k

C2 +D2k + E2k2
. (29)

Portanto, podemos expressar essa relação na forma de uma
equação cúbica:

Tk3 + Sk2 + Zk +N = 0, (30)

onde T = (B1E2 − B2E1), S = (B1D2 + A1E2 − B2D1 −
A2E1), Z = (B1C2+A1D2−B2C1−A2D1) e N = (A1C2−
A2C1). Para obter um coeficiente unitário para o termo cúbico,
dividimos a Equação (30) por T , e considerando a = S

T , b =
Z
T e c = N

T podemos reescrever a Equação (30) da seguinte
maneira:

k3 + ak2 + bk + c = 0. (31)

A fórmula cúbica de Cardano é uma solução geral para
equações cúbicas. Podemos transformar a equação cúbica em
uma fórmula reduzida, eliminando o termo quadrático, através
da substituição de k = y − a/3 [13]. Dessa forma, temos:

y3 + py + q = 0, (32)

sendo que, p = 3b−a2

3 e q = c+ 2a3

27 − ab
3 . Assim, é possível

calcular o discriminante da seguinte forma: D =
(
p
3

)3
+
(
q
2

)2
.

A fórmula de Cardano requer o cálculo do discriminante
da equação cúbica. A partir desse valor, é possível calcular as
três raízes cúbicas, γ1, γ2 e γ3, e determinar o tipo da raiz
cúbica [13]:

1) D > 0, então a equação cúbica tem uma raiz real γ1 e
duas raízes conjugadas complexas γ2 e γ3;

2) D = 0, então a equação tem três soluções reais,
incluindo uma solução dupla;

3) D < 0, então a equação tem três raízes reais distintas
γ1, γ2 e γ3.

Todos os passos apresentados visam, portanto, estimar os
coeficientes do modelo de mistura a partir dos aspectos geomé-
tricos dos dados, representados pelos coeficientes angulares e
lineares αm e βm. Ou seja, no uso efetivo da metodologia
proposta tem-se uma etapa que estima os coeficientes de
mistura, tal estimativa pode ser denotada âij .

IV. EXPERIMENTOS NUMÉRICOS

Nesta seção, apresentamos alguns resultados numéricos para
estimação dos coeficientes do modelo de mistura a partir
da geometria das observações (demonstrada na Seção III-C).
Cabe ressaltar que para estimar os coeficientes da mistura,
seguindo a sequência definida na seção anterior, pressupomos
que inicialmente os valores dos coeficientes lineares αm e
angulares βm são conhecidos.

No processo de estimação dos coeficientes de mistura a
partir de αm e βm, um ponto fundamental é compreender se
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o sistema de equações proposto resulta em soluções única ou
múltiplas. Para conduzir essa análise, podemos inspecionar o
discriminante de Cardano. A depender do valor desse discrimi-
nante, é possível determinar o tipo de raízes sem a necessidade
de calcular explicitamente cada raiz individualmente. O expe-
rimento realizado, consiste na recuperação dos valores de aij
a partir de αm e βm considerando o equacionamento da seção
III-C.

Foram realizadas 5000 iterações com as seguintes carac-
terísticas: os valores dos coeficientes de mistura aij são
gerados aleatoriamente (distribuição uniforme entre [0, 1]) e
as condições de monotonicidade são respeitadas.

Os resultados mostram que é possível estimar os coeficien-
tes aij em 97,74% das iterações. Nas demais execuções, os
coeficientes de mistura não foram estimados corretamente por
completo; é importante ressaltar que apenas os valores de a11
e a22, não foram recuperados por completo.

Em relação à análise do discriminante, é possível observar
que em 96,84% das iterações, o valor do discriminante é nega-
tivo (D < 0), indicando que a equação cúbica de Cardano (30)
possui três raízes reais distintas. Neste caso, os coeficientes
de mistura foram estimados considerando a melhor entre as
três soluções γ1, γ2 e γ3, que correspondem às raízes obtidas
com a equação de Cardano. O discriminante é igual a zero
(D = 0) em 3,16% das iterações, indicando que há três
soluções reais, incluindo uma solução dupla. E em nenhuma
iteração o discriminante foi positivo (D > 0). Note que tal
procedimento não é cego, pois exige o conhecimento dos
verdadeiros valores dos coeficientes de mistura. No entanto,
procedemos desta maneira apenas para verificar se, dentre as
três soluções obtidas por Cardano, uma delas se aproxima dos
valores verdadeiros dos coeficientes de mistura.

V. CONCLUSÕES

Neste trabalho, propomos uma abordagem geométrica para
separação cega de fontes em um modelo baseado na integral
de Choquet. A abordagem geométrica utilizada para estimar
a geometria das observações do problema mostrou-se eficaz
na maioria dos casos analisados, permitindo uma estimativa
satisfatória dos coeficientes de mistura. Além disso, a análise
do discriminante exigirá mais investigações, sendo necessário
compreender como selecionar as raízes de modo não supervi-
sionado.

Além disso, exploraremos situações onde há recobrimento
no espaço de misturas, ou seja, casos nos quais não há mais
relação de bijetividade entre as fontes e as misturas. Final-
mente, abordaremos o problema de estimação dos coeficientes
angulares αm e lineares βm.
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