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A Transformada Quaternidonica de Fourier sobre Grafos

Guilherme B. Ribeiro, Juliano B. Lima e José R. de Oliveira Neto

Resumo— Neste artigo, amplia-se o escopo usual do processa-
mento de sinais sobre grafos, considerando sinais quaternionicos
sobre grafos com pesos de arestas também quaternionicos. A
abordagem proposta parte da definicio de uma transformada
quaternionica de Fourier sobre grafos (QGFT), cujo calculo
envolve o encadeamento de varios resultados da algebra dos qua-
térnios. O ferramental introduzido permite tratar holisticamente
sinais multivariados sobre grafos, em vez de trati-los como sinais
reais independentes. Por meio de experimentos envolvendo a
compressao de dados do mundo real, demonstra-se que o uso
da QGFT na aplicacdo em questio pode prover vantagens em
comparacio com o uso de sua versio niao-quaterniénica.

Palavras-Chave— Processamento de sinais sobre grafos, quatér-
nios, transformada de Fourier, compressao de dados.

Abstract—In this paper, we extend the usual scope of graph
signal processing, considering quaternionic signals over graphs
with edge weights that are also quaternionic. The proposed
approach starts from the definition of a quaternion graph Fourier
transform (QGFT), whose calculation requires several results from
the quaternion algebra. The introduced tool allows multivariate
signals over graphs to be treated holistically, instead of being
treated as real-valued independent signals. Experiments involving
real-world data compression demonstrate that the use of QGFT
in such an application can provide advantages compared to the
use of its non-quaternionic version.

Keywords— Graph signal processing, quaternions, Fourier
transform, data compression.

I. INTRODUCAO

O processamento de sinais sobre grafos (GSP) é um
ferramental bastante flexivel para analisar dados dispostos sobre
redes e outras estruturas com topologias arbitrdrias. Apesar de
maduro, com 10 anos de producdo académica, estd longe de
mostrar-se concluso, admitindo diversas abordagens e op¢des
de modelagem em sua aplicacdo a problemas reais. Os pesos
das arestas podem ser feitos reais ou complexos, os grafos
podem ser direcionados ou ndo direcionados, pode-se ou nao
admitir lacos ou miiltiplas arestas, por exemplo [1], [2].

Este artigo explora uma decisdo de projeto inédita na
pesquisa em GSP, o que pode revelar novas ferramentas e
aplicacdes: expandir para além dos complexos a dlgebra sobre a
qual as amostras do sinal e os pesos das arestas sdo definidos. O
beneficio imediato que se espera com esse estudo é o aumento
na quantidade de informacgdo armazenada em cada amostra; um
objetivo ja alcancado com estratégias semelhantes no passado.

Como primeiro exemplo do que se menciona acima, con-
sideremos que, hd décadas, na Engenharia Elétrica, t€ém sido
explorados os beneficios de lidar com mais de uma informagao
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de valor real (p. ex., magnitude e fase) codificada em uma
Unica amostra de sinal complexo. Em linha semelhante, foi
concebida uma familia de transformadas bidimensionais sobre
quatérnios [3], [4], uma &lgebra associativa H formada por
numeros da forma ¢ = a+ bt +cj +dk, em que a,b,c,d € R,
e’ =j° = E? = 1jk = —1. Essas transformadas tém sido
usadas, por exemplo, no processamento holistico de imagens
coloridas [5]-[9] e na andlise de sinais bivariados [10]-[12].
Este trabalho introduz, pela primeira vez na literatura,
fundamentos do que se pode denominar processamento de
sinais quaternibnicos sobre grafos. O foco do trabalho é
voltado a defini¢do da transformada quaternionica de Fourier
sobre grafos (Se¢do II), ao estudo de grafos que admitam a
referida defini¢do (Segdo III) e a uma aplicagdo dos conceitos
desenvolvidos a compressdo de sinais sobre grafos (Secdo IV).

II. A TRANSFORMADA QUATERNIONICA DE FOURIER
SOBRE GRAFOS

No cerne da andlise vértice-frequéncia do GSP, estd a ideia
de que uma autobase de um operador de deslocamento no
grafo atua como uma base de Fourier para o respectivo espaco
de sinais. No caso quaternidnico, define-se um sinal s sobre o
grafo G ={V,A} | A e H" " comos: V — H|s(v;) =s;;
A ¢ a matriz de adjacéncia de G, que é tomada como operador
quaternionico de deslocamento no grafo (QGSO). A extensdo
direta da ideia original da transformada para o cendrio em
questdo € estabelecida na definicdo a seguir.

Definicdo 1. Dado o grafo G = {V, A}, com A € H"*", a
transformada quaternionica de Fourier sobre grafos (QGFT)
é a projecdo de um sinal num grafo sobre o autoespago de A.

Embora a descricdo da QGFT seja conceitualmente simples,
o seu cdlculo requer que se considere uma série de questdes
algébricas. Essas sdo consideradas nas subsecdes a seguir e
culminam com a proposicio de um algoritmo para o computo da
transformada e com a consolidacdo de um critério de variagcdo
total para ordenacao das respectivas frequéncias.

A. Autodecomposigcdo do operador de deslocamento

O primeiro passo para calcular uma QGFT ¢é gerar uma
autobase da matriz de adjacéncia A, cuja decomposi¢io
simplética é dada por A = A; + Asj, Ay, Ay € C™*7
sua diagonalizabilidade tanto implica quanto requer a de sua
matriz complexa adjunta [13], [14]

A A1 A2
Xa=| & =« ) ey
Ay Ay
em que o simbolo “—” sobre uma matriz indica que se estd

tomando o conjugado complexo dos seus elementos. Além
disso, os autovalores de A podem ser tomados como metade
dos de X 4. Especificamente, eles podem ser considerados



XLI SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES E PROCESSAMENTO DE SINAIS - SBrT 2023, 08-11 DE OUTUBRO DE 2023, SAO JOSE DOS CAMPOS, SP

como a unifio do conjunto de autovalores com parte imagindria
positiva € o conjunto de autovalores distintos com parte
imagindria nula [13].

Uma vez definidos os autovalores desejados de X 4, escre-
vendo A = VAV ™! a matriz V é montada a partir dos
autovetores de X4 com o apoio da expressio

5 ()2

No lado esquerdo da equagdo, encontram-se X4 e um de
seus autovetores, que € escrito em termos de um vetor coluna
quaternidnico v = vj + Vvgj, correspondente ao autovetor
de A associado ao autovalor A [13]. Uma vez escolhidos
os autovalores de X 4, € possivel montar V. € H"*" dos
respectivos autovetores de X 4 segmentando-os com 2n-pontos
numa primeira metade, v; (parte simplex de v), e numa
segunda metade, —v, (em que vg € a parte perplex de v).

Em suma, consegue-se obter V de A, usando a sua complexa
adjunta para evitar a sua autodecomposicao direta. Porém, a
questdo de como obter V1 se existir, se coloca de imediato,
afinal V corresponde ao inverso da QGFT.

B. Inversdo da matriz de autovetores e ordenacdo espectral
O estudo sobre a inversio de matrizes de quatérnios
desenvolvido parte de um algoritmo proposto em [15], em
que se destaca a utilidade dos chamados complementos de
Schur no célculo da inversa de qualquer matriz M € R"*"
sobre o anel R. Dado que M € escrito em forma de bloco,

A B
M- (6 p)
e sob o requisito de que A € R**¥ ¢ inversivel, o complemento

de Schur de A em M ¢é definido como
A,2D - CA'B.

2

3)

Como A, também € inversivel, a inversa de M ¢é dada por

M- — I, —A"'B A1 0 I, 0
“lo 1, 0o A')\—ca ! 1,.,)°

de modo que a inversdo de M €, agora, reduzida a inversao
de duas matrizes menores A e A;.

Embora este método leve a uma férmula fechada para inverter
matrizes quaternidnicas, ele requer uma busca exaustiva por
uma submatriz que seja inversivel e tenha complemento de
Schur inversivel. Diante disso, propde-se o Algoritmo 1, que
prové um compromisso razodvel entre velocidade de processa-
mento, tempo de implementacdo e ampla aplicabilidade.

O raciocinio é o seguinte. Segundo o Teorema 4.3 em [14],
uma condi¢cdo necessdria e suficiente para a inversibilidade de
uma matriz V € H"*" € a existéncia de X;l. Além disso,
pelo Teorema 4.2 na mesma referéncia, se X;l existe € tem a
forma de uma matriz complexa adjunta, digamos X;,' = X,
segue-se que M = V!, pois o teorema garante que

XvXar = Xy Xy = Iopxon = X1, = VM = L, (4)

sendo I,,«., a matriz identidade de ordem m. Ou seja, uma
vez calculada a complexa adjunta de V, basta calcular a sua
inversa, se existir, e verificar se ela segue o formato de (1).

nxn

Algoritmo 1. Calcule o inverso de uma matriz quaternionica,
se uma condicdo suficiente para sua existéncia for atendida:
Input: V € H**", Output: V~! ou None.
1: Xy « to_complex_adjoint(V)
2: if det(Xy) = 0 then
3: return None
else
U « inverse(Xy)
if not has_complex_adjoint_form(U) then
return None
else
V~! « from_complex_adjoint(U)
10: return V!
11: end if
12: end if

As fungbes usadas no algoritmo sdo descritas a seguir:

R I VRN

o to_complex_adjoint: converte uma matriz quaternionica
em sua forma complexa adjunta.

o from_complex_adjoint: converte uma matriz complexa
adjunta em sua forma quaternionica.

e inverse: computa a inversa de uma matriz complexa.

« has_complex_adjoint_form: verifica se a matriz possui
forma complexa adjunta.

Neste ponto, todas as etapas necessdrias para gerar a QGFT
foram abordadas. Porém, ainda é necessario discutir, no atual
contexto, a no¢do de frequéncias baixas e altas. Neste sentido,
pode-se tomar emprestada do GSP cldssico a defini¢do de
variacdo total' no grafo como uma métrica para frequéncia.
Considera-se, inicialmente, A € H"*™ e seus autovalores
associados aos autovetores (v;);=o,... n—1 ordenados segundo

yen

Mol < Ml < < vl 2 Amaal- )

n—

Com a norma’ ¢; de v € H" dada por |v|1 2 Zk:é vkl
tem-se

(6)

1

Escalonando os autovetores v; para que tenham norma unitdria,
ou seja, ||v;||1 = 1, as propriedades associativas e distributivas
da multiplicacdo de quatérnios permitem fazer

1 1
TVe(vi) = ||Vi — ﬁAvk Vi — VkﬁAk
max 1 max 1
1
- 1-—
v ( Prnaal ’“) )
Ak 1
= ||V l———|= ‘)\ - )\mam ~
el |t = 5] = e = Pmael[ 75

o que leva a mesma ordenacdo de frequéncias do GSP cléssico,

s = Ao = TVa(vi) < TVa(v)).

S ‘A] _|)\maw|

A variagdo total no grafo de um sinal (ndo quaterniénico) s sobre G =
. A . _
{V,A} é TVg(s) = ||s — A™™Ms]|1, com A™™ = [Apaz| TA € Admaa
sendo o autovalor de A com maior valor absoluto.
2Por simplicidade, neste trabalho, adota-se a norma ¢;, mas os resultados
podem ser generalizados para qualquer norma ¢, p > 1.
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A conclusio € que, uma vez que os autovetores sdo
individualmente normalizados, ou seja, escalonados para ter
norma unitdria, entdo, quanto mais distante um autovalor estiver
do ponto |Ayqz| na reta real do plano complexo, maior é a
variagdo total T'Vi; do autovetor correspondente; isso significa
que maior € a frequéncia que este autovetor representa. Além
do mais, observa-se que o escalonamento implica que o valor
de TVs depende apenas dos autovalores, ndo de p. Para
interpretar o dominio espectral, os autovalores sdo classificados
em ordem crescente da variag@o total do respectivo autovetor:
isso classifica a frequéncia do menor para o maior.

III. SOBRE A EXISTENCIA DE UMA CLASSE DE GRAFOS
COM MATRIZ DE ADJACENCIA DIAGONALIZAVEL

Considerando o que se desenvolveu na Seg¢do II, é relevante
discutir a existéncia de uma classe de grafos quaternidnicos para
a qual se garanta, de antemao, que o operador de deslocamento
seja diagonalizdvel. No GSP, a razdo subjacente para grafos
de peso real ndo direcionados terem matrizes de adjacéncia
diagonalizdveis € que tais matrizes sdo simétricas, ou, mais
geralmente, normais; isto €, elas comutam com (porque sao
iguais a) suas transpostas.

No caso quaternionico, porém, o fato de A ser simétrico ndo
tem efeito em provar a diagonalizabilidade de sua complexa
adjunta. Assim, grafos quaternidnicos andlogos a grafos reais
ndo direcionados, isto €, cujos operadores de deslocamento
sejam diagonalizdveis, devem possuir matriz de adjacéncia
com complexa adjunta normal (ou seja, comutante com sua
transposta Hermitiana). O Teorema 4.2 em [14], cujo autor
indica ser demonstravel por verificagdo direta, estabelece a
condi¢do: X4 é normal (XZX 4 =X AXQI) ou Hermitiano
(Xﬁ{ = X4) se e somente se assim é A. Para leitura deste
resultado especificamente a luz do GSP, uma parte de sua
demonstragdo € desenvolvida a seguir.

Demonstracdo: A parte do Teorema a ser verificada é:
é verdade que matrizes Hermitianas quaternionicas possuem
adjuntas complexas Hermitianas? Equivalentemente,

AH A, Ac HPX? = Xf _ XA7 XA c (Q2nx2n9 (7)

Enxergando A como a matriz de adjacéncia de um grafo,
A;j = a+ bi + cj + dk corresponde ao peso da aresta
que vai de v; a v;. A hipdtese de uma matriz Hermitiana
quaternidnica implica A;; = A; ;, ou A;; = a —bi —cj — dk.
A titulo de exemplo, um par de vértices conectados neste grafo
é representado na Fig. 1, na qual podem ser observadas as
arestas em direcOes opostas e com pesos conjugados.

A Fig. 1 também mostra as arestas que surgiriam separa-
damente das partes simplex e perplex dos pesos das arestas
(diagramas central e a direita). Por exemplo, o peso da aresta
Aj; =a—bi—cj — dk satisfaz’

. A — 0 b
A= AY) 4 AP with {7 T

8
: AP = —c—di ®

30s sobrescritos (s) e (p) denotam uma representacdo alternativa da
decomposicdo simplética, para evitar sobrecarga de notacdo com o uso dos
indices j e 1.

a +bi +cj +dk a +bi c +di

a-bi-cj-dk -c-di

Fig. 1: Dois vértices conectados em um grafo com matriz
de adjacéncia Hermitiana (a esquerda). No centro e a direita,
respectivamente, sdo exibidas as arestas criadas pelas partes
simplex e perplex da matriz de adjacéncia.

Isso (juntamente com a Fig. 1) esclarece a decomposi¢cao
simplética de A: sua parte simplex satisfaz AT = A (matriz
Hermitiana complexa) enquanto a sua parte perplex satisfaz
AT = —A,. Assim, o Hermitiano da complexa adjunta produz

e W) (5 7)
Ay AY —As A’

precisamente a matriz X 4, conforme se pretendia provar.

©))

A. Um QGSO Hermitiano possui matriz de autovetores unitd-
ria?

Na parte inicial desta se¢do, apresentou-se uma garantia
de que um QGSO Hermitiano possui uma matriz complexa
adjunta Hermitiana. Apesar disso, pode-se questionar se isso
implica que a respectiva matriz de autovetores € unitdria. Para
avaliar tal questdo, considera-se uma matriz de adjacéncia
quaternidnica Hermitiana (portanto diagonalizdvel) A, para a
qual se pode escrever AV = VA. Como X4 € complexa e
Hermitiana, sua matriz de autovetores (diga-se, ®) € unitdria,
de modo que se tem X4 = ®T'®*. Cada coluna ¢ em &
€ escrita em termos das partes simplex e perplex (que sdo
complexas) da respectiva coluna v em V:

(n)

o = Vi(n) (10)
vy
Uma vez que ® € unitdria,
H T
pM M =1 = vV v —1 an

Para averiguar se a igualdade final em (11) implica
mym — i itéri
v v = 1, o que tornaria V unitdria, descarta-se
temporariamente o sobrescrito n da notacdo e, dado que
vV = V1 + vaj, desenvolve-se
H H T ; .
viv = (v —vy5)(v1+ vaj)
H H . T - T - .
=V] Vi +V] V] —V5)V]E—V;]Va)
\?,_/ N—_——

— . T—
A\ \aW] —V5 V2

(12)
= V{{vl + V%Vg —|—(vfIV2 — ngvl)j
—— ——
=1

=1+ (vilvy, —viI¥))j5.

"

. e H T_,
entdo satisfaz a restricio adicional v(")} v(")y —v(?), v, =

(T .
Como o autovetor qb(”) — V(2n)) é complexo,

0, pois o produto v(”)QTV(”)l comuta. Assim, um QGSO
Hermitiano femm uma matriz unitdria de autovetores. Como
consequéncia, a inversa da matriz de autovetores sempre pode
ser calculada simplesmente tomando seu conjugado complexo.



XLI SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES E PROCESSAMENTO DE SINAIS - SBrT 2023, 08-11 DE OUTUBRO DE 2023, SAO JOSE DOS CAMPOS, SP

IV. EXEMPLOS

Os exemplos apresentados nesta secdo foram desenvolvidos
utilizando gspx, um pacote Python de cédigo aberto construido
pelos autores e dedicado a implementacdo das principais
operacdes do QGSP. O pacote se encontra disponivel em
https://github.com/gboaviagem/gspx.

Como um primeiro exemplo ilustrativo do que se estabeleceu
nas Sec¢des II e III, considera-se o grafo da Fig. 2a, que
possui matriz de adjacéncia A dada em (13). Uma vez que
A ¢ Hermitiana, sua complexa adjunta X 4 possui a forma
dada em (14). Como X4 é complexa e Hermitiana, ela é
diagonalizdvel por uma matriz unitdria ®; seus autovalores sao
todos reais e aparecem em pares, conforme observado em (15).
Toma-se metade dos autovalores de X 4 (aqueles com parte
imagindria positiva, mais metade dos valores reais) para obter os
autovalores padrdo de A e os respectivos autovetores, de modo
que se tem diag(A) = (—22,835, —6,349, 0, 6,457, 22,726)7".

Os autovalores escolhidos determinam os autovetores de
X 4 utilizados para montar os autovetores de A. A matriz de
autovetores resultante € omitida, em funcdo da restri¢do sobre
o nimero de péginas deste artigo. Em todo caso, verifica-se
que tal matriz passa no teste de inversibilidade, dado que o
seu determinante é det(V) = det(Xy) =1#0, e que ela é
unitdria, pois o produto VV# produz uma matriz identidade.
Assim, a matriz da QGFT ¢é prontamente determinada.

A Fig. 2b fecha o exemplo, descrevendo a variagdo total TV
do grafo para cada autovetor normalizado v;. Os valores sio
TVa(v;) € {2, 1,2780, 1, 0,7171, 0,0047}, e permanecem
os mesmos a medida em que p ¢ alterado (vide comentario ao
final da Secdo II).

No segundo exemplo, avalia-se o uso da QGFT na com-
pressdo de dados multidimensionais sobre um grafo. Sdo
selecionados 1000 condados dos Estados Unidos (US) para
criar, empregando o critério de vizinhos mais préximos em
funcdo das respectivas coordenadas geograficas, um grafo ndo-
direcionado com 4158 arestas (vide Fig. 3). Para criar o sinal
quaternidnico, quatro varidveis sociodemograficas referentes
ao ano de 2017 e relacionadas a saude financeira da populacio
americana* foram selecionadas:

« bachelors_2017: percentual da populacdo que obteve um
grau de Bacharelado.

+ median_household_income 2017: renda familiar média.

o unemployment_rate_2017: taxa de desemprego.

o uninsured_2017: percentual da populacdo sem seguro.

Uma matriz de adjacéncia Hermitiana foi criada usando

_ —1 d(l7.7) Q(Zaj)
Ai,j = exp 9 . o )
(@, ) |l
em que d(i, 7) € a distancia entre os condados i e j (interligados
por arestas), e ¢(i,j) é um quatérnio cujos coeficientes séo a
diferenca absoluta entre os valores de cada uma das varidveis
acima listadas, para o mesmo par de condados. Utilizou-se

6 = 2, valor que foi selecionado empiricamente.

(16)

“Extraido da OpenlIntro, uma organizag¢io sem fins lucrativos focada em
divulgar publicacdes de codigo aberto de alta qualidade, e disponivel em
https://www.openintro.org/data/?data=county_complete

Apb6s a diagonalizagdo do operador de deslocamento e a
ordenacdo das frequéncias segundo a variagdo total, a QGFT
do sinal é calculada e representada na Fig. 4. Embora o sinal
apresente um ruido intenso ao longo de todo o espectro, ele
claramente possui uma caracteristica passa-baixa proeminente.
Assim, o que se faz é reconstruir o sinal (isto é, calcular a
QGFT inversa) considerando apenas determinado percentual
das componentes de frequéncia com maior energia no dominio
da transformada. Tal percentual é variado ao longo de 20
valores linearmente espacados entre 5% e 95% (inclusive). O
sinal reconstruido é comparado com o sinal original por meio
do erro quadratico médio normalizado (NMSE). Uma rotina
semelhante ¢é realizada considerando cada uma das varidveis
independentemente, o que daria origem a quatro sinais reais.
Neste caso, a reconstru¢io € feita considerando, para cada
sinal, um percentual de componentes da GFT com maior
energia correspondente a 1/4 do percentual considerado no
caso quaternionico. Assim, nos dois casos, serdo armazenados
0os mesmos numeros totais de (posi¢des de) componentes
espectrais mais relevantes, tornando justa a comparagdo com
base no erro de reconstrucgao.

A Fig. 5 mostra que o erro de reconstru¢do no caso quaterni-
onico (abordagem proposta) €, em geral, menor que o erro no
caso ndo-quaternidonico. Tal vantagem € acentuada quando sdo
preservadas menos de 30% das componentes espectrais mais
relevantes. De modo mais especifico, quando séo preservadas
apenas 5% de tais componentes, o NMSE obtido pela QGFT
€ de apenas 16,4%; considerando o percentual equivalente de
componentes preservadas na GFT, o NMSE obtido ¢ de 47,1%.
Tal resultado, embora preliminar, sugere que a QGFT tem
potencial para uso na compressdo de dados multivariados sobre
grafos.

V. CONSIDERACOES FINAIS

A principal contribuicdo deste artigo foi a ampliacdo do
escopo do GSP ao caso quaternidnico, em que tanto as amostras
de um sinal quanto os pesos das arestas do respectivo grafo sub-
jacente podem ser representados por quatérnios. Embora o foco
do trabalho tenha sido no tratamento de questdes algébricas
para viabiliza¢@o do cdlculo de uma transformada quaternidonica
de Fourier sobre grafos e no desenvolvimento de exemplos
ilustrativos da utilidade dessa ferramenta, outros resultados se
encontram em fase de consolida¢do nesse contexto. Isso inclui
conceitos relativos a filtragem de sinais quaternidnicos sobre
grafos, os quais, além de complementarem a teoria do QGSP,
devem ser aplicdveis, por exemplo, a remoc¢do de ruido de
sinais multivariados sobre grafos.
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