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Resumo— Este trabalho apresenta um modelo numérico para 

análise da radiação bidimensional de linhas de corrente em uma 

região mista com quatro meios diferentes. Os meios estão 

localizados em cada quadrante do plano de análise, e as linhas de 

corrente magnética e elétrica estão no segundo quadrante. O 

problema foi inicialmente modelado pelas equações de Maxwell e 

o método da função de Green. As equações integrais obtidas 

foram resolvidas pelo Método dos Momentos (MoM). Os 

resultados mostram um exemplo de aplicação em microondas, 

onde a região mista é formada por ar, água, solo e floresta, e a 

frequência de operação é 521 MHz. 

Palavras-chave— radiacao bidimensional, polarizaçao, meios 

não homogeneos, funçoes de Green, Método dos Momentos. 

Abstract— This work presents a numerical model for 

analyzing the two-dimensional radiation of current lines in a 

mixed region with four different media. The media are located in 

each quadrant of the analysis plane, and the magnetic and 

electric current lines are in the second quadrant. The problem 

was initially modeled by Maxwell's equations and Green's 

function method. The integral equations obtained were solved by 

the Method of Moments (MoM). The results show an example of 

microwave application, where the mixed region is formed by air, 

water, soil and forest and the operating frequency is 521MHz. 

Keywords— two-dimensional radiation, polarization, non-

homogeneous media, Green's functions; Method of Moments. 

I.  INTRODUÇÃO 

O estudo da radiopropagação terrestre é fundamental para o 
desenvolvimento dos sistemas de comunicação sem fio [1]. 
Estes estudos visam principalmente desenvolver modelos 
precisos e eficientes para descrever o comportamento de sinais 
de rádio em ambientes reais. Dentre os tipos de modelos 
existentes na literatura, os determinísticos são os mais precisos 
para análise de regiões realísticas, no entanto estes são os que 
exigem mais custo computacional [1]. 

Existem diversos modelos determinísticos de radio-
propagação que simulam ambientes reais não homogêneos [2]-
[15]. Trabalhos com não homogeneidade em apenas uma 
dimensão, por exemplo, regiões com estratificação horizontal, 
são bem conhecidos na literatura [2]-[6]. Um exemplo de 
modelo de propagação em floresta com estratificação apenas 
na vertical é apresentado em [7]. 

Problemas de propagação mais comuns em aplicações são 
aqueles com regiões não homogêneas em duas direções, estes 
casos são às vezes chamados de regiões mistas. Exemplos de 
trabalhos que modelam estas situações podem ser encontrados 
em [8]-[15]. Em [8] os autores analisam a propagação em uma 

região mista composta pelos meios solo e água, sendo que a 
aproximação destes é feita por simples impedâncias 
superficiais equivalentes. Já em [9] é utilizado um método 
semi-analítico espectral com múltiplas estratificações verticais 
e uma horizontal. Já os métodos de ótica geométrica com 
teoria da difração são também amplamente aplicados para 
estudo da propagação em meios mistos contendo cidades, rios 
e florestas [10]-[11]. Métodos baseados em equações 
parabólicas também têm sido utilizados eficientemente para 
estudo da propagação em regiões mistas entre mares e ilhas em 
[12]-[13] e ruas e florestas em [14]. Também podemos 
encontrar na literatura modelos baseados em funções diádicas 
de Green que utilizam a aproximação de superposição de 
espalhamento [15]. A maioria destes métodos é válida apenas 
para determinadas faixas de frequências, e alguns efeitos são 
considerados de forma aproximada, como por exemplo, os 
efeitos de difrações em obstáculos. 

Neste trabalho apresentamos um modelo numérico para 
análise do problema de radiação bidimensional de linhas de 
correntes elétrica e magnética em uma região mista com quatro 
meios diferentes. Os meios são localizados em cada quadrante 
do plano de análise e a fonte no segundo quadrante. Utilizamos 
as equações de Maxwell e o método da função de Green [16] 
para obter um sistema de equações integrais para os campos 
nas interfaces dos meios, e o Método dos Momentos (MoM) é 
utilizado para resolver numericamente este sistema [17]. Os 
resultados apresentam um exemplo de aplicação em 
microondas na frequência de 521 MHz, onde os quatro meios 
considerados são: ar, agua, solo e floresta típicos da região 
amazônica [15]. Alguns resultados obtidos são comparados 
com o Método dos Elementos Finitos (FEM) [18].  

II. DESENVOLVIMENTO TEÓRICO 

A. Descrição do Problema 

A geometria dos problemas analisados neste trabalho é 
mostrada na Fig. 1. Nesta figura temos uma região mista 
bidimensional no plano xy com quatro meios diferentes 1-4 
localizados em (y>0; x<0), (y>0; x>0), (y<0; x<0) e (y<0; x>0), 
respectivamente. As propriedades eletromagnéticas numeradas 
de cada meio são: permissividade relativa εru, condutividade 
elétrica σu, permissividade complexa εu e permeabilidade µu, 
sendo u=1-4. 

A fonte mostrada na Fig. 1 é uma linha de corrente infinita, 
paralela ao eixo z, que pode ser magnética ou elétrica:  

zayxMyxM )()(),( 0 ηδξδ −−=  (1) 

zayxJyxJ )()(),( 0 ηδξδ −−=  
(2) 

Jeferson B. N. Leite (Instituto Federal do Pará, Belém-PA, Brasil), Alexandre C. 
Oliveira, Augusto C. C. de Lima e Karlo Q. da Costa (Faculdade de Engenharia 
Elétrica e Biomédica, Universidade Federal do Pará, Belém-PA, Brasil). E-mails:
jeferson.leite@ifpa.edu.br, augusto.lima@itec.ufpa.br, karlo@ufpa.br e 
alexandre.cardoso.oliveira@itec.ufpa.br.  



XLI SIMPÓSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAÇÕES E PROCESSAMENTO DE SINAIS - SBrT 2023, 08-11 DE OUTUBRO DE 2023, SÃO JOSÉ DOS CAMPOS, SP 
 

 
Fig. 1.  Geometria do problema de radiaçao bidimensional (plano xy) de 

uma linha de corrente magnética ou elétrica, paralela ao eixo z, em uma 
regiao com quatro meios localizados em cada quadrante do plano. 

onde M0 é a intensidade da corrente magnética (V), J0 é a 
intensidade da corrente elétrica (A), ξ e η são as posições das 
fontes localizadas no meio 1. Os campos eletromagnéticos 
radiados por estas fontes satisfazem as equações de Maxwell: 

MHjE −−=×∇ ωµ  (3) 

JEjH +=×∇ ωε  
(4) 

onde a dependência temporal considerada é exp(jωt), sendo j a 
unidade imaginária, ω a frequência angular e t a variável 
temporal. Do caso geral descrito por (3) e (4), analisamos dois 
casos particulares, sendo um o magnético quando 0≠M  e 

0=J  e outro o elétrico quando 0=M  e 0≠J . Apresentamos 
aqui a modelagem apenas do caso magnético e aplicamos o 
teorema da dualidade para analisar o caso elétrico [19].  

 Devido ao tipo de geometria (Fig. 1) e a fonte, o problema 
é bidimensional no plano xy, ou seja, 0/ =∂∂ z  para todas as 
componentes de campo. Considerando isto para o caso 
magnético, o desenvolvimento de (1), (3) e (4) produz uma 
polarização vertical (TMy)  com a seguinte equação da onda 
escalar para a componente z do campo magnético (Hz):

 

 

zzzxy MjHkH ωε=+∇ 22  (5) 

onde yHjE zx ∂∂= /)/1( ωε , xHjE zy ∂∂−= /)/1( ωε , k=ω(µε)1/2 e 

Mz a componente escalar de (1). Como a fonte (1) está no meio 
1, à equação (5) é não homogênea para o meio 1 e homogênea 
para os meios 2, 3 e 4. O problema de valor de contorno é 
definido por (5) mais a geometria da Fig. 1 e as condições de 
fronteira de limite e de continuidade das componentes 
tangencias dos campos nas interfaces entre os meios. 

B. Sistema de Equaçoes Integrais do Problema 

 Aplicando o método da função de Green e as condições de 
fronteira ao problema descrito na seção anterior [16], obtemos 
as seguintes soluções de Hz na forma integral para cada meio: 
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sendo as funções de Green gu dadas por: 
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onde u=1-4, 2
0H  a função de Hankel de 2º tipo e ordem zero e 

ku=ω(µuεu)
1/2 as constantes de propagação dos meios. 

 As condições de contorno de continuidade dos campos 
eletromagnéticos nas interfaces entre os meios da Fig. 1 são: 
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onde Ea, Eb, Ec e Ed são os campos elétricos tangenciais nas 
interfaces entre os meios 1-3, 2-4, 3-4 e 1-2, respectivamente. 
Substituindo (11)-(18) em (6)-(9), obtemos o seguinte sistema 
de equações integrais: 
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A solução do sistema integral acima fornece as funções Ea, Eb, 
Ec e Ed, as quais podem ser substituídas em (11)-(14) e (6)-(9) 
para obter os campos Hz em todos os meios. 

C. Solução do Sistema pelo MoM 

A solução numérica do sistema (19)-(22) foi realizada pelo 
MoM [16]-[17]. Neste método aproximamos as funções Ea, 
Eb, Ec e Ed por expansões em bases de funções pulso: 
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onde αna, αnb, αnc e αnd são os coeficientes de expansão e pna, 
pnb, pnc e pnd as funções de base do tipo pulso retangular. Estas 
funções tem valor 1 ao longo de um subintervalo genérico 
∆xa, ∆xb, ∆yc e ∆yd, e valor 0 fora deste subintervalo, onde 
∆xa=|xmin|/Na, ∆xb=|xmax|/Nb, ∆yc=|ymin|/Nc e ∆yd=|ymax|/Nd ao 
longo dos intervalos xmin< x’<0, 0<x’< xmax, ymin<y’<0 e 0<y’< 
ymax, respectivamente. Os parâmetros Na, Nb, Nc e Nd são os 
números de subintervalos uniformes (discretizações) de cada 
intervalo. A Fig. 2 mostra curvas genéricas das expansões 
(23), onde os pontos destacados xan, xbn, ycn e ydn são os pontos 
centrais de cada subintervalo. As expansões em (23) 
convergem para as funções desconhecidas para maiores 
valores das discretizações e quando xmin → ‒∞, xmax → +∞ , 
ymin → ‒∞ e ymax → +∞ [20]. 

 
Fig. 2.  Expansao por pulso retangular de Ea, Eb, Ec e Ed nas interfaces. 

Substituindo (23) em (19)-(22) e aplicando o processo de 
teste padrão do MoM [17],  obtemos o seguinte sistema: 
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O sistema linear (24), de ordem Na+Nb+Nc+Nd, pode ser 
representado na forma matricial [I][α] = [f], onde [α] é o vetor 
coluna que contem as incógnitas αna, αnb, αnc e αnd de (23), [f] 
é o vetor coluna fonte com elementos dados por (33), e [I] é 
uma matriz quadrada que representa a interação mútua entre 
os subintervalos. Os elementos desta matriz são dados pelas 
integrais (25)-(32), as quais foram calculadas numericamente 
por funções de integração do Matlab [21].  Desta forma, o 
sistema pode ser resolvido por inversão matricial [α]=[I]-1[f]. 
Com os [α] obtidos, estes são então substituídos em (23), 
(11)-(14) e depois em (6)-(9) para calcular aproximadamente 
o campo magnético Hz em cada meio. 

III. RESULTADOS NUMÉRICOS 

Baseado no método apresentado na seção anterior, 
desenvolvemos um programa MoM em Matlab [11] para 
calcular os campos elétricos tangencias (23) nas interfaces e os 
campos magnéticos (6)-(9) em cada meio. Aplicamos também 
o teorema da dualidade para analisar o caso com fonte de 
corrente elétrica (2). Os resultados apresentados a seguir são de 
um exemplo de aplicação em microondas, na frequência de 
521 MHz, em uma região contendo os meios ar, água, solo e 
floresta. Para comparação, apresentamos alguns resultados 
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calculados pelo FEM através do software Comsol [18]. 
Chamamos aqui os casos magnético e elétrico de polarização 
vertical e horizontal, respectivamente. 

A. Campos Tangenciais nas Interfaces 

As propriedades eletromagnéticas dos quatro meios 
considerados no exemplo de aplicação estão descritas na 
Tabela 1. Já a Tabela 2 mostra os parâmetros utilizados nas 
simulações e a Fig. 3 mostra os resultados obtidos para os 
campos Ea, Eb, Ec e Ed para as duas polarizações. Para cada 
polarização a simulação durou 3 min em um computador com 
processador i7 e 16Gb de ram. Observamos que os parâmetros 
utilizados (Tabela II) satisfazem os critérios de convergência 
conforme discutido na seção anterior e em [20].  

TABELA I.  PROPRIEDADES ELETROMAGNÉTICAS DOS MEIOS NA 
FREQUENCIA DE 521 MHZ [15] 

 

Propriedade Eletromagnética 
Meio 1 

Ar 
Meio 2 
Floresta 

Meio 3 
Água 

Meio 4 
Solo 

Permeabilidade magnética, µr 1 1 1 1 

Permissividade relativa, εr 1 1,1 80 1,9 

Condutividade, σ  (mS/m) 0 0,1 50 20 

 

 

Fig. 3.  Módulo dos campos eletromagnéticos tangenciais abs(E) e abs(H) 
ao longo das quatro interfaces para a polarizaçao vertical (superior) e 

polarizaçao horizontal (inferior). 

TABELA II.  PARÂMETROS UTILIZADOS NAS SIMULAÇOES (λ0=0,58M) 

Parâmetro Valor 

Posiçao da fonte ξ = −3λ0 η = h = 3λ0 

Limites de Ea e Eb xmin = −20λ0 
xmax = 20λ0 

Limites de Ec e Ed ymin = −3λ0 
ymax = 20λ0 

Discretizaçoes de Ea, 
Eb, Ec e Ed 

Na = 200 Nb = 200 Nc = 200 Nd = 200 

Área do plot de Hz −6λ0 < x, y < 6λ0 

Discretizaçao da área 
de plot 2D no plano xy 

 

Nx = Ny = 400 

B. Variaçao dos Campos Hz e Ez em Linhas Horizontais 

 A Fig. 4 mostra a variação da intensidade dos campos 
abs(Hz) e abs(Ez) versus x das polarizações vertical e 
horizontal, respectivamente, para diferentes alturas em relação 
à fonte y=h, h/2 e 0. Para comparação são apresentados 
também os resultados obtidos pelo FEM, e observamos uma 
boa concordância entre os métodos. Cada curva do MoM foi 
obtida em torno 1min depois dos cálculos iniciais apresentados 
na Fig. 3, e as curvas do FEM foram obtidas em 3h. 

 Observamos na Fig. 4 para x>0 um comportamento 
oscilatório maior da polarização horizontal. Isto ocorre porque 
a polarização vertical reflete menos que a horizontal em ambas 
as interfaces ar-agua e floresta-solo [19]. Além disso, 
observamos que na superfície y=0 o campo sofre um 
decaimento na interface ar-floresta para a polarização vertical e 
uma amplificação para a polarização horizontal. 

C. Campos Hz e Ez no Plano xy 

A Fig. 5 mostra os gráficos bidimensionais no plano xy do 
módulo e fase dos campos para as duas polarizações.  Estes 
resultados foram obtidos em 400min=400linhas×1min/linha 
horizontal. Estes gráficos comprovam que a polarização 
vertical sofre menos reflexão que a polarização horizontal, em 
todos os pontos dos meios ar e floresta. No entanto, a 
polarização vertical sofre mais difração que a polarização 
horizontal na interface entre os quatro meios. 

 

Fig. 4.  Variaçao do módulo dos campos abs(Hz, Ez) versus x para 
diferentes alturas y=h, h/2 e 0 para as duas polarizaçoes. 
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Fig. 5.  Gráficos bidimensionais do módulo abs(Hz, Ez) e fase angle(Hz, Ez) 
dos campos das polarizaçoes vertical (cima) e horizontal (baixo). 

IV. CONCLUSÕES 

Este artigo apresentou uma análise numérica pelo MoM da 
radiação de linhas de corrente magnética (polarização vertical) 
e elétrica (polarização horizontal) em uma região formada por 
quatro meios. O problema considerado é bidimensional onde 
cada meio ocupa um quadrante do plano xy, e as fontes são 
localizadas no segundo quadrante. Dois exemplos de aplicação 
em microondas foram analisados, onde as fontes operam em 
521 MHz e os quatro meios são: ar, floresta, agua e solo. Os 
resultados obtidos para as duas polarizações foram: campos 
nas interfaces, variação dos campos em função da distância em 
relação às fontes, para diferentes alturas em relação ao solo, e 
distribuição bidimensional dos campos. Estes exemplos 
também foram simulados pelo FEM para comparação. 

Os resultados mostraram uma boa concordância entre os 
métodos, sendo que aqueles calculados pelo MoM (Fig. 4) 
foram obtidos em apenas 4 min, enquanto que os calculados 
pelo FEM durou em torno de 3h. Isto mostra que o MoM 
possui uma boa eficiência computacional comparada ao FEM 
para análise destes problemas. Além disso, o modelo 
apresentado pode ser considerado mais preciso que outros da 
literatura que aproximam a difração por ótica geométrica. Isto 
porque o método proposto é de onda completa, ou seja, 
considera todos os fenômenos eletromagnéticos de radiação, 
difração, reflexão e refração em uma faixa ampla de 
frequências. Para isto basta considerar o critério de 
convergência conforme discutido na Seção II. Em trabalhos 
futuros o método pode ser generalizado para considerar regiões 
mistas com mais meios, por exemplo, floresta com altura 
finita, e considerar outras posições das fontes.  
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