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Decodificagdo Iterativa para Canais com Memoria €
Decodificagao Suave

Igor Moreira e Cecilio Pimentel

Resumo— Este trabalho apresenta um novo modelo de canal
de estados finitos Markoviano (FSMC), nao binario, para cap-
turar tanto a informaciao de decisdo suave como a correlaciao
temporal de um canal discreto com desvanecimento. Em seguida,
é discutido um esquema de decodificacdo iterativa, baseado no
algoritmo soma-produto, para a decodificacio e estimacao do
estado do canal de forma conjunta. Em seguida, é estudado o
desempenho de codigos LDPC (low-density parity-check codes)
em canais FSMC nao binarios. Quantifica-se, particularmente, o
ganho de codificacido obtido com o aumento do alfabeto de saida
do canal.

Palavras-Chave— Canais de estados finitos Markovianos,
codigos LDPC, algoritmo soma-produto, probabilidade de erro,
quantizacio suave.

Abstract— This paper presents a new non-binary finite state
Markov channel (FSMC) that captures both the soft-decision
information and the temporal correlation of a discrete fading
channel. An interative decoding scheme, based on the sum-
product algorithm, is also discussed for joint decoding and
channel state estimation. The performance of LDPC codes over
the proposed non-binary FSMC is then studied and the coding
gain obtained by increasing the channel output alphabet is
analyzed.

Keywords— Finite-state Markovian channels, LDPC codes,
sum-product algorithm, error probability, soft quantization.

I. INTRODUCAO

Canais de comunicagdes sem fio estdo sujeitos a uma
série de distirbios que variam no tempo como, por exemplo,
regides de sombreamento e desvanecimento por multipercurso.
A caracterizagdo de canais sem fio por canais de estados
finitos Markovianos tem por principal objetivo reproduzir as
propriedades estatisticas das sequéncias de erros oriundas das
condigdes de propagacdo, uma vez que esses erros possuem
uma correlacdo temporal, ou seja, ndo sdo independentes.

Um canal de estados finitos Markoviano (FSMC, finite
state Markov channel) é um canal discreto que possui um
conjunto finito de estados cuja transicdo € descrita por uma
cadeia de Markov, a qual tem probabilidades de transicdo
atribuidas de forma independente do tempo. A cada estado
€ associada uma determinada probabilidade de geracdo de
erros. Modelos FSMC bindrios (entrada binaria, saida bindria)
tém sido amplamente utilizados para descrever estruturas de
correlagdo de erros em canais sem fio [1]-[3]. Embora esses
trabalhos sejam restritos a canais bindrios, estudos em teoria
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da informacdo revelam que a decis@o suave pode aumentar
significativamente a capacidade de vérias classes de canais [4].

Este trabalho apresenta um novo modelo FSMC nao bindrio
(entrada bindria, saida 2¢-4ria, sendo ¢ um inteiro) para cap-
turar tanto a informagdo de decisdo suave como a correlacio
temporal de um canal discreto com desvanecimento (DFC,
discrete fading channel), composto por um modulador BPSK
(binary phase-shift keying), um canal com desvanecimento
Rayleigh correlacionado no tempo, um demodulador coerente
e um quantizador com 2¢ niveis de quantizacio. Em seguida,
¢ analisado o desempenho de um sistema de comunicacio
composto por um cdédigo LDPC, um canal FSMC com
decisdo suave que modela um DFC e um esquema de
decodificacdo iterativa, baseado no algoritmo soma-produto,
para a decodificacio e estimacdo do estado do canal de forma
conjunta. Este esquema foi proposto em [5] para uma classe
particular de canal FSMC denominado de canal Gilbert-Elliott
(GEC) e é estendido para um FSMC nio bindrio proposto neste
trabalho.

Desenvolve-se um algoritmo soma-produto (ASP) sobre um
grafo de fatores que representa a estrutura do cddigo e do
FSMC. O fluxo de mensagens a serem passadas através deste
grafo é desenvolvido neste trabalho. Resultados de simulacdes
de cédigos LDPC, operando sobre este grafo de fatores,
quantificam o ganho de codificagdo obtido com o aumento
do alfabeto de saida do canal.

O restante deste trabalho estd organizado em cinco se¢des.
A Secdo II descreve o modelo de canal ndo binirio, o FSMC
proposto, bem como detalha o DFC. Na Secdo III é descrito
o grafo de fatores para o cédigo LDPC e para o FSMC,
seguida pela Secdo IV que aborda a decodificacdo pelo ASP.
Na Secdo V sdo explicitados os resultados do desempenho
de um cédigo LDPC usando o algoritmo de decodificacido
proposto. Por fim, na Se¢do VI sdo indicadas as conclusdes
deste trabalho.

II. MODELO DE CANAL NAO-BINARIO

Seja X = {0,1} e ¥ = {0,1,---,25 — 1} os alfabetos
de entrada e saida de um canal de comunicagdes discreto,
respectivamente. Denota-se o processo de entrada {Xj}32 |,
X} € X e o processo de saida {Y;}22,, Y € {0,1,--,25—
1}. E conveniente ter-se uma expressio da saida {Y;} de um
canal como uma fungéo explicita do processo de entrada { X} }
e do processo de ruido {Z;}, em que os processos {Zj} e
{X})} s@o independentes entre si. Neste caso, o processo de
ruido pode ser modelado por um modelo FSMC independente
da entrada do canal. Considera-se um canal de entrada bindria
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e safda 2¢-4ria dado por [6]:
Ve = (25— 1)Xp + (=152, (1)

onde k£ = 1,2,.... Refere-se ao canal descrito por (1) como
o canal discreto de ruido ndo binario (NBNDC, Non-Binary
Noise Discrete Channel), em que a saida Y € expressa em
termos da entrada X e do ruido Zj. Assume-se que o pro-
cesso de ruido {Z;} em (1) é governado por uma distribuigéo
de ordem n, PN(IZL)DC(Z”) £ Pé;:LN)[)c(Zl =21,y Zn = Zn),
para z;, € YV, k = 1,...,n. Segue diretamente de (1) e do
fato que os processos de entrada e de ruido sdo independentes
que, para cada n > 1, a probabilidade condicional de ordem
n do NBNDC é dada por P§££C(y” | ™) = P]\ES\I)DC(Z“) em
que 2™ é um vetor de erro cujas componentes sdo dadas por
P (2° — D)ay
CHTE
Sera proposto a seguir um modelo FSMC ndo bindrio para a
geracdo do processo de ruido do NBNDC.

k=1,...,n. )

A. FSMC Nao-Bindrio

Um FSMC consiste de uma cadeia de Markov {S; }72, com
J estados, homogénea, estaciondria, Sy, € {0,1,--- ,J — 1}.
A matriz de transicdo de probabilidade P, de dimensdes
J x J, tem como elementos as probabilidades p; ; = P(Sj =
j | Sk—1 = ). O vetor de probabilidade estaciondria é
IT = [mg, - 7mj_1]. A densidade de probabilidade conjunta
de ordem n de uma sequéncia de estados da cadeia é fatorada
da seguinte forma:
n—1
PSL(s™) = me, [ Plsisa | 50)-
i=1
O mecanismo de transicao de estados independe da sequéncia
de entrada do canal. A cada estado da cadeia é associado
um canal discreto sem memoria (DMC, discrete memoryless
channel) especificado pela probabilidade condicional P(y |
2,8) =PYr=y | Xp =25 =s),yeVexecX. O
canal é condicionalmente independente, dado uma sequéncia
de estados, isto é:

n
Py | ", s™) = [[ Plyi | i s0).

i=1
Propde-se, neste trabalho, um modelo FSMC ndo binério,
que possui dois estados, cujas probabilidades de transicdo de
estados da cadeia de Markov, pg 1 € p1,0, sdo denotadas por @
e q, respectivamente. A cada estado estd associado um DMC
com entrada bindria e safida 2%-aria, no qual a probabilidade
condicional de transmitir-se um simbolo x e receber-se um
simbolo y, em cada estado, satisfaz a uma condi¢fo de simetria
dada por:

P(y|0,s)=P(2°—1—-y|1,s)

de tal forma que pode-se estabelecer a probabilidade de um
ruido ser gerado em cada estado da forma bs, ., = P(Z, =
2 | Sk = sk), em que z € Y e € relacionado com a saida e
entrada do canal via (2). A Figura 1 ilustra o caso particular
em que £ = 2. Este modelo FSMC ¢ usado para modelar o
DFC descrito na préxima subsecao.

Fig. 1.

FSMC nio bindrio com 2 estados e £ = 2.

B. Canal Discreto com Desvanecimento

Este trabalho considera um DFC composto por um modu-
lador BPSK, um canal com desvanecimento Rayleigh correla-
cionado no tempo, ndo seletivo em frequéncia e com ruido
aditivo Gaussiano branco, e um demodulador cujo quantizador
possui 2¢ niveis de quantizacdo. A k-ésima amostra do sinal
recebido é dada por Ry = /E,ALS, + Ng, em que Sj, €
{2X\ — 1}, Es é a energia do sinal transmitido, {Ny} é
uma variavel aleatéria Gaussiana com média zero e variincia
No/2. Ademais, {Ar} é o processo de desvanecimento do
canal com Ay = |G|, em que {Gj} é um processo Gaus-
siano complexo com média zero e varidncia unitdria, sendo
a funcdo autocorrelacio dada pelo modelo de Clarke [7]
Rlk] = Jo(2n fpT|k|), em que Jy(z) é a fungdo de Bessel de
primeira espécie e ordem zero e fp7 € a maxima frequéncia
Doppler normalizada. A varidvel aleatdria Ay possui fungio
densidade de probabilidade Rayleigh com segundo momento
unitédrio, pa(a) = 2ae‘“2, para a > 0. Define-se a relacdo
sinal-ruido média do sinal recebido por SNR = F,/Nj.
A varidvel aleatéria amostrada Rj € quantizada com um
quantizador uniforme de £ bits com passo de quantizagio 9,
com 0 < 4 < 1, que fornece a saida do canal Y;, € ). O canal
DFC é entdo descrito por quatro parametros: SNR, fpT, &, 6.

C. Capacidade do Canal

Seja o canal NBNDC, definido em (1), no qual o processo
de ruido {Z;} é estaciondrio e ergédico. A capacidade desse
canal é dada por [8]

C = lim ¢™ 3)

n—oo
em que C(™) ¢ definido como
1
C™ 2 max — I(X™Y") 4)
p(z™) M
em que J(X";Y™) é a informacdo miitua entre X" e Y. E

possivel deduzir-se que [6]

€ = 14 H(W") - H(Z") ®)

em que H(Z™) é a entropia de Z" e H(W™) é a entropia de
W, onde Wi, € W = {0,1,...,25"1 — 1} e é definido da
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Passo do Quantizador Normalizado (5)

Fig. 2. C(™) versus o passo do quantizador § para diferentes valores de 7,
n=13,57.

seguinte forma Wy, = min{Zy, 2 —1— Z;}. A capacidade C
em (3) é o limite de C'("™) quando n — oo. Neste trabalho, o
valor do pardmetro § do DFC € selecionado de modo a maxi-
mizar o valor de C'™ para um valor suficientemente elevado
de n. Para este célculo, as entropias dos processos {Wy} e
{Z\} para o DFC em (5) sdo calculadas por simula¢do. A
Figura 2 mostra o grifico de C™) (bits/uso) em fungio de 4,
para valores selecionados de n, para um DFC com parametros
E;/Ny =10dB, fpT =0,005¢ £ = 2. E possivel verificar
que ndo existe uma diferenca importante de C'™) para n = 5
e n =7 e o valor de § que maximiza C'"") para estes valores
de n é aproximadamente & = 0, 25. Esta andlise sera repetida
para determinar 0 para cada valor de E/Ny, fpT e &.

I1I. GRAFO DE FATORES PARA UM CODIGO LDPC EM
CANAIS NBNDC-FSMC

Esta secdo desenvolve um grafo de fatores para estimacao
conjunta do estado do canal e da palavra-cédigo. Admitindo-se
a transmissdo de palavras-c6digo bindrias codificadas por um
cédigo LDPC (N, K), cada vetor de informagdo bindrio de
comprimento K ¢é codificado em uma palavra-cédigo X =
(X1,Xs,...,XN), com X; € X. Esta palavra-cédigo é
transmitida em um canal discreto ndo bindrio produzindo o
vetor Y = (Y1,Y3,...,YN), com Y; € ).

Assumindo que a transmissao é realizada em um canal FSMC,
a sequéncia de estados visitados pelo canal durante cada
simbolo transmitido é denotada por S = (S1,S9,...,5N),
com S; € {0,---,J — 1}. O decodificador de méxima
probabilidade a posteriori maximiza a probabilidade de um
simbolo de informagdo x; dado o vetor recebido y, calculada
pela regra MAP (maximum a posteriori probability):

#MAP — argmax P(x;]y) = argmaxz P(y|x)h(x)

T, €X z,€X

= argmax Z Z P(s1) H P(si|8i—1)P(yi|xs, si)h(x).

r, €EX
(6)

em que h(x) é a fungdo caracteristica de um cédigo corretor de
erro [9]. A partir de (6), € possivel obter o grafo de fatores da
Figura 3 e, entdo, aplicar o ASP neste grafo para estimar cada
simbolo de entrada x;. Este grafo representa a estrutura do

N
2

~T; S 1=

c6digo bem como a do canal e pode ser decomposto em dois
subgrafos, um dos quais envolve varidveis e funcdes relativas
ao codigo, denominado subgrafo do codigo, e outro que
envolve varidveis e fungdes relacionadas a dinamica do canal,
o subgrafo do canal. O grafo de fatores é um grafo biparti-
cionado, em que as varidveis x; a xy, representam os N bits
transmitidos, e hy a hy_ x representam as (N — K) equagdes
de paridade do cédigo. Este algoritmo usa uma estratégia
de estimagdo-decodificacio no grafo de fatores em que as
mensagens de saida do grafo do cédigo V;, sdo combinadas de
maneira a estimar a distribuicdo de probabilidade dos estados
do canal para cada instante n (esta distribuicio é representada
nessa figura pelo vetor w,,). Esta distribuicdo é usada para
calcular as mensagens de razdo de verossimilhanga (LLR)
U,.’s, que sdo a entrada do subgrafo de codigo, e sdo usadas na
decodificacdo da palavra cédigo na proxima iteragdo. Durante
0 processo iterativo, estas mensagens sdo trocadas entre oS
subgrafos para refinar o processo de estimagdo-decodificacio
com o intuito de convergir para a decodificacdo da palavra-
codigo correta.

As mensagens passadas no subgrafo do canal
(W, Otn, Py, B, Y) S30 vetores de dimensdo J (niimero de
estados da cadeia de Markov).

A. Escalonamento de passagem de mensagens

H4 diversas maneiras de organizar o escalonamento
(scheduling) de passagem de mensagens na execucdo do
ASP. No decodificador utilizado nesta secdo, escolhe-se exe-
cutar uma iteracdo no subgrafo de cddigo e, em seguida,
uma iteracdo no subgrafo de canal. No subgrafo de canal,
primeiramente todos os vetores a, sdo passados no sentido
de n crescente e todas as mensagens sdo armazenadas nos
seus respectivos ndés de estado. Quando o n-ésimo estado é
atingido, todos os vetores 3,, sdo calculados no sentido de n
decrescente, fornecendo também as mensagens w,, e U,.

IV. DECODIFICACAO PELO ASP APLICADA AO MODELO
FSMC

Nesta secdo sdo apresentadas as mensagens do ASP que
sao trocadas pelos ndés do grafo de fatores da Figura 3
quando o canal usado na decodificacdo é o FSMC proposto
(as mensagens trocadas no ASP para o GEC foram descritas
em [5]). Se o canal que corrompe cada palavra-cédigo é um
DFC, entdo assume-se que este ¢ modelado por um FSMC
que € usado na decodificacdo. Dado um vetor recebido y, as
mensagens trocadas no ASP sdo descritas a seguir.

« Inicializacao: Paran = 1 a IV, cada elemento dos vetores
o, e (3, sdo:
an(k)=Bnk)=mk, k=0,1,---J—-1. (7

Computa-se 7, = 2 — 1 — y,,, para n = 1 até N. As
LLRs U,,’s sao mensagens do subgrafo de canal para os
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Subgrafo do cédigo

Subgrafo do canal

Fig. 3. Grafo de fatores para decodificar um cédigo LDPC para transmissdo em um canal FSMC.

nds de bits associados a estes. Entao c) As mensagens «,,(k), para n = 2 até N, e
Bn(k), paran =1a N — 1, sdo dadas por:

J-1
Zbk,yn Tk J-1
U= |20 | @®) an(k) = > pikvn-1())
- =
Zbkv@n Tk e
h=0 J—1
Faca Z,, , = U, para m € N'(m). Bn(k) = Zp;w- Pn+1(7)-
o Processamento Iterativo j=0
- Processamento no subgrafo do codigo d) Paran=1até N —1: w, (k) = an (k) By (k).
D) Param=1até N-Ken¢€ N(m), as mensagens 3) Paran =1 até N, as mensagens U,, sdo dadas por
{Lm,n} passadas do n6 de restri¢do m para o n6 de
bit n s@o calculadas de acordo com a regra “tanh” =
Zbk,ynwk
1 - -1 k=0
Ly, n = 2arctan H tanh (QZm’n/> . U,=1In J—1
nteN(m)\n Zbkﬁtjn W
k=0
2) Para n = 1 a N, as mensagens passadas do L ; . .
subgrafo cédigo para o subgrafo do canal sio V,, = « Atualizacdo dos nos de bit e decisdo abrupta
ZmEM(n) Ly, n. A representa¢do probabilistica de 1) Paran =1a N e param € M(n):
Vo & Zm,n =U, + Z Lm/,n~
v, (0) =€/ (1+e"), v,(1)=1/(1+€"). mIe M(n)\m

- Processamento no subgrafo do canal 2) Paran =1 at€ N (Decisdo Abrupta):

As mensagens passadas neste subgrafo sdo vetores Tp =0, seU,+ ZmeM(n) Ly >0 9
de dimensdo J. Os elementos destes vetores sdo &, =1, caso contrdrio. ©)

descritos abaixo. . o . . .
- Se X = (Z1,&9,...,2n) satisfazem todas as restri¢des

a) Paran =1 a N, as mensagens 7, (k) sdo . P . . L.

de paridade, ou o nimero total de iteragdes é igual ao
1 nimero maximo de iteracdes pré-determinado, entdo a
ro (k) = Z P (Ynl|tn, sn = k)vn(zn) decodificacdo € interrompida. Caso contrdrio, executa-se

z,=0 uma nova iteragfo.
= bi,y, Un(0) + bg 5,00 (1).
V. RESULTADOS
O algoritmo Baum-Welch ¢é wusado para estimar os
{ (k) = an(k)rn(k), paran=1aN —1 pardmetros do FSMC que aproxima o DFC com pardmetros
pn(k) = Bn(k)rn(k), paran=2aN. fixos (SNR, fpT, &, J). Este algoritmo estima a matriz de

b) As mensagens enviadas pelo n6 de estado sdo:
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transicdo de probabilidade P e a matriz B (de dimensdo
J x 2%), em que (4,)-ésimo elemento desta matriz é b; ; =
P(Zy = j | Sk = i). Para avaliar o desempenho de um
codigo LDPC em um decodificador projetado para o canal
FSMC, com entrada bindria e saida 2¢-4ria, foi implementado
o decodificador iterativo apresentado na Se¢do IV com 200
iteragdes. Empregou-se um cédigo LDPC bindrio, regular,
com pardmetros (N = 15000, K = 7500) com grau de
coluna constante igual a d, = 3. A matriz de verificagdo de
paridade H ¢é gerada usando o algoritmo PEG (progressive
edge growth) [10].

O canal que corrompe cada palavra-codigo é um DFC
quantizado com 2¢ niveis. Portanto, gera-se uma sequéncia
ruidosa {Z;} de acordo com o modelo DFC e usa-se (2) para
gerar a sequéncia recebida a partir da sequéncia ruidosa e
da palavra-codigo bindria transmitida (este modelo é denomi-
nado NBNDC-DFC). Assume-se que o receptor conhece os
pardmetros do DFC e escolhe um modelo FSMC adequado que
aproxime este canal e emprega este modelo na decodificacio
conjunta usando o algoritmo proposto na Secdo IV. Em
outras palavras, emprega-se um decodificador projetado para
canal NBNDC-FSMC para decodificar uma palavra-cédigo
transmitida em um canal NBNDC-DFC. Entdo, existe um
descasamento entre o canal que corrompe a palavra-codigo
e o canal usado na decodificacdo, diferentemente do que foi
proposto em [5], em que o processo de ruido que corrompe
uma palavra-cédigo é gerado pelo mesmo FSMC usado no
ASP do decodificador. Assim, o0 modelo aqui proposto € mais
realista, ja que o processo de ruido é gerado por um DFC que é
aproximado por um FSMC usado na decodificacdo (assume-
se que o receptor ndo conhece perfeitamente o modelo de
canal, mas apenas uma aproximagdo FSMC deste). Este pro-
cedimento pode ser adotado para outros modelos de canais.

A Figura 4 mostra a taxa de erro de bit (BER) em funcio
da SNR, para um canal NBNDC-DFC decodificado por um
modelo FSMC que aproxima um DFC com parimetros fpT =
0,005, & = 1,2,3,4. Observa-se um ganho de aproximada-
mente 1,7 dB (para BER=10"%) quando comparam-se as
curvas para £ = 1 (decis@o abrupta) e £ = 2 (decisdo suave).
Ademais, aumentar o valor de £ de 2 para 3 propicia um ganho
de 0,3 dB e um ganho desprezivel é observado se compararmos
& = 3 com ¢ = 4. Percebe-se um comportamento similar
quando o valor de fpT € diminuido para 0,001, como pode ser
visto na Figura 5, na qual observa-se um ganho de aproximada-
mente 1 dB (para BER=10"%) quando comparam-se as curvas
para £ = 1 e £ = 2. Portanto, para o sistema de comunicagdes
considerado, um ganho de codificagdo importante € obtido com
o emprego de decisdo suave e este satura para £ > 3.

VI. CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentado um modelo FSMC nio
bindrio, bem como foi proposto um esquema de decodificacido
iterativa, que faz uso do ASP, para a decodificagdo e estimacdo
do estado do canal de forma conjunta. Ressalta-se que o
modelo de canal Markoviano utilizado pelo decodificador é
diverso do que foi utilizado para gerar uma sequéncia de ruido
que corrompe as palavras-codigo transmitidas. O ganho de

10 . | . 1 . |
SNR (dB)

Fig. 4. BER x SNR com fpT = 5 x 1073 e decisdo suave, cédigo
LDPC (15000, 7500).
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Fig. 5. BER x SNR com fpT = 1073 e decisio suave, cédigo
LDPC (15000, 7500).

desempenho de um cédigo LDPC com o aumento de & foi
quantificado, constatando-se que ha uma saturagdo para £ > 3.
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