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Avaliação Comparativa de Métodos de Reconstrução Inversa
Allan de Oliveira Fontes e Lisandro Lovisolo

Resumo—Este trabalho propõe um método para análise
comparativa de técnicas de reconstrução tomográfica, tendo
um Índice de Qualidade Agregado como elemento principal.
Aplicamos o método na análise de dezesseis algoritmos de
reconstrução recorrentes na bibliografia, advindos de cinco
classes: Fourier, Algébricos, Estimação de Máxima Verossimi-
lhança, Regularização e Gradiente Descendente. Analisamos
reconstruções de imagens contendo objetos de três campos de
aplicação distintos, sob diferentes ńıveis de corrupção por rúıdo.
Os resultados indicam que os métodos baseados em estimação
de máxima verossimilhança provêm o melhor compromisso entre
custo computacional e qualidade da imagem reconstrúıda.

Palavras-Chave—Tomografia, Reconstrução, Comparação

Abstract—This work proposes a method for comparative
analysis of tomographic reconstruction techniques, having an
Aggregate Quality Index as the main element. We apply the
method in analyzing sixteen recurrent reconstruction algorithms
in the bibliography, grouped in five classes: Fourier, Algebraic,
Maximum Likelihood Estimation, Regularization, and Gradient
Descent. We analyzed image reconstructions containing objects
from three different fields of application, under different levels
of noise corruption. The results indicate that methods based on
maximum likelihood estimation provide the best compromise
between computational cost and reconstructed image quality.
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I. Introdução

A Tomografia consiste na obtenção de uma imagem da
seção-reta de um objeto por meio de um conjunto de me-
dições não-invasivas. Cada medida, obtida pela interação
entre um feixe de sondagem e o objeto, fornece um ponto de
projeção. O total de pontos de projeção do objeto perfaz
o sinograma. Consideramos o processo de aquisição dos
pontos de projeção com arranjo de feixes paralelos [13]. A
partir do sinograma, reconstrói-se a seção-reta do objeto.
A reconstrução é um problema inverso mal-condicionado
para o qual diferentes algoritmos foram propostos [2],
[14], visando acomodar diferentes técnicas de sondagem
e contornar dificuldades do processo de reconstrução.

Consideramos um conjunto de sinogramas comum, re-
lativo a objetos, em escala de intensidade luminosa, de
três áreas de aplicação distintas. Elas são: exames por
imagem (saúde), reconstrução de plantas (engenharia civil
e salvamento) e monitoramento de qualidade de peças
(indústria). Simulam-se diferentes ńıveis de degradações
progressivas por meio da adição rúıdo, num total de
trinta casos. O rúıdo gaussiano adicionado ao sinograma é
calibrado a partir do Peak Signal to Noise Ratio (PSNR)
diretamente no sinograma.

Os resultados da aplicação de dezesseis (16) algoritmos
de reconstrução inversa foram obtidos e avaliados pelo mé-
todo proposto, isso pode permitir direcionar a escolha do
algoritmo de reconstrução para uma aplicação espećıfica.

A parte quantitativa do método proposto tem como
elemento principal a aplicação de um Índice de Qualidade
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Agregado. Ele permite analisar a estabilidade do desem-
penho e da qualidade das reconstruções dos algoritmos.
Este ı́ndice é baseado no Mean Structural Similarity Index
(MSSIM) [21]. Quando o algoritmo é iterativo, usam-se
até 50 iterações na avaliação. Avaliamos ainda o tempo
de processamento da primeira iteração de cada um dos
dezesseis algoritmos para acessar o custo computacional
da reconstrução. Como resultado desse procedimento, por
exemplo, observou-se que os algoritmos baseados em Ma-
ximum Likelihood Estimation (MLE) oferecem o melhor
compromisso entre custo computacional e qualidade da
reconstrução.
A Seção II traz alguns pontos sobre o problema da

reconstrução a partir de projeções (Tomografia). Na Seção
III, apresentamos a metodologia de avaliação aplicada
aos métodos de reconstrução. A Seção IV apresenta uma
śıntese dos resultados obtidos e suas análises. A Seção V
apresenta nossas conclusões.

II. Reconstrução a Partir de Projeções
(Tomografia)

O feixe de sondagem pode ser interpretado como uma
linha, uma faixa, ou um setor circular. A disposição dos
feixes (geometria) pode ser de feixes paralelos ou obĺı-
quos [13]. A geometria de feixes paralelos (Parallel Beam
Geometry - PBG) é ilustrada na Figura 1. A área é
sondada por K grupos de J feixes paralelos, cada grupo é
definido por uma reta de referência com ângulo α sobre a
qual ρ define a posição do feixe. Esse foi o primeiro método
de aquisição e ainda é utilizado em muitas aplicações [3],
[13]; assim, o consideramos neste trabalho. A transformada
de Radon [17] fornece a expressão geral dos pontos de
projeção da aquisição PBG na área de sondagem f(x, y),
de dimensões X × Y ,

p(α, ρ) =

X∑
x=1

Y∑
y=1

f(x, y)δ(x cosα+ y sinα− ρ), (1)

onde p(α, ρ) representa a interação entre um feixe e o ob-
jeto. Para um angulo αk fixo, p(αk, ρ) fornece a expressão
geral dos pontos de projeção do grupo ou projeção (k).
O conjunto de K projeções, cada uma com J pontos de
projeção, fornece um sinograma p, com dimensões J ×K.
A reconstrução parte do sinograma para obter a seção-reta
(corte) do objeto-alvo varrida pelos feixes co-planares [13],
[17] – uma imagem.

Seguindo para uma modelagem algébrica, podemos re-
presentar o corte desejado como uma matriz (imagem);
cada elemento dessa matriz irá depender de suas interações
com todos os feixes de sondagem que o atravessam [13].
Dessa forma, temos o sistema de equações lineares (SEL).

pi =

J∑
j=1

aijθj → p = A · θT , (2)

onde, pi é o ponto de projeção (medida) correspondente
ao feixe de sondagem i, θj é o pixel j da imagem, θ =
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Fig. 1: Geometria de feixes paralelos - PBG.

[θ1, . . . , θJ ] é o vetor imagem e aij representa o coeficiente
de interação entre o raio de sondagem i e o pixel j na área
sondada (A é o operador aquisição) [13].

A reconstrução a partir de projeções é um problema
inverso. A reconstrução do corte do objeto, idealmente, é
igual à região sondada f(x, y) e, caso exista, estará contida
no conjunto solução do SEL (2). Ao mesmo tempo que
o problema é mal-condicionado, A é significativamente
esparso e de grandes dimensões. Diferentes métodos de
reconstrução surgiram propondo diferentes modelos, con-
tornando diferentes dificuldades e advogando diferentes
vantagens [2], [13], [14].

Os algoritmos de reconstrução baseados no Teorema da
Fatia de Fourier, como o Filtered Back-Projection (FBP)
[18] e Fourier Grid Reconstruction Algorithm (GRIDREC)
consideram pontos de projeção circularmente distribúıdos
no domı́nio de Fourier e obtêm soluções em um único
passo. [7], [8], [13], [16], [18]. O FBP advém de exames de
imageamento por raios-X [18]. É derivado do teorema da
fatia ao adicionar uma filtragem no domino da frequência
para cada projeção [13]. O GRIDREC advém da radioas-
tronomia. É derivado do FBP ao adicionar uma conversão
do diagrama espectral, do formato de grade polar para o
cartesiano. Utilizamos a implementação FBP da biblioteca
ASTRA [19], e GRIDREC, da Python TomoPy [10].

O ART foi desenvolvido para aplicações da microscopia
eletrônica e imageamento por raios-X [9]. Considera o
feixe uma faixa, cujas interações (superposições) com os
pixels em seu trajeto geram o ponto de projeção; o que é
modelado por uma equação linear que gera um hiperplano.
Se o feixe intercepta o centro do pixel, ele afeta o ponto de
projeção [13]. A aquisição é modelada binariamente, i.e.,
codifica-se a interceptação ou não do centro da célula pelo
raio, simplificando o algoritmo. A cada iteração, a solução
anterior é vetorialmente projetada no hiperplano atual,
aprimorando assim a solução. [8], [13], [16]. No SIRT, todos
os pontos de projeção de uma interação são considerados
para uma correção média para a solução [13]. Isso reduz
a manifestação de erros inatos da aproximação binária
[13]. O SART emprega elementos bilineares (em vez de
pixels isolados) na reconstrução [1]. Assim, requer poucas
iterações para obter uma solução satisfatória, perdendo
qualidade com o aumento das iterações [13]. O BART pro-
cessa subgrupos, blocos, ou regiões da área de sondagem
em vez de toda a área, visando processamento fracionado e
paralelo. Cada bloco é processado usando o ART ou SIRT.
O processamento de todos os blocos da área de sondagem,

independentemente, compõe uma iteração do algoritmo
BART para a área total. Utilizamos as implementações
ART, SIRT e BART da biblioteca Python TomoPy [10],
já a SIRT advém da Python Sci-Image [20].
Alguns algoritmos de reconstrução adotam o prin-

ćıpio de Maximum Likelihood Estimation, como o
Maximum-Likelihood Expectation Maximization (MLEM)
[6], o Ordered-Subset Expectation Maximization Algorithm
(OSEM) [12], e o Penalized maximum likelihood (PML) [5].
Essas técnicas foram desenvolvidas para atender aplicações
de tomografia por emissão de pósitrons (PET), na qual
o objeto-alvo (paciente) se torna um emissor de radiação
(pósitrons). Consequentemente, por segurança, as medidas
(pontos de projeção) passam a ser muito baixas. Assume-
se um paradigma probabiĺıstico (com uma distribuição
de Poison) com múltiplas aquisições de cada ponto de
projeção e aplica-se o EM (Expectation Maximization)
para encontrar o máximo da função de máxima verosi-
milhança [6].
Considera-se que as observações y = {y1, . . . , yn} são

produzidas por um processo com distribuição de probabi-
lidades (conjunta) desconhecida que pode ser modelada
usando um vetor de parâmetros ϕ = [ϕ1, . . . ϕK ]. Mé-
todos MLE visam encontrar o vetor de parâmetros que
maximiza a função de verosimilhança (likelihood) fn(y,ϕ).
Na prática, emprega-se o logaritmo da mesma devido
a vantagens de cálculo e de implementação. Aqui, cada
ponto do sinograma é considerado como o valor médio que
resultaria das múltiplas medidas do feixe correspondente.
O MLEM emprega EM para obter a solução MLE

iterativamente [6]. O OSEM deriva do MLEM com o
ordenamento de subconjuntos de amostras (OS, Ordered
Subset), visando a redução do tempo de convergência [12].
Enquanto o MLEM processa as projeções adquiridas de
forma conjunta. O OS aplica uma sequência de reconstru-
ções usando subgrupos ordenados de medidas por iteração.
A reconstrução obtida com um subgrupo é o ponto partida
para a reconstrução com o subgrupo seguinte [12]. Os
métodos PML (Penalized maximum likelihood) inserem pe-
nalidades à solução MLE. O PML-Q (PML with Quadratic
penalty) aplica uma penalidade quadrática [8] e o PML-
H (PML with weighted Linear and Quadratic penalties),
adiciona ao PML-Q uma penalidade linear (o H se refere
a ”Hı́brido”) que melhora a estabilidade e a qualidade
das reconstruções às custas de um esforço computacio-
nal extra [5], [8]. As variantes OSPML-Q (OSPML with
Quadratic penalties) e OSPML-H (Ordered Subset PML
with Weighted Linear and Quadratic penalties) incluem
a OS ao PML-Q e PML-H, visando a redução do tempo
de convergência [5], [8]. Nos testes apresentados, usou-se
implementações dos métodos MLEM, OSEM e as variantes
PML da biblioteca Python TomoPy [10].

Encontramos ainda algoritmos baseados em gradiente,
como o Gradient Descent (GRAD) [2] e o Conjugate Gra-
dient Least Squares (CGLS) [11]. O GRAD utiliza o gra-
diente descendente para encontrar a solução do problema
inverso (a imagem da seção-reta do objeto-alvo) [15].
Computam-se as derivadas parciais do erro médio quadrá-
tico entre a projeção provinda do processo de aquisição e
a projeção com base na imagem reconstrúıda para obter
uma correção que aprimora o resultado. Esse processo é
iterado até alcançar um erro mı́nimo ou uma quantidade
pré-definida de iterações [2]. O CGLS emprega o gradiente
conjugado Conjugate Gradient (CG), adequado para oti-
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mizar problemas de mı́nimos quadrados [2]. O CG aplica o
gradiente descendente num espaço ortogonal [2]. Usamos a
implementação GRAD da biblioteca Python TomoPy [10]
e a CGLS da biblioteca ASTRA Toolbox [19].

Há ainda métodos para a resolução do SEL de aqui-
sição usando regularização de Tikhonov (TIKH) [22] ou
Total Variation (TV) [4]. A regularização Tikhonov visa
corrigir instabilidades na solução iterativa do SEL mal-
condicionado, como os de natureza inversa [2]; reduz-se
o espaço de soluções usando informação a priori sobre
elas [2]. Essa informação é adicionada à função de custo
mı́nimo quadrático e a solução é, em geral, obtida usando
decomposição em valores singulares. Isso impõe um com-
promisso entre o erro de reconstrução e os componentes
de alta frequência, com redução de definição de bordas,
cujo balanceamento depende da força da regularização
[14], [22]. A TV mede a variabilidade da imagem, i.e.,
totalizando as diferenças em adjacências [2], [4]. Com a TV
reconstrói-se melhor as bordas [4] pois, apesar de que em
bordas o termo regularizador (gradiente) ser localmente
acentuado, penaliza-se o somatório dos gradientes, preser-
vando as arestas. Alguns, sugerem que a TV é fortemente
adequada para problemas de reconstrução de imagens [2],
[4]. As implementações do TIKH e do TV utilizadas nos
testes advém da biblioteca TomoPy [10].

III. Metodologia de Avaliação

A. Implementação do Método de Aquisição PBG

Simulamos o processo de aquisição via software. A
implementação em Python (versão 3.10.0) utiliza funções
da biblioteca TomoPy [10]. O processo de aquisição é
bidimensional visando a obtenção de um corte. O com-
primento da aresta dos pixels define também a largura do
feixe de sondagem. Emprega-se 360 ângulos de projeção
uniformemente espaçados. Cada ângulo define uma reta
auxiliar ρ, na qual são dispostos 128 feixes paralelos entre
si uniformemente espaçados. As projeções resultantes são
normalizadas entre 0 e 1.

1) Objetos-Alvo: Foram escolhidos os objetos-alvo ad-
vindos de monitoramento de qualidade de peças (Engrena-
gem), reconstrução de plantas (Horus), e exames médicos
(Phantom). Eles são apresentados na Figura 2.

Fig. 2: Objetos-alvo Engrenagem, Horus e Phantom

2) Sinogramas: Para cada objeto-alvo, a simulação da
aquisição produz o sinograma ı́ntegro que podem ser vis-
tos na Figura 3; na qual, na primeira coluna, de cima
para baixo, temos os sinogramas de Engrenagem, Horus
e Phantom.

3) Reconstruções: Ilustramos as reconstruções obtidas
por cada um dos métodos discutidos a partir do sinograma
original do objeto-alvo Horus na Figura 4. Quaisquer
diferenças de qualidade observadas advêm exclusivamente
de aspectos próprios dos algoritmos de reconstrução.
Destacam-se dois defeitos: a perda de definição nas bordas
(blurring) e a formação de uma região circular causada
pela diferença radial da densidade de feixes por pixel.

Fig. 3: Na esquerda, temos os sinogramas ı́ntegros dos
objetos-alvo Engrenagem, Horus e Phantom e, na direita,
os corrompidos por erro ńıvel 5 (Tabela I).

Fig. 4: Reconstruções do sinograma ı́ntegro do objeto-
alvo Horus com os 16 algoritmos avaliados. Por ordem
de escrita: CGLS (01 iteração); FBP e GRIDREC (não
iterativos); SIRT, BART, MLEM, OSEM, TV, OSPML-
H, OSPML-Q, PML-H, PML-Q, TIKH, GRAD, SART e
ART (todos com 25 iterações)

4) Modelagem da Corrupção na Aquisição: Neste traba-
lho, interpreta-se o rúıdo como incidente no ato de medida
em si; ele corrompe o sinograma. Cada sinograma original
é corrompido usando rúıdo branco Gaussiano de média
zero com diferentes potências de forma a variar a PSNR
(razão sinal rúıdo de pico). Ajusta-se o PSNR a partir do
desvio padrão do rúıdo. Usamos um espaçamento de 4dB
entre os ńıveis de rúıdo – o espaçamento foi estabelecido a
partir da capacidade de identificação visual de diferenças
entre os sinogramas originais e os corrompidos, eles são
apresentados na Tabela I. Posteriormente, exemplificare-
mos o processo para obter as curvas de análise de qualidade
do MSSIM para o quinto ńıvel de corrupção.

TABELA I: Nı́veis de corrupção dos sinogramas.

Nı́vel Desv. pad. PSNR (dB) Nı́vel Desv. pad. PSNR (dB)
1 0.0224 36 2 0.0352 32
3 0.056 28 4 0.089 24
5 0.16 20 6 0.22 16
7 0.355 12 8 0.62 8
9 1.0 4
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B. Avaliação da Qualidade das Reconstruções:

1) SSIM: O Structural Similarity Index, é uma métrica
de avaliação da qualidade de imagens que emprega ca-
racteŕısticas estruturais e apresenta alta correlação com
a percepção da qualidade subjetiva (por pessoas) [21].

Decompõem-se as imagens em luminância, contraste e
estrutura. A diferença de luminância é avaliada por meio
das médias (µI e µÎ) dos pixeis das imagens comparadas

(I e Î). Similarmente, a diferença de contraste é obtida
comparando os desvios padrão das imagens (σI e σÎ). Já
a diferença estrutural é avaliada usando o produto interno
entre as duas imagens. Assim, obtém-se [21]

SSIM(I, Î) =
(2µIµÎ + C1)(2σIÎ + C2)

(µ2
I + µ2

Î
+ C1)(σ2

Iσ
2
Î
+ C2)

, (3)

onde σIÎ é a covariância entre as imagens e 0< C1 ≪1 e 0<

C2 ≪1 são constantes de regularização. É usual computar
o SSIM médio (MSSIM – Mean SSIM) visando obter um
indicador que concentre toda a informação de similaridade
estrutural da comparação executada. O MSSIM foi esco-
lhido por apresentar maior oscilação (diferenças) quando
se comparam os algoritmos de reconstrução que as demais
métricas (PSNR, médio erro quadrático, ou a média das
diferenças absolutas).

2) Índice de Qualidade Agregado: As referências sobre
métodos de reconstrução tomográfica apresentam três cri-
térios para escolher o método: a qualidade das reconstru-
ções, a velocidade de convergência e a estabilidade. Assim,
propõe-se um ı́ndice que permita agregar esses três fatores
graficamente para cada técnica de reconstrução. Definimos

Dq,e =

K∑
k=1

MSSIMq,e,k =

K∑
k=1

MSSIM(I, Îq,e,k), (4)

na qual, Îq,e,k é a imagem reconstrúıda a partir do si-
nograma com ńıvel e de corrupção (Tabela I) usando
o algoritmo q com k iterações. Assim, Dq,e agrega as
qualidades das reconstruções ao longo das iterações e a
velocidade de convergência. Em adição, se o algoritmo
q é estável na qualidade, a sequência Dq,e, e = 1 . . . E
dever ser decrescente, i.e., se o rúıdo aumenta, a qualidade
decresce (ou se mantém).

IV. Resultados

A. Curvas de Qualidade (SSIM)

As curvas MSSIM para os dez ńıveis de corrupção, por
50 iterações de cada algoritmo, são usadas para gerar
os ı́ndices de qualidade agregados, a Figura 5 ilustra a
curva de MSSIM (seu logaritmo) para a corrupção ńıvel 5
(Tabela I).

B. Índice de Qualidade Agregado

Os Índices de Qualidade Agregados para os três objetos-
alvo podem ser observados na Figura 6.

C. Tempo de Processamento de uma iteração

A Figura 7 traz os tempos de execução da primeira
iteração de cada um dos algoritmos testados.

Fig. 5: MSSIM das reconstruções com corrupção de ńıvel
5 dos sinogramas; do topo para baixo: temos os MSSIM
das reconstruções para Engrenagem, Horus e Phantom.

Fig. 6: Índices de Qualidade Agregados, de cima para
baixo: Engrenagem, Phantom e Horus.

D. Análise

Os resultados na Figura 7 indicam que os algoritmos
baseado em Fourier apresentaram o menor custo com-
putacional, por larga vantagem. O GRIDREC requereu
recursos computacionais duas ordens de grandeza menor
que a média dos demais algoritmos. Entretanto, o MSSIM
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Fig. 7: Tempo de processamento da primeira iteração.

atingido pelo FBP e GRIDREC fica muito aquém do
produzido por outros métodos, como podemos ver na
Figura 5, para os três objetos-alvo considerados. Con-
forme os resultados na Figura 5, o SART e o ART
apresentam ı́ndice de qualidade decrescente conforme as
iterações aumentam, já as variantes de métodos algébricos
SIRT e BART apresentam MSSIM decrescentes com as
iterações para dois objetos-alvo, crescendo somente para o
objeto Horus conforme as iterações aumentam. Ainda na
Figura 5, vemos que os algoritmos OSEM, OSPML-Q e
OSPML-H obtêm os melhores ı́ndices de qualidade para
poucas iterações e são superados conforme a quantidade
de iterações aumenta apenas no objeto Phantom, pelo
algoritmo PML-H e MLEM. Vemos na figura 6 que o grupo
de algoritmos baseado em MLEM apresentou perda de
qualidade significativa em função do ńıvel de corrupção,
mesmo assim preservando larga vantagem frente os demais
algoritmos. Essa vantagem foi observada em todos os ńıveis
de corrupção no sinograma Horus e para e < 7 nos
sinogramas Engrenagem e Phantom. OSEM e OSPML-
H apresentaram os melhores resultados do grupo MLE.
Observa-se, na Figura 7, que o OSPML-H possui custo
computacional 5,0% menor que o OSEM. Assim, sugere-se
que a abordagem probabiĺıstica no problema tomográfico
apresenta potencial significativo em um conjunto amplo de
aplicações com aquisições de uma única medida por ponto
de projeção, especialmente TWM. Nos testes, observamos
que o OSPML-Q apresentou instabilidade (no MSSIM) da
reconstrução de Phantom em baixos ńıveis de corrupção,
fato que pode decorrer da implementação empregada ou
da concentração de informação significativa em múltiplos
ńıveis de intensidade dos pixels, comum em aplicações na
área de saúde; tais fatos sugerem cautela na utilização
desse algoritmo. Os algoritmos das classes que empregam
métodos de gradiente e de regularização apresentam MS-
SIM intermediários entre os algoritmos das classes MLEM
e algébricos.

As curvas de ı́ndices agregados na Figura 6 indicam
perda de qualidade com o aumento do rúıdo no sinograma.
Vemos ainda que os métodos baseados em MLE além do
melhor desempenho, são estáveis. A exceção reside na re-
construção do objeto-alvo Phantom usando o OSPLM-Q.
Porém, para e ≥ 8 (PSNR≤8dB) outros métodos tornam-
se competitivos: o CGLS torna-se competitivo para a
imagem Phantom e os métodos baseados em regularização
tornam-se competitivos para Phantom e Engrenagem.

V. Conclusões

Neste trabalho, um método foi proposto e aplicado para
avaliar algoritmos de reconstrução inversa para aplicações
tomográficas em diferentes áreas. Dentre os 16 métodos
avaliados, foi observado que aqueles baseados em estima-
tiva de verossimilhança máxima (MLE) provêm o melhor

compromisso entre custo computacional e qualidade de
reconstrução. O modelo probabiĺıstico subjacente aos mé-
todos MLE não leva em consideração as especificidades do
processo de aquisição de cada área de aplicação conside-
rada. Dessa forma, o uso de um paradigma probabiĺıstico
espećıfico para cada aplicação pode ser uma oportunidade
de aprimoramento.
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