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RESUMO [3, pp. 77]. Esse problema pode ser abrandado através da
limitacdo da poténcia de saida do filtro adaptativo pela
fodificacéo da funcdo custo a ser minimizada. Isto leva a
filtro adaptativo FIR, utilizando o algoritmo Leaky LMS Tlima versao do algoritmo FXLMS com perda, denominada

filtrado. Esse algoritmo é usualmente utilizado para reduzir porLeakyFXLMS. . .

efeitos ndo desejaveis (instabilidade) provenientes da etapa d&M recentes analises do algoritmo FXLMS, tem-se
implementacao, por exemplo, erros decorrentes das operacdege€monstrado que a teoria da independéncia (TI), que &
aritméticas com precisdo finita, problemas de overflow, uma premissa considerada para simplificar a anélise
condicionamento do sinal de entrada, dentre outros. Tem-seestatistica do algoritmo LMS [4], ndo pode mais ser
demonstrado que a teoria da independéncia, extensivamentgtilizada para o caso filtrado [5-7]. Isto se deve & presencga
utlllzaQa na anéll§e de filtros FIR-LMS, ndo mais se apllca.ao das transferéncias em cascata com o filtro adaptativo [2],
caso .flltrado. Assim, qeste trabalho, os modelos desenvol,v.ldosgerando, assim, correlacdes no vetor de entrada que nao
ndo invocam tal teoria. Dessa forma, os modelos analiticos . . . .
obtidos apresentam um excelente casamento com 0s resultadOQOde.m ser desconsideradas. A teoria ~da lndelpe.ndenCIa
de simulacdes. considera que os vetores de entrada sdo estatisticamente

independentes.

1. INTRODUCAO Assim, neste trabalho sdo desenvolvidas expressdes

. . - ~ _analiticas para modelar os momentos de primeira e
O algoritmo LMS é amplamente utilizado na adaptacéo : o
i ! ; : segunda ordens do algorittheaky FXLMS, sem utilizar
dos coeficientes de filtros FIR adaptativos, os quais pode :
o o - lal teoria, resultando em modelos que apresentam um
ser encontrados nas mais diversas aplicagdes. O prmmpa?l -
: . excelente casamento entre os resultados tedricos e de
motivo da popularidade dessas estruturas decorre de sua ~
AR ) ~ simulagdes.
simplicidade de implementacdo. No entanto, nessa fase &
requerido tomar certos cuidados a fim de evitar alguns ;
efeitos indesejaveis que podem levar a instabilidade do 2. ANALISE
algoritmo. Como exemplo, pode-se citar os problemas
decorrentes da aritmética finita utilizada pelos 2.1 Descrigdo do Problema
processadores. O conteddo espectral insuficiente do sinal
de entrada também pode causar problemas deA Fig. 1 mostra o diagrama em blocos de um sistema de
convergéncia do algoritmo [1]. Esses problemas podem secontrole ativo que utiliza o algoritmo LMS filtrado. O
reduzidos pela utilizagdo de um fator de perda (“leakage”)bloco S agrupa as seguintes transferéncias: conversor
na expressdo de atualizacdo dos coeficientes do filtraD/A, amplificador de poténcia, alto-falante, microfone de
adaptativo. Dessa forma, obtém-se uma variante doerro e conversor A/D. A estimativa desse conjunto de
algoritmo LMS, chamado deeaky LMS [2]. Em certas  transferéncias é denotada @®13]. A notacéo utilizada é
aplicacdes de controle ativo de ruido, para as quais utilizayz seguinte:
se o algoritmo LMS filtrado (FXLMS), problemas
similares aos apresentados pelo LMS classico pOdemW(n):[V\()(n),V\i(r),---,vm_l(r)T:vetordecoeficientes
ocorrer na fase de implementagdo. Além do mais, na do filtro adaptativo
aplicacéo de controle ativo de ruido acustico deve se evitar :
a sobrecarga da fonte secundaria, mantendo, dessa forma,S¢ [So g $,|_1] : resposta ao impulso do caminho

operagdo na regido mais linear possivel do alto-falante secundario

Este trabalho propée uma modelagem analitica para descrever o
momentos de primeira e segunda ordens dos coeficientes de u



caminho secundario

S=H §-- %-ET : estimagao da resposta ao impulso do

X(n) = [X( N, X n=1),--, - N+ 1)]T : sinal de referéncia

XM =B (), % (n=1),--, % (n- N+l)aT:sinal de

d(n) : sinal primario - estacionario

referéncia filtrado

z(1n) : ruido branco estacionario, ndo correlacionado com qualquer

outro sinal e com varianoi .

Para a analise realizada, assume-se xqug € um sinal

gaussiano, estacionario com média zero e varidsici®s
sinais da Fig.1 podem ser descritos pelas seguintes

expressoes:

en=dn-y(n+ th

(1)

y(n=X"(NW(n=WT(nX(n, (2

y.(n)z“i% W - »:MngT(rr W(nJ @3

Como se pode observar, a funcdo custo classica é
penalizada através de um termo que é proporcional a
norma do vetor de coeficiente®/ . A constantey é
chamada de fator de perda, sendo seu valor positivo e
menor do que 1. Da Fig. 2 obtemos o valoretig¢ , dado

por:
e(n) = d(r)—g SXT( W, @)

Elevando (7) ao quadrado, calculando seu valor esperado e
substituindo em (6), temos a expressao da funcao custo em
funcdo dew . Se derivamos a funcdo custo em relacéo a
variavel independent®/ , e igualamos a zero, € facil obter

a expressao para os coeficientes étimos, dada por:

Wot = (ﬁ ss + yl )7115 s (8)

M-1M-1 M-1IM-1

onde R_= Z ZosisjE[X( - )X'(n- )]=;ZD SR,

ﬁszgsjE[dr)XT(n—)]:gng, e | €& a matriz

identidade. Note que os valores esperados nas expressdes
anteriores sdo determinados sem a utilizacdo da teoria da

X; () =ii$ (n=) (4) independéncia.
e d(n)
X =3 § (). (5) . »
d(n +z(n) A
X(n) / + i (n)
__,{ W(n) I I s *) X ()
y(r) WO T o _’[ w ]"[ S

LMS

X (n)

Fig. 1 - Diagrama em blocos do algoritmo LMS filtrado.

2.2 Vetor 6timo de coeficientes

Fig. 2 -Diagrama em blocos para determinar o vetor
6timo de coeficientes.

2.3 Momento de primeira ordem

A funcao custo que o algoritnb@akyFXLMS minimiza é
a versao instantanea da expresséo (6), dada por:

I(n) = E(N+W(n"W(n. ©)

Nesta secdo € derivada uma expressdo para o vetor 6timo
de coeficientes, para o qual o vetor de pesos do filtro

adaptativo deve convergir uma vez terminado o periodo dé*SSim, & equacdo de atualizacéo dos coeficientes pode ser
de€scrita da seguinte forma:

adaptacdo. Como ja mencionado, os fatores
instabilidade do algoritmo podem ser reduzidos pela
modificagdo da funcdo custo da seguinte forma [2-3]:

3= EE(n] + WW. (6)

W(n+1):W(n)—%:\‘/JV—((nr3)

=y W 16 ue 60X, 0).

(10)



Utilizando as equagbes (1)-(5) em (10), e chamandoprimeira ordem em funcdo de&/(n), utilizando (13),
v = (1-uy), obtemos a seguinte expressao: assume a seguinte forma:

M-1M -1

M-1
W(n+l)=VW(n)+uZ §d(nX(n-) E[V(n+1)]=vEHV(n] -HZ Z) SR BV m)l (14)
MMl o1 ] ) o
—HZ Z%X (= X" (=W (- i) (11)
=0 1= 2.4 Expressao del(n) em funcdo deV(n)
+uM_lé 2(X (- ). Nesta se¢do, vamos representar a fungdo custo instantanea,
; Eg. (9), em funcdo do vetor de erro nos coeficientes.
Assim, poderemos obter a forma da expressdo do momento
A condicdo para o parameto é |v|<1. Desta forma, de segunda ordem para o vetor de erro. Entdo, a partir da
quando &n)X,()=0, n>N, na Eq. (10) pode-se gxpresséo (9), (11) e da definicdo do vetor de erro, obtém-

e:
observar que W(N+k)=v*W(N) tende a zero para

k - o . Calculando o valor esperado de (11), obtemos o (M =E K O]_Z; # VO )i]_z, & W

momento de primeira ordem dos coeficientes do filtro M_1M 1 o ot .
adaptativo, dado por: +zﬂ ,ZOS% tr{ Ri< BV (0= jjw }+ Z)Zo PP t{ Ry W }
+ Z ;sqtr{ R, W, ERVT (n- i3}

E[W(n+1)] =vEW( ] +p§1;@_i 4 f
M-1M -1 ) (12) + ; ;351 tr{ R, ERV (n= jVT (n- i)ﬁ}+o§

THY 2 S8R EW G- syr{ENV (VT )]+ BV (W +w B Tl w w )
(15)
Para obter (12) foram utilizadas as seguintes suposi¢oes: Da Eq. (15), pode-se observar que a funcdo custo depende
i) levar em conta as correlagBes entre os vetores dele termos contendow, e E[V(n-)], oS quais S&o

entrada,X(n- j) e X(n-i); determinados  pelas expressdes (13) e (14),

ii) ignorar a correlacdo entre os vetor#$(n-i) e respectivamente. Também, é necessario conhecer o

X(n-j) ou X(n-i). momento de segunda ordem, cuja expressdo geral é
E[V(n- )V'(n-i)] para i,j=0,-M -1. A proxima

Estas conjecturas estdo fundamentadas através de- _ bietivo d . val d
extensivas simulac6es em [7]. A partir de (12), pode ser>€Gao0 tem por objetivo determinar tal valor esperado.
determinado o valor em regime permanente para 0S

cpeficientes . do filtro adaptativo ) fazendo 2.5. Momento de segunda ordem d¥ (n)
lim EfW(n+1)] =lim EW( )] =W Assim, obtém-se a

o "

Subtraindow,_ de ambos membros da Eq. (11), e a partir

da definicdo do vetor de erro nos coeficientes, a expresséo
paraV(n- j) é dada por:

seguinte expressao:

W, = (ﬁ sty )71|5As7 (13)
) ) V(n-j)=wW(h-j-D)-mw,
d R M-1M-1 R HX( . )XT( . )] M—lM—1$A$ e [M'l

onde Rg= S5 = SR A L i e

IRE 2,2, $Ru +uD3 X (== j=1d (- =)
B=S8HAd)X(n =5 . Note que (13) & 555X (- - j- K7 6 ke -

JZJJ ;%; que (13) > > sEX O - im X om ke

idéntica & (8) quandé = S. Essa condigio corresponde ao ST 88X - 1- - X k- - ¥ (- k- |- 1)
caso ideal de estimacao perfeita do caminho secundario. zz
Da mesma forma que em [7], as expressdes para 0 M e i a0
momento de primeira e segunda ordens sédo +;$X(n ==z 1)%

substancialmente mais simples quando colocadas em (16)
funcdo do vetor de erro nos coeficientes. Esse erro é

definido por V(n)=W(n)-W,. Note que esta sendo Também determina-se o valor parav'(n-i).
utilizando w, ao invés dew,, . Dessa forma, tem-se uma Calculando-se o produtd(n- j)V'(n-i) e tomando o seu
condicdo mais geral de andlise. Assim, o momento devalor esperado, obtém-se a expressao geral para determinar



E[V(n- )V (n-1)] 0Oi,j. Os momentos de quarta ordem K _ K - Mool "
da variavelX(n) sdo obtidos pelo teorema de fatoracdo de  '** (W) =K ia(n =) umzo Z, SR 0K o (0D
momentos para variaveis gaussianas [8]. Pela utilizacéo de (29)
(13) sao cancelados os termos contefdo e E[V(n)].

Tambem, definindo a notagao Desta forma, as equagfes (13), (14), (18) e (19) permitem
— _ T _ [ ) ’
K (m=BV(n=)vi(n=)l, podemos obter —uma determinar o comportamento da funcdo custo (Eqg. (15))

expressdo mais compacta para o momento de segunqgra o algoritmd.eakyFXLMS.
ordem do vetor de erro nos coeficientes, dada por:

M-18i-1 3. RESULTADOS EXPERIMENTAIS
Kj,i(n):VZKj;(n_l)'Vu $K i (MR,
) Z’ z Dois exemplos de identificacdo de sistema foram usados
VHEMZ:SKERHKM " 1 para avaliar o modelo analitico proposto. Nestes exemplos
2 ' séo utilizados diferentes valores para o paramgtrassim
M-1M-1M -1M -1 . . . - .
ﬂzz zo ZD 555 5(RiK s (T B como diferentes sinais de entrada (ruidos branco e colorido
=0 =0 =0 = ' gaussianos). Para todos os exemplos, o sinal de entrada
R Kmsige NE R possui variancia unitaria. O ruido de medigdo é branco
+R,+i_l_Jtr{Km+i,k+,- n+ Rl)+i-k_j}) com variancia 0,0001.
EUE _ _ Exemplol: A planta _ utilizada _é dada  por
8 ;;S(SRM—j—k Hz(m + Dz(r | 1) [1; 0,8; 0,6; 0,1 0,2]0 caminho secundario®=[1;-0,5] e

(17) sua estimativaS=[1;-0,3]. O sinal de entrada é um ruido
branco. O valor maximo da taxa de aprendizagem,
Note-se que a Eq. (17) ndo depende apenas de termos dgterminado de forma expe’rimental para a manutencéo da
tipo K, (n-1), ela também depende de termos do tipo estabilidade do algoritmo, &,,=0,1. O valor utilizado
neste exemplo €0,51,,. Para o parametroy foram
utilizados o0s seguintes valored,16 e 0,016. Os

- L - resultados de simula¢des séo apresentados na Fig. 3. As
utilizada para a determinacdo desses Ultimos termos. Ess‘glgs' 3(a) e 3(b) mostram os resultados obtidos por
procedimento leva a uma expressao recursiva Comend%imulagﬁes (média de 100 realizacdes), o modelo
infinitos termos, o que representa um incpnvenient_e Pargytilizando a Tl e o modelo proposto (Eq. (12)). Nessas
esse ,modelo. Em [7] tal probIeNma tem §|do soluuonadoﬁguras pode-se verificar a predicdo do valor em regime
através do uso de uma equacdo associada para obter g8:manente para os coeficientes do filtro adaptativo, dado
termos K, (n-1). Tal equacdo € obtida pos- nejq Eq. (13), sendav, =[0,80;0,98,0,910,47;0,028para

multiplicando (16) porV'(n-k-1i) e tomando-se 0 seu =016 e W, =[0,981 25:1,20:0,68;0,12]para y = 0,016,

K j K+ (n-1) ou K J+k,|(n -1, onde
K (n-1)=K T, (n-1). Em [6], a Eq. (17) é também

jk+

valor esperado. Assim: respectivamente. E interessante observar a mudanca do
valor de w, em funcdo do fator de perda. Também,
EV(n- V' (n-k= )] =VEV( "= <)V (- k=] dess~as figuras pode-se observar que o modelo que utiliz,a.a
_ o TI ndo representa adequadamente o comportamento médio
S EX( M E A PO B (el dos coeficientes, como ja tinha sido demonstrado em [5-7].

Por outro lado, o casamento entre o modelo proposto, sem

S S S FEX( b DX (e e FDIBY (e w5V (R k) . ' \ ;
& considerar a Tl, e as simulagdes é muito bom. A Fig. 3(c)

—ul:g'gsﬁs BX(n-  =DXT (- m- FOW, BV (e ke )] ilustra as curvas correspondentes ao erro médio quadratico
_ _ obtido a partir das Egs. (15), (13), (14), (18) e (19), e
Uy SEX(mmm PO E g £ B K] através de simulacdes pary=0,16 e y=0,016.
-V EVT (n= k=) Novamente, nota-se uma boa correspondéncia entre as
(18) simulagbes e o modelo proposto. Da Fig. 3(c), podemos

observar o efeito que o fator de perda exerce sobre o erro

Utilizando a notag3o anteriormente proposta e a Eq. (13)Ninimo. Na medida em qug - 0 o algoritmo Leaky
pode-se reescrever (18), como segue: FXLMS se aproxima do desempenho do FXLMS.
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Fig. 3-(a) e (b) Evolucdo deE[w(n)] para y=0,16 e
y=0,016, respectivamente. Linha irregular: simulagdo
(média de 100 realacdes). Linha cinza clara: modelo
usando a TI. Linha cheia: modelo proposto, Eq. (12). (c)
Erro médio quadratico. Linha cinza irregular: simulagao.
Linha cheia: modelo proposto.
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Fig. 4 -(a) e (b) Evolugdo deE[w(n] para y=0,22 e
y=0,11, respectivamente. Linha irregular: simulacéo

(média de 100 realacdes). Linha cheia: modelooposto,
Eq. (12). (c) Erro médio quadratico. Linha cinza irregular:
simulacéo. Linha cheia: modeloogposto.



Exemplo2: Neste exemplo € utilizada a mesma planta do[4]

Exemplol. Agora, vamos assumir que= S=[1,0,5]. O
sinal de entrada é um ruido colorido gerado a partir de um
processo AR de segunda ordem, dado
x(nN=axn-1)+ aXn2)+ { Hn, onde u(n) & um ruido
branco com varianci@,0122. Os coeficientes do processo
AR s80: a =-1,8442 e a,=0,95; e a dispersdo dos
autovalores é de 30. Para este cagq, =0,09

(determinado de forma experimental) sendo o valor[6]

utilizado igual a0,14,,,. Os valores pargy séo 0,22 e
0,11. As Figs.4(a) e (b) mostram as curvas

correspondentes a evolucdo temporal dos coeficientes do
filtro adaptativo; onde a linha irregular corresponde aos

resultados de simulacdes (média de 100 realizacdes) e ﬁ]

linha cheia o modelo proposto. A partir dessas figuras
pode-se observar que o0 modelo proposto representa

adequadamente o comportamento médio dos coeficientefs]

do filtro adaptativo. A partir da Eg. (8), o valor em regime
permanente é W, =[0,73;0,545;0,30;0,045; 0,194]para
y=0,22 e W, =[0,77;0,55;0,29;0,033 0,197] para
y=0,11, respectivamente. Dos resultados apresentados,
fica evidente que o modelo proposto fornece uma boa
predicio do comportamento do filtro adaptativo,
permitindo estudar de forma confiavel o desempenho do
algoritmo Leaky FXLMS sob diferentes condi¢cbes de
operacao.

4. CONCLUSOES

Neste trabalho, é apresentado um modelo analitico para
descrever os momentos de primeira e segunda ordens do
algoritmoLeakyLMS filtrado (LeakyFXLMS). O modelo
proposto é derivado ndo considerando a teoria da
independéncia, que é extensivamente utilizada na analise
de estruturas FIR-LMS convencionais. A modelagem
proposta apresenta uma boa concordancia com os
resultados obtidos por simula¢cbes tanto para sinais de
entrada brancos quanto para coloridos.
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