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RESUMO

Pimentel apresentou um procedimento para se determi-
nar a capacidade de canais discretos (sem ruido) com
restricoes de seqiiéncias permitidas. Este procedimen-
to, que se utiliza de técnicas combinatoriais, difere da-
quele desenvolvido por Shannon por ndo necessitar da
descri¢ao do canal através de diagrama de estados fini-
tos (ou matriz de transicdo). Neste artigo, mostramos
que este procedimento pode ser facilmente adaptado
para o caso de alfabetos com simbolos de duragoes dis-
tintas, que tem como exemplo um sistema de comu-
nicagdo com um laser de CO» cadtico. A partir das
restricoes de seqiiéncias do laser, que sdo conhecidas,
determinamos a capacidade de canal deste sistema. Na
literatura, estas restrigoes sao simplificadas para tornar
possivel o célculo da capacidade. Os nossos resultados
comprovam que estas simplificacdes sdo aceitaveis.

1. INTRODUCAO

O canal discreto sem ruido (DNC, do inglés discre-
te noiseless channel) foi primeiramente estudado por
Shannon em seu aclamado artigo de 1948 [2]. O DNC
admite a transmissao sem ruido de certas seqiiéncias
de simbolos de duragdes possivelmente distintas per-
tencentes a um alfabeto ¢g-drio. Seja A um conjunto de
g simbolos representando este alfabeto. Suscintamen-
te, diremos seqiiéncias sobre A. O conjunto de todas as
seqiiéncias sobre A permitidas pelo DNC serd denotado
por . Shannon considerou apenas os conjuntos S que
pudessem ser descritos de maneira compacta, através
de um grafo com um determinado numero de estados,
com ramos orientados interconectando estados, cada
ramo rotulado com um simbolo de A. S é entdo o con-
junto de todas as possiveis seqiiéncias obtidas a partir
de caminhos no grafo.
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A capacidade do DNC, denotada por C, foi definida
por Shannon como [2]:

% (bits/s), (1)

onde N(T') é o nimero de seqiiéncias de duracdo T
segundos em S. C representa a taxa maxima de trans-
missdo de informacdo (em bits por segundo) através
do DNC. Shannon propdés uma técnica para determi-
nar N(T) (e dai C) que usa uma matriz, denominada
matriz de transicdo, definida a partir do grafo que re-
presenta o DNC. A capacidade é dada por log, A, onde
A é o maior autovalor positivo dessa matriz de tran-
sicao.

Em certas situagoes praticas, um grafo que repre-
sente S pode nao estar disponivel ou nao ser facilmen-
te obtido. Alternativamente, o DNC pode ser repre-
sentado por uma lista finita de L sub-seqiiéncias (ou
“strings”) proibidas sobre A, descritas pelo conjunto
F ={fy, -, £} (ver, por exemplo, Lind e Marcus [4],
Secao 1.2). Nesta nova representagio, S é formado por
todas as seqiiéncias sobre A que ndo possuem como
sub-seqiiéncia nenhum dos “strings” em F.

Recentemente, Pimentel [1] apresentou um procedi-
mento para se determinar a capacidade do DNC quan-
do este é representado pelo conjunto proibido F. Atra-
vés deste procedimento, que se utiliza de técnicas com-
binatoriais, a capacidade é expressa pela maior raiz real
positiva de um polinémio cujos coeficientes sao deter-
minados diretamente a partir do alfabeto A, das du-
racoes de cada simbolo em A, e do conjunto proibido F,
que definem o DNC. Em [1], apenas o caso de simbolos
de mesma duracao foi considerado.

Neste artigo (Segdo 2), mostramos que o procedi-
mento apresentado em [1] para se obter a capacidade
do DNC pode ser facilmente adaptado de modo a con-
siderar alfabetos com simbolos de duracoes distintas,
que é o caso, por exemplo, de um sistema de comuni-
cacdo com um laser operando em uma regido (ou ja-
nela) cadtica ([10], Sec. 2.1). A Secdo 3 descreve as

C = lim

T—o0



questoes fundamentais de tal sistema, no que diz res-
peito ao célculo de capacidade obtido em [8][10]. Ve-
remos que as restricoes das seqiiéncias produzidas pe-
lo laser sao naturalmente representadas por conjuntos
proibidos F, o que torna o procedimento da Secao 2 pa-
ra calculo da capacidade mais atraente do que aquele
proposto por Shannon. Em [8][10], foram construidos
grafos a partir dos conjuntos proibidos, e a capacidade
foi entdo calculada usando o procedimento de Shannon.
Para tornar simples a construcdo dos grafos, de Moraes
[8][10] comsiderou certas simplificagbes nas restri¢oes
das sequiéncias, o que provoca uma perda na capacida-
de de canal. Usando o procedimento da Secdo 2, quan-
tificamos esta perda e mostramos que ela é aceitavel,
principalmente se considerarmos que as simplificacoes
nas restricoes das seqiiéncias implicam em uma cor-
respondente simplificacio na construcao de cddigos sa-
tisfazendo as restrigoes. Discutimos estas questoes na
Secao 4. Finalmente, na Secdo 5, concluimos o artigo.

2. CALCULO DA CAPACIDADE — O CASO
DE SiMBOLOS DE DURACOES DISTINTAS

Nesta secao adaptamos o procedimento apresentado em
[1] para se determinar a capacidade do DNC, quando
este é representado pelo conjunto proibido F, para o
caso de simbolos de duragoes distintas. Vamos supor
que sejam dados os conjuntos A4, S e F, e a duracio
7(a) (pertencente aos reais) de cada simbolo a € A. A
duracao de qualquer seqiiéncia o = ajas - - - a,, de com-
primento n em S (ou em F) é 7(0) = 7(a1) + 7(az) +
-+-7(a,). Definimos a série geradora de S, usando a
transformada discreta de Laplace [3] (DLT, do inglés

discrete Laplace transform) na base 2, como?:

C(s)=)Y 27°7 = S N(T)2~°", (2

€S T>0

para s > 0. Para a classe de canais em apreco, C(s)
pode ser expressa por C(s) = P(s)/Q(s), onde P(s) e
Q(s) sdo polinémios relativamente primos na variavel
27%. A seguir, apresentamos uma expressdo explicita
para C(s).

Definicao 1 A DLT para o conjunto A é dada por:
Py(s) = Y 2777,
ac€A

Definicao 2 Sejam f; e f; duas “strings” em F. Se
f; e f; podem ser segmentadas como f; = ab, f; = bc,
para “strings” a, b e ¢ de comprimentos nao nulos, o

1Usamos a base 2 aqui para que a capacidade seja expressa em
bits/s. Em [3] a base adotada é e = 2,71828 ..., e a capacidade
é expressa em nats/s.

produto de concatenacao com superposicao, denotado
por ®, € definido como f; ® f; = abc. Note que para o
mesmo par f; e f; pode haver mais de um produto. O
conjunto de todos os possiveis produtos f; @ f; é deno-
tado por G, para i,j € {1,2---,L}. Definimos C(s)
como uma matriz L x L cujo elemento (i,7), denotado
por [C(s)];, €

[C6)iy = D

f;®f;€ G 5

95 7(a) )

Uma expressao explicita para C'(s) é dada no préximo
teorema.

Teorema 1 A DLT C(s) para o conjunto S é dada
por:

O )
= (=Pt Y 04O B

1<4,j<L

onde ®(s) = diag(2—*7(T) 2-57(8) ... 2=s7(fL)) gymg
matriz diagonal.

Prova: A prova, no que diz respeito ao uso de técnicas
combinatdrias, segue os mesmos passos da prova do
Teorema 1 em [1]. Para acomodar o caso de simbolos
de duracoes distintas, a funcio w (o), definida em ([1],
Secdo 2.1) como sendo o comprimento da seqiiéncia o,
foi simplesmente substituida por (o), ou seja, pela du-
racdo de o. As Defini¢gdes 1 e 2 e a definicdo da matriz
P(s) j4 se apresentam na nova forma. Isto basta para
que (3) seja uma expressao vélida visto que, & parte
do emprego de propriedades combinatérias, a conta-
gem das seqiiéncias feita em [1] depende unicamente
da propriedade elementar de multiplicacdo polinomial:
z%z? = 227t onde z® e 2P representam as funcdes ge-
radoras de duas seqiiéncias com caracteristicas a e b,
respectivamente, e 2% a funcio geradora da seqiiéncia,
concatenada, que tem caracteristica (a+b). Obviamen-
te, a propriedade vale quer a caracteristica represente o
comprimento quer represente a duragdo da seqiiéncia.
Q.E.D.

Comentdrio 1 Nas funcdes geradoras em [1], = re-
presenta o nucleo de uma transformada, cuja forma
especifica € irrelevante no que tange a contagem das
seqiiéncias. Aqui estamos usando x = 2~° por conve-
niéncia.

A capacidade do DNC é dada no préximo teorema, cuja
prova é fornecida no Apéndice A.

Teorema 2 A capacidade do DNC € dada por:

C =« bits/s,



onde o é a maior raiz real positiva de Q(s). Uma ex-
pressao explicita para Q(s) seque do Teorema 1:

Q(s) = (1 — Pa(s)) det(I + C(s))+
> [cof(T+C(s))" ®(s)]:s

1<ij<L
onde cof (X) denota a matriz dos cofatores de X.

Para ilustrar o método, vamos determinar a capa-
cidade do canal telegrafico de Shannon [2], definido
por A ={d, D, s, S}, denotando “dot”, “dash”, “letter
space” e “word space”, respectivamente, com duragoes
7(d) = 2, 7(D) = 4, 7(s) = 3 e 7(S) = 6. A res-
tricao é de que dois “spaces” consecutivos nao sejam
permitidos. Assim, o conjunto proibido serd dado por
F = {ss,85,5s,55}. A DLT para A é:

PA(S) — 2723 + 2743 + 2735 + 2765_ (4)

Os conjuntos G; ;’s sdo:

g171 = {888} 91,2 = {SSS} 91,3 =

G4 = 0 Go,1 = 0 Go2 = 0

Gos ={sSs} Goa={sSS} G31 ={Sss}
g3,2 = {555} g3,3 =0 g3,4 =0

Gap =10 Gip =10 Ga3 = {SSs}
Gaa = {SSS}

A matriz C(s) é entdo:

2—38 2—33 0 0
0 0 2—38 2—33
C(S) = 2—68 2—63 0 0 (5)
0 0 276s 2765

e ®(s) = diag(2755,2795 2795 27125,
Substituindo-se (4), (5) e a matriz ®(s) na expressio
(3), encontramos:
P(s)
Q(s)

C(s)

142735 42765

1— 2725 _ 2745 _ 275s _ 277s _ 2785 _ 2710s

A capacidade? é portanto a maior raiz real positiva de
Q(S) -1- 272s _ 2745 _ 275s _ 2775 _ 278s _ 2710s

)
ou seja, 0.538936 bits, que é o mesmo valor encontrado
por Shannon [2].

3. SISTEMA DE COMUNICAGCAO COM
UM LASER CAOTICO

“Comunicacoes com caos” tem recebido uma crescen-
te atencao nos ultimos anos. Um dos métodos de se

2Devemos observar que se as duracdes dos simbolos fossem
dadas em segundos, a capacidade seria expressa em bits/s

trasmitir informacao utilizando sistemas caoticos foi
proposto por Hayes, Grebogi e Ott [5]. Eles usaram
a idéia de controle de caos por pequenas perturbacées
[6] com o propdsito de gerar érbitas cadticas contro-
ladas cuja representacao simbélica correponde a codi-
ficacio de uma messagem desejada. Em [5], foi de-
monstrado que na auséncia de controle, ou seja, quando
o sistema cadtico evolui livremente, certas seqiiéncias
de simbolos representando as érbitas no atrator nun-
ca sao produzidas. Diz-se entao que o sistema cadtico
possui uma gramatica, ou linguagem propria. As tra-
jetorias correspondentes as seqiiéncias de simbolos per-
mitidas desenham o atrator. Para que o controle de
caos seja eficiente, ou seja, usando-se apenas peque-
nas perturbacoes, de modo que a estrutura topoldgica
basica do atrator nao seja alterada, é necessario que
as seqiiéncias de simbolos codificadas facam parte da
mesma gramatica do sistema livre de controle. Normal-
mente, considera-se que este sistema de comunicacdo é
livre de ruido. Como podemos observar, este sistema
de comunicacao corresponde a um caso particular de
DNC, abordado na Secao 2.

Recentemente, o laser de CO5 com absorvedor sa-
turdvel [7] foi analisado segundo o médtodo de comu-
nicacdo com caos proposto por Hayes, Grebogi e Ott
[5]. As quatro equagoes diferenciais ndo lineares que
descrevem o comportamento do laser de CO» [7][10]
foram simuladas numericamente [8] por de Moraes, e
através de implementacdo em circuitos analdgicos [9]
por de Moraes, Oliveira Neto e Rios Leite, em trés ja-
nelas cadticas, cuja selecao é feita através da variacao
de um parametro de controle: a taxa de bombeamen-
to [7]. Os conjuntos proibidos para as janelas cadticas
¢, @ e ¢ obtidos por de Moraes foram, respec-
tivamente:

o 7 = {10100}
o F» = {120,201, 202, 2000, 2001}

o 7 = {0010,0100,0101,0201,1021, 1201, 1211,
2011,2013,2101,2112,2121}

As duragoes dos simbolos sdo 7(0) = 1, 7(1) = 1 +
2/3, 7(2) = 1+ 4/3 e 7(3) = 3, onde por questio
de simplicidade as duracoes foram normalizadas pela
duracdo do simbolo “0”, que no caso do laser de CO-
real é de aproximadamente 10us.

De Moraes considerou duas simplificacoes nas res-
tricoes das seqiiéncias do laser, nas janelas caéticas C'?)
e C®), que resultaram nos seguintes conjuntos proibi-
dos simplificados:

o Fp = {20}
o F3={01,21}



Pode-se verificar facilmente que as restricdes Fo e F3

ainda sdo satisfeitas. Por exemplo, note que se a “string”

“20” nao ocorre em uma dada seqiiéncia, entdo nenhu-
ma das “strings” em F5 ocorre nesta mesma seqiiéncia.
Para F, e F3, de Moraes encontrou as seguintes capa-
cidades de canal®: Cy, = 0.8974 bits e C3 = 0.9052
bits.

4. CAPACIDADE DO LASER — ANALISE
COMPARATIVA

Nesta secdo usamos o método da Secao 2 para determi-
nar a capacidade dos canais com conjuntos proibidos
Fo e Fs, apresentados na secdo anterior. Assim, po-
demos quantificar as perdas de capacidade em [8][10],
onde foram usadas as restricoes simplificadas F» e Fs.

Cilculo para Fo

Neste caso, A ={0,1,2}, 7(0) =1, 7(1) = 1 + 2/3,
7(3) = 1+ 4/3 e F» = {120,201, 202,2000,2001}. A
DLT para A é:

PA(S) — 277(0)3 + 277(1)5 + 277'(2)3- (6)

Os conjuntos G; ;’s ndo vazios sao:

G1,2 = {1201}
Gi,5 = {12001}
Gs,3 = {20202}
Gs.1 = {200120}.

Gis = {1202}  Gi4 = {12000}
Goq = {20120}  Gso = {20201}
Gs.4 = {202000} Gs.5 = {202001}

A matriz C(s) é entdo:

C(s) = 0 Uo(s) Wa(s) Wa(s) Wa(s)
0 0 0 0 0
U3 (s) 0 0 0 0
(7)
®(s) = diag(V4(s), ¥a(s), ¥5(s), Us(s), Ur(s))
onde

Uy (s) =2~ s7( \1:2( ) = 2=s(7(0)+7(2))
(S) — 2 3(27-(0)+T(2)) \1’4(.9) —9- s(T(1)+T(2)+T(O))
Ts(s) = 2T(2)+T(0)) , Ug(s) =2 sGBT(0)+7(2) ¢
Ty (s) = +2r(0)+r(1))

Substltumdo se (6), (7) e amatriz ®(s) na expressiao
(3), encontramos C(s) = P(s)/Q(s) onde: P(s) =
1+ 9—(10/3)s _ 9—5s _ 9—6s e Q(S) — 1 — 2-(28/3)s _

3Por causa da normalizacio das duragdes dos simbolos, a ca-
pacidade real é obtida dividindo-se estes valores por 10us.

9—6s _ 2—(25/3)3 _ 2—(13/3)3 _9—s_ 2—(5/3)3 _ 2—(7/3)3 _
9-(16/3)s _ 9—(10/3)s_

A capacidade é portanto a maior raiz real positiva
de Q(s), ou seja, Cy = 0,9031 bits. Comparando este
valor com Cy = 0,8974 bits, obtido em [8][10], vimos
que a perda de capacidade é de apenas 0,63116 %, que
é aceitdvel.

Calculo para F3

Neste caso, A = {0,1,2,3}, 7(0) =1, 7(1) = 1 +
2/3,7(2) = 1+4/3, 7(3) = 3 e F; = {0010, 0100, 0101,
0201,1021,1201, 1211, 2011, 2013, 2101, 2112, 2121}. A
DLT para A é:

PA(S) — 277(0)3 + 277(1)5 + 277(2)3 + 277'(3)3- (8)

Os conjuntos G; ;’s ndo vazios sao fornecidos no Apéndi-
ce B. Dada a complexidade deste caso, nao foi possivel
se obter uma expressdo para C'(s). Porém, com o auxilio
do programa de cédlculo simbélico MAPLE, consegui-
mos determinar a capacidade, dada por C3 = 1, 04 bits.
Comparando este valor com C5 = 0,9052 bits, obtido
em [8][10], vimos que a perda de capacidade é de apro-
ximadamente 12,96 %, que ainda assim é aceitavel, so-
bretudo se considerarmos que a simplificacdo trazida
por F3 implica em uma correspondente simplificacio
na construcdo de cédigos satisfazendo as restri¢oes.

5. CONCLUSOES

Neste trabalho, generalizamos o procedimento em [1]
para se determinar a capacidade de canais discretos
(sem ruido) com restrigoes de seqliéncias permitidas pa-
ra o caso de alfabetos com simbolos de duracoes distin-
tas. Em seguida, consideramos um sistema de comuni-
cagdo com um laser de CO4 cadtico e calculamos as suas
capacidades em duas janelas cadticas. Estes valores fo-
ram comparados com aqueles obtidos por de Moraes
[8][10], que adotou simplificacdes nas restri¢oes. Con-
cluimos que as perdas de capacidade devidas a essas
simplificacGes sao aceitaveis, sobretudo se considerar-
mos que com as simplificagbes nas restricoes consegue-
se uma correpondente simplificacdo na construcao de
cédigos satisfazendo as restrigdes.

APENDICE A

Neste apéndice provaremos o Teorema 2. A prova é,
em grande medida, baseada no artigo [3]. Sem perda de
generalidade, podemos supor que A = {a1, a2, ...,aq}
eque 0 < 7(a1) <7(az) <--- < 7(ay) < 00, onde g é
finito. Para qualquer inteiro n > 0, defina:

To =A{T = ni7(a1) + no7(az) + - -
ni € Z*, pli=1,2,...

+ng7(aq) :
,q, T < n}.



Dentre os valores que os n;’s podem assumir, o maior
valor, denotado por 7;max, ¢ limitado superiormente
por:

n
Nimax <max{n, : T € 7, :L J
i,max > { 1 n} T(al)
Isto implica que |T,| < nf ...
Seja T = USLyTn o conjunto dos comprimentos de
todas as possiveis seqiiéncias sobre A.

Lema 1 Se 0 < p < 1, entdo a série ) .1 pT con-
verge.

Prova: Se 0 < p < 1, entdo temos

St o< >

TeT TeT

- i S

n=0Te(Trny1\Tn)

=2 >
n=0Te(Tn4+1\Tn)
o0

> >
n=0TETy+1

= n+17
;” [T(al)J

< 00,

IN

IN

onde A\B denota o conjunto dos elementos em A que
ndo pertencem a B. Q.E.D.

Repetimos (2) aqui por conveniéncia:
P(s) —sT
= N(T)27°",
oRP IR

T>0

O(s) =

onde s > 0 é um nimero real. Vamos supor que « seja
a maior raiz real positiva de Q(s), ou seja, @ é o maior
polo real de C(s). Da teoria, o determina a regido de
convergéncia da série C(s), de modo que C(s) converge
para todo s > «a e diverge para todo s < a. Queremos
provar que

0=C= Jim 28N
T—o0 T
Podemos reescrever C'(s) como:
C(s) = Z 9—T(s—logy, N(T)/T) (9)

T>0

Se s < C, entdo limy_, o (s — logy N(T')/T) < 0, o que
implica que haverd um numero infinito de termos > 1
em (9). C(s) entdo digerve para s < C.

Se s > C, entdo existe € > 0 tal que s —e > C'. As-
sim, teremos que log, N(T)/T < s — € exceto para um
ndmero finito de 7’s. Mas quando s—e > log, N(T)/T,
o termo correspondente em (9) é < 27T = pT onde
p = 27¢ < 1. Portanto, do Lema 1, segue que C(s)
converge para s > C. Como a regido de convergéncia é
tnica, devemos ter a = C.

APENDICE B

Para F3 = {0010, 0100, 0101, 0201, 1021, 1201, 1211,
2011,2013,2101, 2112, 2121}, os conjuntos G; ;’s néo va-
zi0os sao0:

Gi1 = {0010010} Gy 5 = {00100,0010100}
Gy 5 = {00101,0010101} Gy 4 = {0010201}

Gi 5 = {001021} G.1 = {010010, 0100010}
Ga2 = {0100100} Gas = {0100101}

Go.u = {0100201} Gs» = {010100}

93,3 = {010101} g375 = {0101021}

Gs.6 = {0101201} Gs,7 = {0101211}

Gio = {020100} Gs3 = {020101}

Gis = {0201021} Gu6 = {0201201}

Gir = {0201211} Gig = {02011}

Gio = {02013} Gs5 = {1021021}

Gs.6 = {1021201} Gs,7 = {1021211}

Gs.10 = {102101}
Gs.1o = {102121}
Go.3 = {120101}
Go.6 = {1201201}
Gos = {12011}
Gr5 = {121021}
Grr = {1211211}
Gs.5 = {2011021}
Gs.r = {2011211}

Gs.11 = {102112}
Ge.o = {120100}
Ge,5 = {1201021}
Ge,r = {1201211}
Ge.o = {12013}
Gre = {1211201}
Gra1 = {12112}
s, = {2011201}
Gio2 = {210100}

Gios = {210100}
Gios = {2101201}
Gig = {211201}
G s = {2112011}
Gi1.10 = {2112101}
Gi112 = {2112121}
Giog = {2121201}
Gio.10 = {212101}
Gio1o = {212121}.

Gios = {2101021}

Gio,r = {2101211}

Gi1,7 = {211211}

G109 = {2112013}

G111 = {2112112}

G2 5 = {2121021}

Giar = {2121211,21211}
G211 = {212112}
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