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Abstract—A definigdo padrao de casamento entre conste-
lagbes de sinais S e grupos algébricos abstratos G é dado
em [1]. Até agora sdo conhecidos diferentes métodos de ca-
samento, sendo que na sua maioria sdo para grupos abelia-
nos(comutativos). Neste trabalho apresentamos um método
baseado na anilise dos subgrupos normais do grupo para o
qual se pretende encontrar constelagbes casadas. Podemos
considerar este método como sendo multinivel pois o niimero
de camadas das diferentes constelagdes resultantes depende
do niimero de subgrupos normais de G. Consideramos este
método generalizado porque funciona para grupos abelianos
e nao abelianos.

Keywords—Casamento de constelagdes de sinais e grupos,
cédigos de trelica, modulacdo codificada, cédigos de grupo,
subgrupos normais.

I. INTRODUCAO

S codigos de trelica, resultantes do casamento entre

codigos lineares e constelacoes de sinais, sao ampla-
mente usados nos padroes ITU para modems V34 (33,6
Kbs/s) e V90 (56 Kbs/s). Esta combinacio de codificagio
e modulacdo, chamada modulagdo codificada, permite a
realizagdo da protecdo de erros sem afetar a faixa do ca-
nal. O casamento entre o alfabeto, a ser utilizado em um
codificador convolucional, e a constelacdo de sinais foi in-
troduzido por Ungerboeck, [8], através do conceito de ma-
peamento por particées de conjuntos. Forney, [3], notou
que boa parte dos codificadores (cédigos) convolucionais
bindrios apresentam a estrutura de grupo, assim foi pro-
posto um casamento entre uma, certa classe de grupos e
constelagoes de sinais. Seguiram-se outras definicdes de
casamento como os codigos superlineares apresentados em
[5] ou os c6digos geometricamente uniformes apresentados
em [2]. Loeliger, [1], propoe a definicdo padrao de casa-
mento entre constelagdoes de sinais e grupos que sintetiza
as definicoes até entao conhecidas.

Defini¢ao 1: [1] Seja S uma constelagdo Euclidiana de
sinais com a métrica d. Entdo dizemos que S estd casada
a um grupo G, com elemento identidade e, se existir um
mapeamento u: G — S tal que

d(u(g), w(h)) = d(u(g—".h), u(e)). (1)
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Considere os grupos G; e G5 casados com as conste-
lacoes de sinais S e So via os mapeamentos uy : Gy — Sy
e uy : G2 — Sy, respectivamente. Entao considerando o
produto direto G; ® G e a constelacdo produto cartesiano
S1 %85 pode-se fazer o casamento considerando os casamen-
tos das componentes. Isto é, 0 mapeamento y: Gy Gy —
S1 x Sy definido por p(g1,92) = (p1(g1), p2(g2)) satisfaz a
condicao (1). O casamento multinivel ocorre quando pode-
mos estende-lo a familias finitas de grupos {G;}7_,, n > 2,
e constelagoes {S;}7; desde que existam os respectivos ma-
peamentos u;. Um caso particular de casamento multinivel
é quando G; = G e S; = S para todo i. Os exemplos mais
conhecidos de constelacdes multiniveis sdo as que utilizam
a modulagdo M-PSK, com multiplicidade M.

Neste trabalho propomos um método de casamento mul-
tinivel que consiste em encontrar uma constelacao multi-
camada S C S; x Sy x --- x S, para um dado grupo G
usando unicamente a andlise dos subgrupos normais Ny,

Ns,..., N, de G e os seus respectivos grupos quociente
N%, ]6;2 e, J\(f; . Para isso, na Secdo II, fazemos uma breve

introducao dos conceitos envolvendo subgrupos normais e
grupos quocientes de um grupo. Na Secao III, o Teorema
1, que é o resultado central deste trabalho, é estabelecido.
A seguir é analizada a aplicacio desse teorema usando co-
mo exemplo o grupo diedral D15, o grupo das simetrias do
hexagono. As tarefas computacionais, tais como encontrar
todos os subgrupos normais de D15, testes dos casamentos,
etc., foram feitos usando o software GAP [7].

II. SUBGRUPOS NORMAIS E GRUPOS QUOCIENTES

Esta é uma introducdo muito abreviada, maiores deta-
lhes a respeito da teoria de grupos podem ser encontrados
em [10] ou tépicos mais abrangentes em [11].

Defini¢ao 2: Dado um grupo G, suponha que N é um
subgrupo de G tal que g.n.g~' € N, para cada g € G
e para cada n € N. Entdo N é denominado subgrupo
normal de G.

A notagdo usual de “N subgrupo normal de G”é N < @G.
Note que se e é a identidade de G, entdo os subgrupos {e}
e G sdo sempre subgrupos normais de qualquer grupo G.
Estes subgrupos sio ditos triviais e ndo serdo considerados.
Uma outra situacao interessante de normalidade é quando
G é abeliano. Nesse caso ¢g.n.g~! = n, disso segue que
qualquer subgrupo de um grupo comutativo é normal.

Um subgrupo normal N = {e = ng,ny,...,ns_1} <
G determina as classes laterais da forma g * N =
{g.,9.n1,...,9.ns_1} C G. O conjunto das classes laterais
{g*xN ; g € G} sob a operagio (g« N)*x(hxN) = (gxh)*N
constitue um novo grupo chamado de grupo quociente, de-
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TABLE 1
TABELA DE CAYLEY DO GRUPO Djis
G

notado por .

Exemplo 1: Considere o grupo diedral D;5, cuja tabela
de Cayley é mostrada na Tabela I.

Observe que Ny = {0,3} é um subgrupo normal de D;»
pois usando a Tabela I podemos verificar que gng=* € Ny,
para todo g € D5 e para todo n € Ny. Portanto, Ny <D1s.
As classes laterais de Ny sdo Ny = 0xN; = {0,3}, 1xN; =
{1,4}, 2« N; = {2,5}, 6« N; = {6,9} 8 *x N; = {8,11} e
7x Ny = {7,10}. Usando, novamente, a Tabela I podemos
operar estas classes laterais. Por exemplo, (2 % Ny) * (7
Ni) = (2x7)* Ny = 8+ N;. Ap6s realizar todos os célculos
sobre este conjunto de classes laterais concluimos que o

grupo quociente D—lf é isomorfo a Dg, grupo das simetrias

do triangulo. Simbolicamente, D12 = Dg.

Por outro lado, se c0n51derarmos N, ={0,1,2} obtemos
que N2 < Dq>. As classes laterais de D” $80 No = 0% Ny =
{0,1,2}, 3% Ny = {3,4,5}, 6 x Ny = {6 7,8}, e 9% Ny =
{9,10, 11}. Finalmente, denotando por Z,, ao grupo ciclico
de ordem n, temos DTf ~72.0

III. TEOREMA DO CASAMENTO MULTINIVEL

Suponha que os bytes na saida de um codificador tenham
a estrutura de um grupo G = G & G2. Queremos encon-
trar uma constelacdo de sinais S casada a G. Se soubermos
que existem constelacoes de sinais S; e Sy casadas a Gy e a
G, respectivamente, entdo podemos realizar o casamento
de S; x S> a G. Esta maneira de combinar os casamentos
das componentes é natural e sem dificuldades quando G é
abeliano ou ainda decomponivel como um produto direto
de grupos. Mas a grande maioria dos grupos nao admite
esta decomposicao direta, salvo os subgrupos triviais. Por
exemplo considere o caso do grupo Dg. Este grupo nao
abeliano de 6 elementos ndo admite nenhuma decompo-
sicao do tipo Dg =2 G1 @ G2, onde Gy = Zy e Gy = Zs.
No entanto o grupo Dg admite uma deomposicao produto
semidireto de Zs por Zs.

Em geral, dado um grupo G este sempre serd decom-
ponivel via o conceito de extensao de grupos, onde o pro-
duto direto e semidireto de grupos sdo casos particulares.
Quando desejamos realizar o casamento entre os grupos

provenientes de um destes produtos generalizados e as cons-
telacbes de sinais, imitando o procedimento utilizado no
caso do produto direto, nem sempre é possivel satisfazer
a condicdo (1) da Defini¢do 1. Diante desses fatos, é que
propomos o método de casamento multinivel.

Teorema 1: Dado um grupo G suponha que {N;}, é
uma familia de subgrupos normais nao triviais tal que para
cada N; <« G existe uma constelacdo de sinais S; casada ao
grupo quomente N Entao,
1. Existe um subconjunto S do produto cartesiano S; x
Sy X -+ x S, tal que S estd casado a G ;
2. Se cada S; estd casado injetivamente a 47,
1,2,...,n, n > 2, e se Ny N; = {e}, entdo S estd inje-
tivamente casado a G.

Prova:

G I

G

1. Para cada ¢ = 1,2,. nseja,ui:Siﬁﬁoma—
peamento casado entre S e % Se d; é a métrica so-
bre S;, entdo d;(pi(g * Ni),pui(h x N;)) = di(ui((g—1.h) *

Em51X52X-

N;), i (ING)). - x S, considere os pontos

p=(p1,p2,---,0n) €q=(q1,q2,-..,qn) € a métrica defini-
da por

n
d(paq) = d((p17p27 cen ,pn), (q17q27 .. ,qn)) = Zdl(plaql)

i+1

Defina p: G — S; X Sy X --- x S, como sendo

1(g) = (p1(g * N1), p2(g * Na), ..., pin(g * Np)).  (2)

Para cada g, h € G temos d(u(g='.h), u(e)) =

= d(( ( 71h*N1)7p’2(gilh*N2)a'"7Mn(gilh*Nn))7
(p‘l(e*Nl)) U2(6*N2)7 ,un(e*Nn)))

= Y dilp (glh*N)uz( i)

= Zl: di(pi(g * Ni) , pui(h x N;))

= d((ul(g*Nﬁ,uQ(g*NQ), -s (g * Np)),
(Ml(h*Nl)nU/2(h*N2)77Un(h*Nn)))

= d(u(g), u(h)).

Logo, S = u(G) C S x Sy x -+ x S, esta casado a G.
2. Suponha u(g) = u(h), entdo wpi(g * N;) = pi(h x N;)
paratodo¢=1,2,...,n. Como cada u; é um mapeamento
injetivo, g *x N; = h x N;, para todo+ = 1,2,...,n, n > 2,
decorre que g '.h € ., N; = {e}. Portanto, g = h.
O

Ezemplo 2: Vamos aplicar o Teorema 1 ao grupo diedral

D5 usando os subgrupos normais N; = {0,3} e N, =

0,1,2} e os grupos quocientes 212 e 212 congiderados no
g 1 N2

Exemplo 1.

Considere a constelacdo Sy = {(1,0), (a b),(—a
(—a,—b),(a,—b)} C R?, onde a = cos %
trada na Figura 1. Considere o mapeamento I
definido por

,b),(~1,0),

, b =sin %, mos-

.D12_)S
. 1 1

N1 ’—}(1,0) 1>|<N1 »—>(—a,b)
2% Ny = (—a,—b) 6% N;— (a,b)
8*N1’—>(G,,—b) 7*N1’—>(—1,0)
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Fig. 1. A constelacio S1 C R?
40D
. (-1,0) . (1,0
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Fig. 2. A constelacio S» C R?

O mapeamento p; satisfaz a condi¢do (1) da Defini¢ao
1. Portanto, S; estd casada a Drlf = Dg. Por outro lado,
a constelagdo So = {(1,1),(-1,1),(-1,-1),(1,—1)}; mos-
trada na Figura 2; esta casada ao grupo %122 &~ 72 via o
mapeamento us, entre as classes laterais e a constelacao de
sinais, dado por

N2 — (1,0)
6% Ny s (—1,0)

3% Ny —> (0,1)
9% Ny s (0, —1).

Entdo, definindo p como sendo p : D5 — S; x Sy C R4,
e usando a equacdo (2) da demonstracdo de Teorema 1,
temos p(g) = (11 (g*N1), u2(g*No)). Como NyNN, = {e}
e 0s casamentos 1, o Sa0 injetivos, entdo o casamento é
injetivo. Note que S; X S possui 24 sinais enquanto que

w(g) vER SSED
u(0) = (1,0,1,0) 00
M(].) = ( -a, b7 ]-7 0 ) 175
H(Q) = ( -a, 'b7 ]-7 0 ) 175
w3 = (1,0,0,1) 1,0
H(4) = ( -a, D, 07 1 ) 275
u3) = (-a,-b,0,1) 25
M(G) = ( a, b7 ']-7 0 ) 275
H(7) = ( a, 'b7 ']-7 0 ) 275
w8 = (-1,0,-1,0) 4,0
p,(g) = ( a, b7 07 -1 ) 175
@(10) = (a,-b,0,-1) 3,0
/J/(]-]-) = ( '17 07 07 -1 ) 175
TABLE II

O CASAMENTO p: Dia — S C S1 X S2

% ® % ® %
-2 -1 0 1 2

Fig. 3. A constelagdo S3 C R

D5 possui 12 elementos. Consequentemente, o casamento
desse grupo ocorre com um subconjunto préprio S C S; X
Sa. Por exemplo, u(5) = (p1 (5% N1), pa (5% Na)) = (u1 (2%
N1), p2(3 % N2)) = (—a, —=b,0,1).

A Tabela II ilustra o rotulamento casado p : G —
S. A dltima coluna desta Tabela mostra o espectro das
distancias Euclidianas ao quadrado, SSED, em relacio
ao sinal u(0) = (1,0,1,0). Em geral, a SSED é obtida
através de ||ﬁ - ”Z—g”H, onde up = p(0). Denotando por
dSmin a SSED minima, temos que para este casamento
dSmin = 1.0

Vérias sao as aplicacoes do Teorema 1 com relacao ao
grupo D15 usando os demais subgrupos normais. Através
da Tabela I, verificamos que o grupo D, possui 3 sub-
grupos normais nao triviais além de Ny e N3. Os demais
subgrupos normais néo triviais sdo; N3 = {0,1,2,3,4,5},
Ny = {0,1,2,6,7,8}, e N5 = {0,1,2,9,10,11}. Conside-
rando as constelagdes S; e Sy e a constelacdo unidimensio-
nal S3 = {1,—1} C R; mostrada na Figura 3; a totalidade
dos casamentos entre estas constelacoes e os grupos quo-
cientes DTf, DTf, DTf, DT{f, DTf é mostrada na Tabela ITI.

Existe uma grande quantidade de combinacoes dos N;’s
para as quais o item 1 do Teorema 1, é satisfeito. Entre-

K= [])\}f Constelacao
Ny Dg S, CR?
No Z3 Sy C R?
N3 7z, S3 C R
Ny Zs S3 CR
Ns 7z, S3 C R
TABLE III

GRUPOS ISOMORFOS A N; B £12

i



Combinacoes dim  dSnin
Ny, No 4 1,00
N1, Ny 3 0,50
Ny, N5 3 0,50
Ny, No, N3 5 0.67
N1, No, Ny 5 1,00
Ny, No, Ns 5 1,00
Ny, N3, Ny 4 1,00
Ny, N3, Nj 4 1,00
Ny, N4, Ns 4 1,00
Ny, No,N3, Ny 6 0,75
Ny, No,N3, Ny 6 0,75
Nl) N27N47 Ns 6 0,75
Ny, N3,Ny4, Nj 5 0,75
Ny, No,N3, N4, Ny 7 0,60
TABLE IV

DIFERENTESS CASAMENTOS INJETIVOS DE Dj3 USANDO O TEOREMA 1

tanto, as melhores combinacdes sdo aquelas satisfazendo
os itens 1 e 2 do Teorema 1, isto é, a condicao necessaria
para o casamento injetivo. Neste caso existem até 14 com-
binacbes possiveis. Todas as combinagoes de casamento
injetivos sdo mostradas na Tabela IV. A segunda coluna
desta tabela mostra a dimensao do espago na qual a conste-
lacdo S estd contida e com a qual o grupo Di2 esta casado
a correspondente combinacdo. A tltima coluna & direita
desta tabela, denotada por dSpi., é a distdncia minima
associada ao correspondente casamento.

IV. CONCLUSOES

Neste trabalho foi proposto um método de casamento
que chamamos de generalizado pois é valido tanto para gru-
pos abelianos como para grupos nao abelianos. Chamamo-
o de multinivel pois o numero de camadas depende do
nimero de subgrupos normais do grupo G. Este método
abre muitas possibilidades de otimizacao do casamento a
ser escolhido. No exemplo analizado foi visto que existem
até 14 possibilidades, de casamento injetivo, dentre os quais
se poderia escolher um, dependendo de critérios como di-
mensdo, complexidade e distancia minima. Por outro lado,
uma limitacao desta proposta de casamento é que se o gru-
po G tiver menos de dois subgrupos normais no triviais,
ou que se a cardinalidade do conjunto intersecao é maior
do que 1, entdo o casamento nao serd injetivo sob essas
condigoes. Por outro lado, existem outros métodos para a
realizacdo do casamento de constelacoes de sinais S a um
dado grupo G, tais como os métodos propostos em [9] e [6].

Dessa forma, a proposta apresentada vem preencher uma
lacuna existente até entdo. Como consequéncia, e depen-
dendo do problema em consideracido, uma combinacao des-
tas técnicas de casamento conduzird a determinacao de
cédigos de trelica apresentando excelentes desempenhos.
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