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Casamento Multin��vel Generalizado de Constela�c~oes

de Sinais a Grupos
Jorge Pedraza Arpasi, e Reginaldo Palazzo Jr.

Abstract|A de�ni�c~ao padr~ao de casamento entre conste-
la�c~oes de sinais S e grupos alg�ebricos abstratos G �e dado
em [1]. At�e agora s~ao conhecidos diferentes m�etodos de ca-
samento, sendo que na sua maioria s~ao para grupos abelia-
nos(comutativos). Neste trabalho apresentamos um m�etodo
baseado na an�alise dos subgrupos normais do grupo para o
qual se pretende encontrar constela�c~oes casadas. Podemos
considerar este m�etodo como sendo multin��vel pois o n�umero
de camadas das diferentes constela�c~oes resultantes depende
do n�umero de subgrupos normais de G. Consideramos este
m�etodo generalizado porque funciona para grupos abelianos
e n~ao abelianos.

Keywords|Casamento de constela�c~oes de sinais e grupos,
c�odigos de treli�ca, modula�c~ao codi�cada, c�odigos de grupo,
subgrupos normais.

I. Introduc�~ao

O
S c�odigos de treli�ca, resultantes do casamento entre
c�odigos lineares e constela�c~oes de sinais, s~ao ampla-

mente usados nos padr~oes ITU para modems V34 (33,6
Kbs/s) e V90 (56 Kbs/s). Esta combina�c~ao de codi�ca�c~ao
e modula�c~ao, chamada modula�c~ao codi�cada, permite a
realiza�c~ao da prote�c~ao de erros sem afetar a faixa do ca-
nal. O casamento entre o alfabeto, a ser utilizado em um
codi�cador convolucional, e a constela�c~ao de sinais foi in-
troduzido por Ungerboeck, [8], atrav�es do conceito de ma-

peamento por parti�c~oes de conjuntos. Forney, [3], notou
que boa parte dos codi�cadores (c�odigos) convolucionais
bin�arios apresentam a estrutura de grupo, assim foi pro-
posto um casamento entre uma certa classe de grupos e
constela�c~oes de sinais. Seguiram-se outras de�ni�c~oes de
casamento como os c�odigos superlineares apresentados em
[5] ou os c�odigos geometricamente uniformes apresentados
em [2]. Loeliger, [1], prop~oe a de�ni�c~ao padr~ao de casa-
mento entre constela�c~oes de sinais e grupos que sintetiza
as de�ni�c~oes at�e ent~ao conhecidas.

De�ni�c~ao 1: [1] Seja S uma constela�c~ao Euclidiana de
sinais com a m�etrica d. Ent~ao dizemos que S est�a casada
a um grupo G, com elemento identidade e, se existir um
mapeamento � : G! S tal que

d(�(g); �(h)) = d(�(g�1:h); �(e)): (1)
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Considere os grupos G1 e G2 casados com as conste-
la�c~oes de sinais S1 e S2 via os mapeamentos �1 : G1 ! S1
e �2 : G2 ! S2, respectivamente. Ent~ao considerando o
produto direto G1�G2 e a constela�c~ao produto cartesiano
S1�S2 pode-se fazer o casamento considerando os casamen-
tos das componentes. Isto �e, o mapeamento � : G1�G2 !

S1 � S2 de�nido por �(g1; g2) = (�1(g1); �2(g2)) satisfaz a
condi�c~ao (1). O casamento multin��vel ocorre quando pode-
mos estende-lo a fam��lias �nitas de grupos fGig

n

i=1, n � 2,
e constela�c~oes fSig

n

i=1 desde que existam os respectivos ma-
peamentos �i. Um caso particular de casamento multin��vel
�e quando Gi = G e Si = S para todo i. Os exemplos mais
conhecidos de constela�c~oes multin��veis s~ao as que utilizam
a modula�c~ao M -PSK, com multiplicidade M .

Neste trabalho propomos um m�etodo de casamento mul-
tin��vel que consiste em encontrar uma constela�c~ao multi-
camada S � S1 � S2 � � � � � Sn para um dado grupo G

usando �unicamente a an�alise dos subgrupos normais N1,
N2; : : : , Nn de G e os seus respectivos grupos quociente
G

N1
; G
N2

; : : : ; G

Nn

. Para isso, na Se�c~ao II, fazemos uma breve
introdu�c~ao dos conceitos envolvendo subgrupos normais e
grupos quocientes de um grupo. Na Se�c~ao III, o Teorema
1, que �e o resultado central deste trabalho, �e estabelecido.
A seguir �e analizada a aplica�c~ao desse teorema usando co-
mo exemplo o grupo diedral D12, o grupo das simetrias do
hex�agono. As tarefas computacionais, tais como encontrar
todos os subgrupos normais de D12, testes dos casamentos,
etc., foram feitos usando o software GAP [7].

II. Subgrupos normais e grupos quocientes

Esta �e uma introdu�c~ao muito abreviada, maiores deta-
lhes a respeito da teoria de grupos podem ser encontrados
em [10] ou t�opicos mais abrangentes em [11].

De�ni�c~ao 2: Dado um grupo G, suponha que N �e um
subgrupo de G tal que g:n:g�1 2 N , para cada g 2 G

e para cada n 2 N . Ent~ao N �e denominado subgrupo
normal de G.

A nota�c~ao usual de \N subgrupo normal de G"�e N /G.
Note que se e �e a identidade de G, ent~ao os subgrupos feg
e G s~ao sempre subgrupos normais de qualquer grupo G.
Estes subgrupos s~ao ditos triviais e n~ao ser~ao considerados.
Uma outra situa�c~ao interessante de normalidade �e quando
G �e abeliano. Nesse caso g:n:g�1 = n, disso segue que
qualquer subgrupo de um grupo comutativo �e normal.

Um subgrupo normal N = fe = n0; n1; :::; ns�1g /

G determina as classes laterais da forma g � N =
fg:e; g:n1; : : : ; g:ns�1g � G. O conjunto das classes laterais
fg�N ; g 2 Gg sob a opera�c~ao (g�N)?(h�N) = (g?h)�N
constitue um novo grupo chamado de grupo quociente, de-
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 2 0 4 5 3 8 6 7 11 9 10
2 0 1 5 3 4 7 8 6 10 11 9
3 4 5 0 1 2 9 10 11 6 7 8
4 5 3 1 2 0 11 9 10 8 6 7
5 3 4 2 0 1 10 11 9 7 8 6
6 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5
7 8 6 10 11 9 2 0 1 5 3 4
8 6 7 11 9 10 1 2 0 4 5 3
9 10 11 6 7 8 3 4 5 0 1 2
10 11 9 7 8 6 5 3 4 2 0 1
11 9 10 8 6 7 4 5 3 1 2 0

TABLE I

Tabela de Cayley do grupo D12

notado por G

N
.

Exemplo 1: Considere o grupo diedral D12, cuja tabela
de Cayley �e mostrada na Tabela I.

Observe que N1 = f0; 3g �e um subgrupo normal de D12

pois usando a Tabela I podemos veri�car que gng�1 2 N1,
para todo g 2 D12 e para todo n 2 N1. Portanto, N1 /D12.
As classes laterais de N1 s~ao N1 = 0�N1 = f0; 3g, 1�N1 =
f1; 4g, 2 �N1 = f2; 5g, 6 � N1 = f6; 9g 8 �N1 = f8; 11g e
7 �N1 = f7; 10g. Usando, novamente, a Tabela I podemos
operar estas classes laterais. Por exemplo, (2 � N1) ? (7 �
N1) = (2?7)�N1 = 8�N1. Ap�os realizar todos os c�alculos
sobre este conjunto de classes laterais conclu��mos que o
grupo quociente D12

N1

�e isomorfo a D6, grupo das simetrias

do triângulo. Simbolicamente, D12

N1

�= D6.

Por outro lado, se considerarmos N2 = f0; 1; 2g obtemos
que N2 /D12. As classes laterais de

D12

N2
s~ao N2 = 0 �N2 =

f0; 1; 2g, 3 � N2 = f3; 4; 5g, 6 �N2 = f6; 7; 8g, e 9 � N2 =
f9; 10; 11g. Finalmente, denotando por Zn ao grupo c��clico
de ordem n, temos D12

N2

�= Z
2
2.�

III. Teorema do Casamento Multin��vel

Suponha que os bytes na sa��da de um codi�cador tenham
a estrutura de um grupo G �= G1 � G2. Queremos encon-
trar uma constela�c~ao de sinais S casada a G. Se soubermos
que existem constela�c~oes de sinais S1 e S2 casadas a G1 e a
G2, respectivamente, ent~ao podemos realizar o casamento
de S1 � S2 a G. Esta maneira de combinar os casamentos
das componentes �e natural e sem di�culdades quando G �e
abeliano ou ainda decompon��vel como um produto direto
de grupos. Mas a grande maioria dos grupos n~ao admite
esta decomposi�c~ao direta, salvo os subgrupos triviais. Por
exemplo considere o caso do grupo D6. Este grupo n~ao
abeliano de 6 elementos n~ao admite nenhuma decompo-
si�c~ao do tipo D6

�= G1 � G2, onde G1
�= Z2 e G2

�= Z3.
No entanto o grupo D6 admite uma deomposi�c~ao produto

semidireto de Z3 por Z2.

Em geral, dado um grupo G este sempre ser�a decom-
pon��vel via o conceito de extens~ao de grupos, onde o pro-
duto direto e semidireto de grupos s~ao casos particulares.
Quando desejamos realizar o casamento entre os grupos

provenientes de um destes produtos generalizados e as cons-
tela�c~oes de sinais, imitando o procedimento utilizado no
caso do produto direto, nem sempre �e poss��vel satisfazer
a condi�c~ao (1) da De�ni�c~ao 1. Diante desses fatos, �e que
propomos o m�etodo de casamento multin��vel.

Teorema 1: Dado um grupo G suponha que fNig
n

i=1 �e
uma fam��lia de subgrupos normais n~ao triviais tal que para
cada Ni / G existe uma constela�c~ao de sinais Si casada ao
grupo quociente G

Ni

. Ent~ao,

1. Existe um subconjunto S do produto cartesiano S1 �

S2 � � � � � Sn tal que S est�a casado a G ;

2. Se cada Si est�a casado injetivamente a G

Ni

, i =

1; 2; : : : ; n, n � 2, e se \n
i=1Ni = feg, ent~ao S est�a inje-

tivamente casado a G.

Prova:

1. Para cada i = 1; 2; : : : ; n, seja �i : Si !
G

Ni

o ma-

peamento casado entre Si e G

Ni

. Se di �e a m�etrica so-

bre Si, ent~ao di(�i(g � Ni); �i(h � Ni)) = di(�i((g
�1:h) �

Ni); �i(Ni)). Em S1 � S2 � � � � � Sn considere os pontos
p = (p1; p2; : : : ; pn) e q = (q1; q2; : : : ; qn) e a m�etrica de�ni-
da por

d(p; q) = d((p1; p2; : : : ; pn); (q1; q2; : : : ; qn)) =

nX

i+1

di(pi; qi):

De�na � : G! S1 � S2 � � � � � Sn como sendo

�(g) = (�1(g �N1); �2(g �N2); : : : ; �n(g �Nn)): (2)

Para cada g, h 2 G temos d(�(g�1:h); �(e)) =

= d((�1(g
�1h �N1); �2(g

�1h �N2); : : : ; �n(g
�1h �Nn)) ;

(�1(e �N1)); �2(e �N2); : : : �n(e �Nn)))
=
P

n

i=1
di(�i(g

�1:h �Ni); �i(Ni))
=
Pn

i=1
di(�i(g �Ni) ; �i(h �Ni))

= d((�1(g �N1); �2(g �N2); : : : ; �n(g �Nn));
(�1(h �N1); �2(h �N2); : : : ; �n(h �Nn)))

= d(�(g); �(h)):

Logo, S = �(G) � S1 � S2 � � � � � Sn est�a casado a G.
2. Suponha �(g) = �(h), ent~ao �i(g � Ni) = �i(h � Ni)
para todo i = 1; 2; : : : ; n. Como cada �i �e um mapeamento
injetivo, g �Ni = h �Ni, para todo i = 1; 2; : : : ; n, n � 2,
decorre que g�1:h 2

T
n

i=1
Ni = feg. Portanto, g = h.

�

Exemplo 2: Vamos aplicar o Teorema 1 ao grupo diedral
D12 usando os subgrupos normais N1 = f0; 3g e N2 =
f0; 1; 2g e os grupos quocientes D12

N1

e D12

N2

considerados no
Exemplo 1.

Considere a constela�c~ao S1 = f(1; 0); (a; b); (�a; b); (�1; 0);
(�a;�b); (a;�b)g � R

2, onde a = cos �
3
, b = sin �

3
, mos-

trada na Figura 1. Considere o mapeamento �1 :
D12

N1

! S1
de�nido por

N1 7! (1; 0) 1 �N1 7! (�a; b)
2 �N1 7! (�a;�b) 6 �N1 7! (a; b)
8 �N1 7! (a;�b) 7 �N1 7! (�1; 0):
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π
3b=Sin(   )

π
3a=Cos(   )

(1,0)(-1,0)

(a,b)
(-a,b)

(-a,-b) (a,-b)

Fig. 1. A constela�c~ao S1 � R2

(0,1)

(-1,0)

(0,-1)

(1,0)

Fig. 2. A constela�c~ao S2 � R2

O mapeamento �1 satisfaz a condi�c~ao (1) da De�ni�c~ao
1. Portanto, S1 est�a casada a D12

N1

�= D6. Por outro lado,

a constela�c~ao S2 = f(1; 1); (�1; 1); (�1;�1); (1;�1)g; mos-
trada na Figura 2; est�a casada ao grupo D12

N2

�= Z
2
2 via o

mapeamento �2, entre as classes laterais e a constela�c~ao de
sinais, dado por

N2 7! (1; 0) 3 �N2 7! (0; 1)
6 �N2 7! (�1; 0) 9 �N2 7! (0;�1):

Ent~ao, de�nindo � como sendo � : D12 ! S1�S2 � R
4,

e usando a equa�c~ao (2) da demonstra�c~ao de Teorema 1,
temos �(g) = (�1(g�N1); �2(g�N2)). Como N1\N2 = feg

e os casamentos �1; �2 s~ao injetivos, ent~ao o casamento �e
injetivo. Note que S1 � S2 possui 24 sinais enquanto que

�(g) v 2 R SSED

�(0) = ( 1, 0, 1, 0 ) 0,0
�(1) = ( -a, b, 1, 0 ) 1,5
�(2) = ( -a, -b, 1, 0 ) 1,5
�(3) = ( 1, 0, 0, 1 ) 1,0
�(4) = ( -a, b, 0, 1 ) 2,5
�(5) = ( -a, -b, 0, 1 ) 2,5
�(6) = ( a, b, -1, 0 ) 2,5
�(7) = ( a, -b, -1, 0 ) 2,5
�(8) = ( -1, 0, -1, 0 ) 4,0
�(9) = ( a, b, 0, -1 ) 1,5
�(10) = ( a, -b, 0, -1 ) 3,0
�(11) = ( -1, 0, 0, -1 ) 1,5

TABLE II

O casamento � : D12 ! S � S1 � S2

0 1 2-2 -1

Fig. 3. A constela�c~ao S3 � R

D12 possui 12 elementos. Consequentemente, o casamento
desse grupo ocorre com um subconjunto pr�oprio S � S1 �

S2. Por exemplo, �(5) = (�1(5 �N1); �2(5 �N2)) = (�1(2 �
N1); �2(3 �N2)) = (�a;�b; 0; 1).

A Tabela II ilustra o rotulamento casado � : G !

S. A �ultima coluna desta Tabela mostra o espectro das
distâncias Euclidianas ao quadrado, SSED, em rela�c~ao
ao sinal �(0) = (1; 0; 1; 0). Em geral, a SSED �e obtida
atrav�es de k v

kvk
�

u0

ku0k
k, onde u0 = �(0). Denotando por

dSmin a SSED m��nima, temos que para este casamento
dSmin = 1.�

V�arias s~ao as aplica�c~oes do Teorema 1 com rela�c~ao ao
grupo D12 usando os demais subgrupos normais. Atrav�es
da Tabela I, veri�camos que o grupo D12 possui 3 sub-
grupos normais n~ao triviais al�em de N1 e N2. Os demais
subgrupos normais n~ao triviais s~ao; N3 = f0; 1; 2; 3; 4; 5g,
N4 = f0; 1; 2; 6; 7; 8g, e N5 = f0; 1; 2; 9; 10; 11g. Conside-
rando as constela�c~oes S1 e S2 e a constela�c~ao unidimensio-
nal S3 = f1;�1g � R; mostrada na Figura 3; a totalidade
dos casamentos entre estas constela�c~oes e os grupos quo-
cientes D12

N1
; D12

N2
; D12

N3
; D12

N4
; D12

N5
�e mostrada na Tabela III.

Existe uma grande quantidade de combina�c~oes dos Ni's
para as quais o item 1 do Teorema 1, �e satisfeito. Entre-

K �= D12

Ni

Constela�c~ao

N1 D6 S1 � R
2

N2 Z
2
2 S2 � R

2

N3 Z2 S3 � R

N4 Z2 S3 � R

N5 Z2 S3 � R

TABLE III

Grupos isomorfos a Ni e
D12

N
i
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Combina�c~oes dim dSmin
N1, N2 4 1,00
N1, N4 3 0,50
N1, N5 3 0,50
N1, N2, N3 5 0.67
N1, N2, N4 5 1,00
N1, N2, N5 5 1,00
N1, N3, N4 4 1,00
N1, N3, N5 4 1,00
N1, N4, N5 4 1,00
N1, N2,N3, N4 6 0,75
N1, N2,N3, N5 6 0,75
N1, N2,N4, N5 6 0,75
N1, N3,N4, N5 5 0,75
N1, N2,N3, N4, N5 7 0,60

TABLE IV

Diferentess casamentos injetivos de D12 usando o Teorema 1

tanto, as melhores combina�c~oes s~ao aquelas satisfazendo
os itens 1 e 2 do Teorema 1, isto �e, a condi�c~ao necess�aria
para o casamento injetivo. Neste caso existem at�e 14 com-
bina�c~oes poss��veis. Todas as combina�c~oes de casamento
injetivos s~ao mostradas na Tabela IV. A segunda coluna
desta tabela mostra a dimens~ao do espa�co na qual a conste-
la�c~ao S est�a contida e com a qual o grupo D12 est�a casado
�a correspondente combina�c~ao. A �ultima coluna �a direita
desta tabela, denotada por dSmin, �e a distância m��nima
associada ao correspondente casamento.

IV. Conclus~oes

Neste trabalho foi proposto um m�etodo de casamento
que chamamos de generalizado pois �e v�alido tanto para gru-
pos abelianos como para grupos n~ao abelianos. Chamamo-
o de multin��vel pois o n�umero de camadas depende do
n�umero de subgrupos normais do grupo G. Este m�etodo
abre muitas possibilidades de otimiza�c~ao do casamento a
ser escolhido. No exemplo analizado foi visto que existem
at�e 14 possibilidades, de casamento injetivo, dentre os quais
se poderia escolher um, dependendo de crit�erios como di-
mens~ao, complexidade e distância m��nima. Por outro lado,
uma limita�c~ao desta proposta de casamento �e que se o gru-
po G tiver menos de dois subgrupos normais n~ao triviais,
ou que se a cardinalidade do conjunto interse�c~ao �e maior
do que 1, ent~ao o casamento n~ao ser�a injetivo sob essas
condi�c~oes. Por outro lado, existem outros m�etodos para a
realiza�c~ao do casamento de constela�c~oes de sinais S a um
dado grupo G, tais como os m�etodos propostos em [9] e [6].
Dessa forma, a proposta apresentada vem preencher uma

lacuna existente at�e ent~ao. Como consequência, e depen-
dendo do problema em considera�c~ao, uma combina�c~ao des-
tas t�ecnicas de casamento conduzir�a a determina�c~ao de
c�odigos de treli�ca apresentando excelentes desempenhos.
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