Caracterizacao Geométrica dos Codigos
Propelineares e a Nao Existéncia de Codigos
Propelineares m-arios, m > 3

Martinho da Costa Araujo, Reginaldo Palazzo Jr., Marcelo Muniz Silva Alves, e Sueli I. R. Costa

Abstract— O objetivo deste trabalho é apresentar cédigos
propelineares binarios invariantes por translagdo como sen-

do subgrupos do produto direto de Z;l por ZT e por Qg, de-

notado por Zgl X ZIF X Qg. Devido a essa caracterizacao dos
cédigos propelineares bindarios invariantes por translagio,
mostramos que os mesmos pertencem a classe dos cédigos
G-lineares bindrios. Mostramos também, que nao existem
cédigos propelineares m-arios invariantes por translacio so-
bre o anel dos inteiros médulo m, m > 3.

I. INTRODUGAO

Em [1], Rifa, Bassart e Pujol introduziram o conceito
de cédigos propelineares binarios. Posteriormente em [2],
apresentaram uma subclasse desses cédigos, qual seja a
dos cédigos propelineares bindrios invariantes por trans-
lacao. Esses codigos podem ser descritos algebricamente
como subgrupos do produto semidireto de Z% por Sy, o
qual denotaremos por Z5xS,, onde S, simboliza o grupo
simétrico de grau n. Sob o ponto de vista geométrico, po-
demos pensar nesses codigos como subgrupos do grupo de
simetrias de Z%, denotado por I'(Z%).

Neste trabalho, apresentaremos uma classificacdo dos
cédigos propelineares bindrios invariantes por translacao
como sendo c6digos G-lineares [4], ou seja, c6digos obti-
dos de uma acao fortemente transitiva de um subgrupo de
['(ZY) sobre Z%, equivalentemente, c6digos geometricamen-
te uniformes [6]. Mostraremos também que ndo existem
cédigos propelineares invariantes por translacao sobre Z,,
para m > 3, ou seja, ndo existem subgrupos de Z], xSy,
m > 3 en > 2 inteiros cuja agao sobre Z7, seja preservada
pela distancia de Hamming, dg.

II. PRELIMINARES

Nesta secao apresentaremos algumas defini¢oes e resulta-
dos bésicos das estruturas matematicas que iremos utilizar
ao longo deste trabalho.

Consideremos o espaco de Hamming (Z7,, dgr). Uma iso-
metria em Z7, é uma funcdo ¢ : Z,, — Z7}}, que preserva a
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distancia de Hamming, ou seja, dy (¢ (z) , ¢(y)) = du(z,y)
para todo z,y € Z7}. Uma isometria que deixa um subcon-
junto X de Z}, invariante é chamada de uma simetria de
X. O conjunto das isometrias de X, indicado por I'(X),
é um subgrupo do grupo das permutacdes de X, denotado
por Sx, com a operacao de composicao de funcoes.

Um grupo G atua sobre um conjunto ndo vazio X, se
existir um homomorfismo o : G — Sx. Dado zp € X, o
subconjunto de X

Orbg (zo) = {970 | g € G},

é chamado de orbita de zy sob a acdo de G. Quando
Orbg (z9) = X, dizemos que a acdo de G sobre X é tran-
sitiva, ou que G atua transitivamente sobre X. Se além
disso, para todo a,b € X existir um unico g € G tal que
g(a) = b, dizemos que a agio de G sobre X é fortemente
transitiva.

Seja G um grupo que atua sobre um conjunto nio vazio
X ez € X. O subgrupo

Stabg (z) = {9 € G | g (z) = z},
é chamado estabilizador de z € X.

III. C6D1GOS PROPELINEARES E G-LINEARES

A seguir, apresentaremos algumas defini¢des e proprie-
dades dos codigos propelineares e G-lineares

Definicio 1: Seja (Z%, dy) o espaco de Hamming n-
dimensional e S, o grupo simétrico de grau n. Diremos
que um subconjunto C' C Z%, com 0 € C' é um cédigo
propelinear de comprimento n, se existir uma funcio
7w : C — Sy, definida por 7 (v) = m, , tal que seu grafo
Q(r) = {(v,m) ;para todov € C} seja um subgrupo de
ZEXSh.

Definicao 2: [4] Seja G um grupo, dg uma métrica sobre
G e C um cé6digo bindrio de comprimento n em (Z%, dgr).
Diremos que C' é G-linear, se a menos de uma permutacao
de coordenadas C' = gb(é) para algum subgrupo CdeGe
¢ : G™ — 75" para k > 2, é uma isometria.

Desta forma, observamos que quando um cédigo C' é
propelinear, entdo temos uma identificacdo natural de C
com o subgrupo (Q(7),*) de Z5xS,. Esta identificagido
produz uma agao fortemente transitiva de (2 (7) , *) sobre
C, definida pela funcdo f: (2 (7),*) x C — C, tal que

f((v,m),2) = (v,my) *x=v+m, () =vx*uzx,

para todo (v,m,) € (U (7w),*) ex € C.



Portanto, para todo z € C' temos que Orbg(.) (z) = C.
Quando um cédigo C é G-linear segue por definicdo, que
o alfabeto Z% estd efetivamente casado ao grupo G [5], ou
seja, G é isomorfo a um subgrupo do grupo de simetrias
[(Z%) de 73, cuja acio sobre Z% ¢é fortemente transitiva.

Ezemplo 3: Considere m : Z§ — Sy, tal que (Q(7),x*)
seja um subgrupo de ZFxS,,, isto é, um cédigo propelinear
dado por:

1. Paran =2

01
(12)
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12 |
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id
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Note que (2 (), *) é um subgrupo de Z2xS, = Iy, onde
D, denota o grupo diedral com 2n elementos, gerado por
(v,m0) = ((01) ,(12)), ou seja, (2 (r),%) = (01, (12))
Z4. Como a agdo de Z, sobre Z% é fortemente transitiva,
obtemos os c6digos Zgs-lineares [3].

2. Paran =3
v | 000 | 011 | 100 | 111 | 001 | 010 | 101 | 110
my | id id id id | (23) | (23) | (23) | (23) |

Observe que o subgrupo (2 () , *) = ((100,4d), (110, (23)))
é isomorfo ao produto direto Zs X Z4. Além disso, a acdo de
(Q (), %) sobre Z3 é fortemente transitiva. Portanto, este
cédigo propelinear é também um cédigo Zo x Z4-linear.

3. Paran =3
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Note que (2 (7),*) = ((110,id), (100, (23))) = Dys. Este
cédigo propelinear é também um cédigo Dy -linear.

Definicao 4: Seja C um codigo propelinear bindrio. Di-
zemos que C' é um cédigo propelinear invariante por trans-
lagdo se a acdo (Q(w),*) sobre Z% é preservada pela
distancia de Hamming.

Em outras palavras, um cédigo propelinear binario
C ¢é invariante por translacio quando dg (u,v)
dgr (u*2x,v * ), para todo u,v € C e todo = € Z}, [2].

Lema 5: [2] Um c6digo propelinear bindrio C' é invarian-
te por translacdo se, e somente se, wy (v) = dy (z,v * ),
para todo v € C e todo x € Z3.

Proposicao 6: Se C' é um cédigo propelinear bindrio
invariante por translacio, entdo o estabilizador de C §é
Stabe (z) = {0,id}.

Demonstragao: Pela identificacdo natural de C' com
(Q(m),*) temos que

)

Coroldrio 7: [2] Se C' é um cbdigo propelinear bindrio
invariante por translagdo, entdo |C| = 2*, para k < n.

Teorema 8: Seja C' um cédigo propelinear binario inva-
riante por translacdo de comprimento n, com cardinalidade
|C| = 2™, paran > 2, entdo C é um cédigo G-linear.

Demonstragao: Como C é propelinear binario inva-
riante por translacdo, implica que podemos identificar C'
com um subgrupo G = (Q (7), *) de Z%¥%S,,, portanto te-
mos uma ac¢do fortemente transitiva de G sobre C. Pela
Proposicao 6 e

|G| = |Stabe (z)| |G : Stabg (z)],

temos que

|G| = |Stabg (x)| |Orba (z)| = |Orba (z)| ,Vz € Z3.

Com isso, podemos afirmar que |G| = |C| = 2". Portanto,
C' é um codigo G-linear. ]

Ezemplo 9: Considere m : Z} — Sy, tal que (2 (7),*)
seja um subgrupo de Z5 xSy, isto é, um cédigo propelinear

dado por

1. Paran =5
v | 00000 | 00001 | 00010 | 00011 | 00100 | 00101
Ty id id id id id id
v 00110 | 00111
To id id
v | 11000 | 11001 | 11010 | 11011 | 11100 | 11101
Ty id id id id id id
v 11110 | 11111
T id id
v | 01000 | 01001 | 01010 | 01011 | 01100 | 01101 |
W (2 [ (3 | (2 | (02 | (02 | (12
v 01110 | 01111
T 12 | (12
v | 10000 | 10001 | 10010 | 10011 | 10100 | 10101
W (2 [ (9 | (2 | (02 | (02 | (12
v 10110 | 10111
Ty (12) (12)

Note que este cddigo propelinear bindrio é invariante por
translagao, onde (2 (), %) = Z3 x Z4, portanto, Z3 X Z4-
linear.

IV. C6DI1GOS PROPELINEARES m-ARIOS

Consideremos o espaco de Hamming (Z?,, dg) e Sn. Sa-
bemos que (Z7,®,®), onde ®, ® é a soma e o produto
médulo m, é um Z,,-mdédulo livre. Além disso, também

Stabg(r) (x) = {(v,m) € ((7),*) : (v,7,) (z) =v*2 =} podemos considerar o produto semidireto do Z,,-médulo

Como C é invariante por translagdo, entao

vkr=x=0=dpy(z,vxx) =wy(v)

= v =0,Yz € Z}, ou seja, (v,m,) = (0,id).

livre Z}, por Sy, denotado por Z],xS,. Com isso, po-
demos investigar os subgrupos desse produto semidireto.
Mais precisamente, os codigos propelineares m-arios para
m > 3.

Como o produto semidireto é definido pela acdo de um
grupo sobre um conjunto, as vezes é possivel induzir nesse
conjunto propriedades algébricas provenientes do grupo e
relaciond-las com a métrica, com isso tornando essse con-
junto um espaco métrico. O que desejamos, é que esta



métrica seja invariante sob esta agdo. Dentro desse contex-
to, mostraremos que nio é possivel obter cédigos propeli-
neares m-arios invariantes por translacao para m > 3.

Defini¢ao 10: Seja (Z7,, dr) o espago de Hamming n-
dimensional e S,, o grupo simétrico de grau n. Diremos
que um subconjunto C' C Z7,, com 0 € C' é um cédigo
propelinear m-ario de comprimento n, se existir uma
funcdo 7 : C — S,, definida por 7 (v) = m,, tal que seu
grafo Q () = {(v,m,) ;para todowv € C} seja um subgrupo
de Z7 xSn.

Dessa definicdo, segue que o cédigo propelinear m-ario
C C Z7, é identificado com o subgrupo (Q(m),*) de
(Z7 xSn,*), de modo que uxv = u & m, (v), Yu,v € C.
Por isso, nos referimos a C' e Q (), indistintamente.

Definigao 11: Seja C' um cddigo propelinear m-ario. Di-
remos que C' é um cédigo propelinear invariante por
translagao, se para todo u,v € C e z € Z]), temos que

dy (u,v) =dg (uxz,v*x).
Proposicao 12: Seja C um coédigo propelinear m-ario.
Diremos que C é invariante por translacdo se, e somente
se,

wtp (v) =dg (z,v*z) Ve € Z, eVv e C.
Demonstragao: Por conveniéncia, denotamos o ele-
mento inverso de v € C por s = v~'. Suponha que C
seja um cédigo propelinear m-ario invariante por trans-
lagdo, entdo wity (v) = dg (0,v) = dg (0*z,v*x) =
dy (z,v * ), para todo = € Z%. Reciprocamente, para
quaisquer u,v € C temos que

(u,v) = dy (wHu,w*v),Yw € C;
(u,v) = dg (u_1 *u,u"t *v) =dyg (O,U_1 *v)
(u,v) wtp (u™' *v)
w7 (u,v) dH( (u_l*v) ),VwEZS
(u,v) du (z,u™" * (v*x))
(u,v) = (U*CU uxu~' x(vx1));
(u,v) = dyg(uxz,v*x).

Consideremos o espago de Hamming (Z],,dg) e C C
77 um cédigo sobre Z%. Dado v = (A1, Aa,... ,Ay) € C
podemos escrever

V:(Al,AQ,... ,)\n)

n
=> \e; €L,
i=1

.en} é a base canénica do Z,,-médulo

; An)

onde B = {e1, ez
livre Z. Definimos o suporte de v = (A1, A2,. ..
como sendo

Supp(v) ={i:1<i<n,\ #0}

Nesse caso, wtg (v) = [Supp (v)|.
Lema 13: Seja C' um cédigo propelinear invariante por
translagdo. Se v € C' e my # id, entdo wy (V) # v.

Demonstragao: Suponha que 7y (V) = v, isto implica
que existem vetores coordenados e; # ej tal que 7y (e;) #
ej, ou seja, 4, j ¢ Supp (v). Logo,

wtg (v) = dp(ei,vxe)
= dy(e;,vDdry(e;))
= wty (v ry(e;) —ei)
= wty (vde;des)
= wty(v)+2,

o que contradiz o fato de C' ser invariante por translacgio.
|

Lema 14: [2] Seja C' um cédigo propelinear invariante
por translagdo. Se v € C, entdo my = id ou 7y (V) # V.
Quando 7y (v) # v, para cada i,j € I, = {1,2,... ,n} tal
que 7y (e;) = ej # e; temos:

i € Supp (v) se, e somente se, j ¢ Supp (v).
Demonstragao: Como C' é invariante por translacio
temos que

wtg (v) =dg (x,v*x) ,Vv e C,x € Z}.

Suponha que 7y # id , entdo existem vetores coordenados
e; # ej tais que

’th (V) = dH (ei,v*ei) (1)
= wty (v 7y (&) D e;)
= wtg (vdejDe).

Se i € Supp(v), entdo \; = 1, isto é, \; ®1 = 0. Por 1,
temos que \; & A\; = 1, ou seja, A; =0, logo j ¢ Supp (v) .
A reciproca basta trocar e; por e; . [ |

Teorema 15: Sejam m,n inteiros positivos maiores que
1. Nao existem cddigos propelineares m-arios invariantes
por translacdo para m > 2, exceto para C' C Z}}, linear e
tal que 7, = id para todo v € C.

Demonstragao: Se C' C Z}}, é linear e tal que my = id
para todo v € C, entdao C é trivialmente invariante por
translacdo. Agora, basta mostrar que existe x € Z}, tal
que

wtg (v) Zdg (x,v*x) = wty (v® 7wy (x) — X)

para algum v € C. Considermos os seguintes casos:

1. Pelos Lemas 13 e 14, segue que para my F# id
temos 7y (V) # Vv e que existe um vetor de peso
1, digamos e; tal que 7y (e;) = €5 # e, ou seja,

i € Supp(v) e j ¢ Supp(v). Portanto, wty (v) =
dy (x,v*x) =wty (VO my (x) —x) < wty (v) + 2.

2. Para m > 3, basta considerar 7y (v) # v, pelo item 1,
temos que

i € Supp(v) ej & Supp(v).

Escolhendo x = Ae; com A # 0 e A # \;, temos que

wty (v ® wy (\e;) —

= wty (a) ,

wtyg (v 7wy (X) — X) Ae;)



ondea=A1,A2,..., A\i— A, ... ,)\-{—)\j,... An-

Pela nossa escolha, 0 # A\; @ (—\) € Supp (v) e apesar de
Aj =0, pois j ¢ Supp(v) temos 0 # X @& \; ¢ Supp (v).
Portanto,

wty (Vv my (%) —x) = wty(v) + 1,

o que contradiz o fato de C' ser invariante por translagao.
|

V. CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos os c6digos propelineares co-
mo subgrupos do produto semidireto de Z}}, por Sy,. Classi-
ficamos alguns cddigos propelineares invariantes por trans-
lacdo, sob o ponto de vista geométrico, como cédigos G-
lineares. Mostramos, que ndo existem cédigos propelinea-
res m-arios invariantes por translacao, para m > 3, ou seja,
ndo existem subgrupos do produto semidireto Z}}, xSy, cu-
ja acdo sobre Z}, preserva a distancia de Hamming. Gos-
tarfamos de mencionar que as tabelas dos exemplos apre-
sentados foram obtidas com a ajuda do pacote computa-
cional GAP, [7].
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