Particoes Geometricamente Uniformes das
Constelagoes de Sinais Hiperbolicas {8, 8} e {p, 3}

Henrique Lazari, e

Abstract— Neste trabalho generalizamos o conceito de par-
ticdes geometricamente uniformes de conjunto de sinais per-
tencentes ao plano hiperbdlico. Esta generalizagao é possivel
através do uso do algoritmo de Reidemeister-Schreier. E
também apresentada a caracterizacdo dos cédigos de clas-
ses laterais generalizados via o conceito dos cédigos G-
lineares. Finalmente, apresentamos algumas parti¢gées dos
grupos fundamentais das constelagdes de sinais {8,8} e {p,3}
através do algoritmo de Reidemeister-Schreier.

I. INTRODUCAO

O conceito de conjuntos de sinais geometricamente uni-
formes foi introduzido por Forney [5]. Este conceito tem-se
mostrado o mais adequado no contexto de conjuntos de si-
nais e de espacos euclidianos no sentido de unificar proces-
sos tais como as particoes do tipo proposta por Ungerboeck
[14] e concatenagdo generalizada [2].

Um dos principais objetivos dos cédigos geometricamen-
te uniformes estd relacionado com as construcoes de par-
tigoes geometricamente uniformes e de cédigos de espaco de
sinais também geometricamente uniformes, em particular
dos cédigos de classes laterais generalizados.

O objetivo deste trabalho é de estender os conceitos
de conjuntos de sinais, de reticulados e de particionamen-
tos ao plano hiperbdlico, em particular o de uniformidade
geométrica em modulacdo/codificacdo bem como estabe-
lecer uma técnica para realizar a presentacao de grupos
que serdo importantes no processo de particionamento a
ser apresentado.

Embora os grupos de isometrias hiperbdlicos apresen-
tem uma maior complexidade do que aquela apresentada
pelos grupos de isometrias euclidianos, os procedimentos
e os conceitos relacionados as particoes geometricamente
uniformes podem ser estendidos aos grupos de isometrias
hiperbdlicos. Entretanto, as regioes fundamentais das tes-
selacoes, no caso euclidiano, sempre apresentam um sub-
grupo abeliano de ordem 4 pertencente ao grupo das sime-
trias mesmo que o grupo de isometrias seja ndo abeliano,
enquanto que no caso hiperbdlico grupos mais gerais terao
que ser considerados. Em outras palavras, a existéncia de
tesselagoes regulares no plano hiperbdlico da forma {p, ¢}
gerando conjuntos de sinais justifica a busca por subgru-
pos e quocientes de grupos associados ao grupo completo
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de simetrias [p, ¢] de {p, ¢} os quais fornecerdo informacoes
relevantes sobre as estruturas desses grupos.

II. CONJUNTOS DE SINAIS HIPERBOLICOS

Uma das estruturas algébricas mais importantes em teo-
ria de comunicacoes é a estrutura de espaco vetorial. E
através dela que foi e continua sendo possivel modelar e
analisar novas propostas de sistemas de comunicacoes, es-
quemas de modulacao, processamento de sinais, represen-
tacdo de constelagdes de sinais, etc, como pontos de um
espaco euclidiano. Por outro lado, o espaco hiperbdlico por
ndo ser um espaco normado globalmente e sim localmente,
apresenta dificuldades na utilizacdo da estrutura de espago
vetorial. Todavia, por ser um espaco métrico possibilita
que um sistema de coordenadas seja estabelecido. E com
base neste contexto que os resultados a serem apresentados
se inserem.

Nesta secdo iremos considerar o plano hiperbélico H co-
mo sendo o espago onde poderemos obter conjuntos de
sinais a partir das assim chamadas tesselacoes regulares,
tesselagOes essas que apresentam a vantagem de poder ser
estudadas a partir dos grupos associados as mesmas, [4] e
[3].

Defini¢ao 1: Uma tesselagao regular do plano hi-
perbdlico H é uma particdo de H por poligonos regulares
nao sobrepostos todos com o mesmo nimero de lados su-
jeitos & restricdo de que se sobreponham somente em seus
lados ou em seus vértices, onde se encontram sempre o
mesmo numero de poligonos. Uma tesselacao regular em
que g p-dgonos regulares se encontram em cada vértice é
denotada por {p, q}.

Como a soma dos angulos internos de um triangulo hi-
perbdlico é sempre estritamente menor do que m, entdo
existe uma tesselagdo hiperbdlica {p, q} se, e somente se,

(r—2)(¢—2) >4

Associado a cada tesselagdo {p, ¢} existe um grupo [p, ¢,
o grupo completo de simetrias de {p, ¢}. Esse grupo é o
subgrupo das isometrias de H, denotado por I'som(H), ge-
rado pelas reflexdes em torno de todas as retas hiperbdlicas
nas quais a tesselacdo {p,q} se reflete nela mesma [3], ou
seja [p, q] consiste das isometrias de H que deixam {p,q}
invariante [4]. Por [3], pag. 53, o grupo [p, q] é gerado pelas
reflexdes 71,2 e r3 nos lados do tridngulo hiperbdlico com
angulos g, E, T

Como consequéncia, a presentagdo do grupo [p, q] asso-



ciado & tesselacdo {p,q} é dada por

<7“1,7“2,7“3 12 =13 =13 = (ror1)? = (r3m2)? = (rir3)? = e>.

(1)

Dada uma tesselacdo {p, ¢} com grupo [p, ¢] entdo a tes-
selagdo dual é {q, p} com grupo [q, p]. E imediato que [p,q]e
[¢,p] sdo isomorfos, mas as tesselagoes [p, q| e [g, p] coinci-
dem se, e somente se, p = ¢q. O caso p = ¢ é chamado de
auto-dual e se p = ¢ = 4¢g para algum inteiro g > 2,
entdo a tesselacao {4g,4g} é tal que a identificacdo dos la-
dos dos poligonos torna H um recobrimento universal da
superficie compacta orientdvel de género g e o seu grupo
[4g,4g] tem como subgrupo normal o grupo fundamental
desta superficie, definido por

g
g = <a1, ...,ag,bl, ...,bg : H[az,bz] = 1> -

i=1
Disto resulta que 7, < [4g,4g] e
[4g,49] = mg X Dagy,

onde x denota o produto semidireto, e Dy, denota o grupo
diedral com 8¢ elementos. O grupo [p, q] pode ser obtido
como um subgrupo de {ndice 2p do grupo I'*(2, p, q), cha-
mado de grup(;f dﬁ tridAngulo que tem um triangulo A*

m
de angulos 51 5 g Como regido fundamental. Associado
q

ao grupo de tridngulo temos o grupo fuchsiano
I(2,p,q) =T*(2,p,q) N PSL(2,R),

cuja assinatura é (0;2,p,q) e regido fundamental A* U
r1 (A* ) .

Observagao 2: Tesselagdes regulares da forma {4g,4g}
podem ser obtidas como subtesselacoes da tesselacao asso-
ciada a um grupo de triangulo I'* ou a sua parte fuchsiana
I, com regido fundamental A ou (A = A*Ur;(A*)) a par-
tir da determinacao de 4g-agonos formados por reunides de
cépias de A ou A* e que tenham identificacdo de lados de
forma a gerar uma superficie orientavel de género g. Esse
procedimento é equivalente a determinar um subgrupo de
' isomorfo a 7,4, o grupo fundamental da superficie com-
pacta orientdvel de género g. Assim, os grupos de tridngulo
se tornam o ambiente adequado para busca de tesselagoes
relevantes no contexto de projetar constelacoes de sinais.

ITI. PARTIGOES GEOMETRICAMENTE UNIFORMES
HIPERBOLICAS

O conceito de particdes geometricamente uniformes foi
introduzido por Forney [5], no contexto de conjuntos de
sinais euclidianos. Apesar da maior complexidade dos gru-
pos de isometrias hiperbélicos quando comparados com os
euclidianos, a teoria de parti¢oes geometricamente unifor-
mes se estende a conjuntos de sinais no plano hiperbdlico,
como veremos nesta e nas proximas segoes.

Defini¢ao 3: Seja U' um subgrupo normal de U(S), gru-
po gerador do conjunto de sinais S. Denotando a érbita
de U’ por S', onde S" = {u(s) : uw € U'}, se U =

U'UU'aUU'bU .... é a decomposicao de U em classes
laterais de U’, entdo a particido de S é dada por

S=U'soUU'asg UUbsy....,

a qual denotaremos por S/S’ é chamada uma parti¢cdo geo-
metricamente uniforme. Denotaremos U(S’) por U'.

Definicao 4: Chamamos de particdo geometricamente
uniforme de um conjunto de sinais S geometricamente uni-
forme com um grupo gerador U(S) a qualquer particdo
S/S" induzida por um subgrupo normal U’ de U(S).

O conceito de particdo geometricamente uniforme é im-
portante tendo em vista o seguinte resultado fundamental.

Teorema 5: [5] Se S/S" é uma particio geometricamente
uniforme, entdo os elementos de S/S’ sdo geometricamente
uniformes, mutuamente congruentes e tem U’ como grupo
gerador comum.

Exemplo 6: No caso euclidiano, se A é um reticulado e
A" é um subreticulado de A de indice finito, entdo qualquer
conjunto de sinais S = A + a é particionado em |A/A|
subconjuntos de sinais geometricamente uniformes Na+wv
com v € [A/A'] para algum conjunto completo de repre-
sentantes [A/A'] de A modulo A’

Observagio 7: No caso hiperbdlico, temos alguns pon-
tos a considerar: Como a tesselacdo dual é gerada pelas
translagoes, entdo a condigdo equivalente a T'(A) = A é
exatamente o fato de a tesselacao ser auto-dual o que equi-
vale a ser do tipo {p,p}. Em geral, o grupo gerado pelas
translacoes pode ter elementos de ordem finita distintos
do elemento neutro. No caso auto-dual, como o grupo m,
tem uma tnica relacdo ([[[a;, b;] = 1), entdo 7, s6 tem o
elemento neutro de ordem finita.

Definicio 8: Seja S/S' uma particio geometricamen-
te uniforme, dizemos que um grupo 4 é um grupo de

rétulos para S/S’ se existe um isomorfismo m : A —
Us) .

———_ m é chamado de isomorfismo de rotulamen-
UuSs")

S
to. A aplicagdo (bijetora) m : A — 5 definida pela
composi¢ao do isomorfismo de rotulamento com a bijecdo

U(s S

(5) — — é chamada de rotulamento isométrico dos

U(s") S’

subconjuntos de S pertencentes a particdo S/S’.
Podemos visualizar a definicdo acima pelo diagrama:

U(s) S

usy g

a — uU  +— m(a) =u.(S")

= {uqu(so) :u € U'}.

A —

O fato de m ser uma fun¢do bem definida é consequéncia
de que se u,U" = vU' entao u,,v~! € U' = U(S"). Logo,
v 1(S") = 8" e, portanto uy(S') = v(S’).

As seguintes propriedades sdo imediatas:(i)m(es) = S;
@) 5| = |oign| = M

Teorema 9: Uma aplicagio de rotulamento (ou seja, uma
bijecdo) m : A — §/S’ é um rotulamento isométrico se,
e somente se, para todo a € A existe uma isometria u, tal




que para todo b € A

m(ab) = ugy(m(b))

A préxima definigdo estabelece o que queremos dizer por
um cédigo de espaco de sinais geometricamente uniformes.

Defini¢ao 10: Sejam (A, *) um grupo e I C Z (eventual-
mente finito). Consideraremos o espaco de sequéncias
Al = {{ak }ker : ar, € A, VEk € T}, onde A denota o alfabe-
to e I o conjunto de indices. Consideraremos a estrutura
natural de grupo em A’. Dados um conjunto de sinais S e
uma particido geometricamente uniforme S/S’, estendemos
o mapa do rotulamento isométrico a m : AT — (S/S")! de
maneira natural. Chamamos de cédigo de rétulos a qual-
quer subconjunto D C Af. Com estas notacgdes, o cédigo
de classes laterais generalizado (c6digo de espago de
sinais) é estabelecido como C(S/S',D) = |J m(c).

ceD
Observagao 11: Como C(S/S', D) = U m(e) =
ceD

U m(cr) temos que C(S/S",D) C S!, e uma se-
ceD,kel
quéncia de sinais s € S’ é uma sequéncia cédigo ou
um elemento de C(S/S’,D) se existe algum ¢ € D tal
que s € m(cg) para todo k € I. Se S C R", entdo
C(S/S',D) C (R*)!. Devemos notar que como H ndo é
um espaco vetorial, ndo ha uma forma padrao para produ-
tos.

Os resultados a seguir descrevem como deve ser um co-
dificador para os cddigos de espaco de sinais no caso hi-
perbdlico.

Teorema 12: [6] Com as notagdes anteriores, um cédigo
de classes laterais generalizado é um cédigo U(S)-
linear.

Lema 13: [6] Se C(S/S',D) é um cédigo de classes la-

. - ST ..
terais generalizado, entao <@> ~ <§> é uma particao

T
geometricamente uniforme e m : AT — <§> é um rotu-

lamento isométrico para esta particdo.
Lema 14: [6] Com as notagdes anteriores, se D < A!
entao com as estruturas induzidas,

("' <c(s/s',p) < ST,

¢ . q _ ST _A C(5/8,D)
emos 0s isomorfismos: /S D) =D )7 ~
I I
D ~D . S ~ A
€Al (S')I €Al
partigdes de grupos S'/C(S/S",D)/(S") e AT/D/e sdo
isomorfas.

Lema 15: [6] Os rétulos transladados de C(S/S’, D) sao
as classes laterais & direita de C(S/S’,D) em ST sob a
estrutura de grupo induzida.

Os resultados anteriores vem assegurar a validade da se-
guinte versdo para o Teorema de Forney sobre os cédigos
de classes laterais generalizados.

Teorema 16: [6] Se C'(S/S’, D) é um cédigo de classes la-
terais generalizado, entdo ST/C(S/S',D)/(S')! é uma ca-
deia de partigdes geometricamente uniformes e os rétulos

~ A!, ou seja, as cadeias de

transladados C'(S/S',D-a) de C(S/S’, D) sdo geometrica-
mente uniformes, mutuamente congruentes e tem grupo de
simetrias comum U(C(S/S",D)) =V.

Coroldrio 17: [6] Se C(S/S',D) é um (transladado de
um) cédigo de classes laterais generalizado, entdo: (a)
As regides de Voronoi associadas com duas sequéncias-
cdigo s,s'" € C(S/S',D) sdo congruentes; (b) O per-
fil de distancias DP(s) = {||s—5'|| : ' € C(S/S', D)} de
um ponto de sinal fixo s € C(S/S’, D) a todos os pontos
s' € C(S/S',D) independe de s.

IV. PRESENTAGAO DE SUBGRUPOS
Seja (G, ) um grupo, dizemos que a familia {g;}icsr de
elementos de G gera G se todo elemento g de G é da forma
n
€q
g=1I 94,
k=1
entdo que {g; }icr é uma familia de geradores de G, onde as

~ . €; ~
expressoes do tipo U = HZ=1 g;.* sdo chamadas de palavras
nos g;.

k

para algum n € N e e;, € {£1}. Dizemos

Dadas as palavras U e V, definimos U~! = [],_, g;:ei’“
e U -V por simples justaposicdo. Como consequéncia, U -
U~! =1, o elemento neutro de G. Chamaremos de relator
a qualquer palavra W que represente o elemento neutro 1.
Assim, dadas duas palavras V e W dizemos que V =W é
uma relagio em G se V- W~é um relator.

Se {R;}jes é uma familia de relatores de G, dizemos que
um relator W ¢ derivdvel dos R; se W puder ser trans-
formado na palavra trivial 1 por aplicagdes repetidas das
operagoes:

(i) Insercdo de um dos R; ou R;l ou relatores da forma
g - g~ ! entre simbolos de W, no seu inicio ou no fim;

(#) Eliminagio dos relatores citados em (i) se ocorrerem
como blocos de simbolos consecutivos em W.

Definigao 18: Seja G um grupo gerado pela familia
{g9i}ier e {R;j}jes uma familia de relatores tal que to-
do outro relator de G é derivdvel dos {R;}jecs, entdo os
{R;}jcs sdo chamados de relatores definidores de G,
e a sequéncia ({g;}ier; {R; = 1}jes) é dita uma presen-
tacao de G. Denotaremos esta presentacio por

G = ({gitier; {R; = 1}jes) -

Dizemos que G é finitamante gerado, finitamente rela-
cionado ou tem presentacdo finita se, respectivamente,
é finito, J é finito ou ambos sdo finitos. Um grupo de
isometrias importante do plano complexo é o grupo linear
especial projetivo, PSL(2,7Z) definido como

az+b
cz+d

PSL(2,Z):{T(2): :a,b,c,dEZead—bc:l}.

1
Se representarmos x por <Z—>——> e y por

z
N 1
z
—z+1

Exemplo 19: Dizemos que um grupo F' com uma familia
de geradores {g;}icr é um grupo livre nos {g;};cr se F' =
({gi}icr;0) ou seja, F' ndo tem nenhum relator definidor.

>, entdo PSL(2,Z) = (z,y : 2®> = y* = 1).



Um fato importante da teoria dos grupos é que todo
grupo é quociente de algum grupo livre. Este resultado é
consequéncia do seguinte teorema mais geral:

Teorema 20: (Teorema de Presentacdo de Quocientes)
Sejam G um grupo com a presentacio

G = ({gi}ier; {R; = 1}jer),

e N o subgrupo normal de G gerado pelas palavras
{Sk }rex, entao:

% = ({gi}ier; {R; = 1}jes{sk = 1}rex) -

A. Algoritmo de Reidemeister-Schreier

<a1, s {Ry (a1, ..., ap) = 1}ueM> um
grupo e H um subgrupo de G. Se W(a,) — W(a,) é
uma funcdo entre palavras tal que:

Sejam G =

(i) {W(a,,)} é um conjunto completo de representantes
das classes laterais a direita de G modulo H e:
(ii) Se K = H;.;l ajj ¢ um representante, entao para cada
m <n, [T}, a3’ também é um representante.

Nestas condicées mostra-se que H é gerado pelos ele-

Se denotarmos
- - 87‘
< SK L a,, temos

mentos da forma sk, = Ka,Ka, .
el e e1 e — €1

T (a,,l, ...al,:) por T (a,,l,...a,,:) = 5Ky au,

o seguinte resultado.

Teorema 21: (Schreier) Com as notacOes acima,
H = ({sx.0,}i {800, = 1}, {7 (KR, K ') =1}),

onde os pares M, ay sao tais que May e May determinam
o mesmo elemento no grupo livre gerado pelos {ay, ..., an}.

O préximo teorema fornece uma caracterizacdo de uma
classe de grupos cujo unico elemento de ordem finita é a
identidade.

Teorema 22: [11] Seja G = {(ay, ..., an; R (a1, ...,an) = 1),
entdo G tem um elemento de ordem finita, diferente da
identidade, se R (a1, ...,a,) é a k-ésima poténcia de alguma
palavra no grupo livre nos {a1,...,a,}

Defini¢ao 23: Dizemos que um grupo G atua sobre um
conjunto A ndo vazio, se existe um homomorfismo ¢ : G —
S4. Dado o elemento € A, a 6rbita de z é o conjunto
Gy = {0 () : 0 € G} e o estabilizador de z é o conjunto
E, = {0 € G : o(z) = z}. Decorre imediatamente que
G, CAeE, <G.

Defini¢ao 24: Sejam G um grupo e K, subgrupos de
G tais que: (1) K <G; (i) K-Q = G; (i) KNQ = {1}.
Dizemos entdo que G é um produto semidireto de K por
(), denotado K x () ou mais simplesmente K x (.

Se G é um produto semidireto de K por @), entdo exis-
te um homomorfismo 6 : @ — Aut(K) de modo que
6 (x) (k) = zkz~!. Por outro lado, dados K,Q e § : Q —
Aut(K), dizemos que um produto semidireto G de K por
Q realiza 6 se 0 (z) (k) = zkz ! paratodos k € K ex € Q.

Seja G um grupo gerado por {g;}icr, construimos uma
nova estrutura do seguinte modo: Um conjunto de vértices
rotulado pelos elementos de GG, um conjunto de arestas ro-
tulado por pares ordenados de elementos de G (ou vértices),

onde (z,y) é uma aresta se, e somente se, existir um gera-
dor g; de modo que y = g;x. Tal estrutura é denominada
de grafo de Cayley do grupo G .

V. DECOMPOSIGAO DE GRUPOS FUNDAMENTAIS
HIPERBOLICOS

A existéncia de tesselacoes regulares do plano hiperbdélico
da forma {p, ¢} gerando conjuntos de sinais justifica a pro-
cura de subgrupos e quocientes dos grupos [p, ¢] que forne-
cem informacoes sobre as estruturas dos mesmos.

A. O caso auto-dual, [8,8]

Consideremos o grupo
™ =Ty = <a1,b2,a2,b2 M [al’bl][@,bg] = ].> (2)

Denotando agora por z, o subgrupo normal de 7 gerado
por al, by, as ebs, ouseja, z, = (al, by, as, b2), temos entao
pelo Teorema de Presentagao de Quocientes, que

™

— = <al,b1,a2,b2 M [al’bl][ambg] ea? = b1 = Qs = b2 = ].)
n

=(a;:al =1) =7,

e {1,a1,a?,...,a?"'} é um sistema completo de represen-
tantes de Schreier para m modulo z,. Com isso, podemos
mostrar que

Teorema 25: [6] Seja 7, como em (2), o grupo fundamen-
tal da superficie compacta orientavel de género 2, entdo:

T =2zp X Zinp,
onde
Zn = <{ci}, {d;},{e:},0<i<n-—-1: ci+1c;1[di,ei] = 1> )

tal que 0 modn < (i — 1) mod n
Consideremos, agora, o subgrupo normal d, de 7 gera-
do pelos elementos a}, a3, a;by", asby "', (aas)?, entdo

pelo Teorema de Presentacdo de Quocientes, — tem co-

n
mo geradores os elementos aj,b;,as,b: e como relacoes
— — 52 — -1 _ -1 _ 2
[a17b1][a2,b2] = G{L = a3 = a1b1 = a2b2 = (0,1CL2) de
onde obtemos:

T
_ .on o 2 _ -1 _
d——<a1,a2.a1 =a; =1eaxa =a; a2>—ID)n.

n

Temos agora que {1,ai,..,a} ‘as,aiaz,...,a} tag} é
um sistema completo de representantes de Schreier de 7
modulo d,,. Considerando entio K € {1,ay,...,a} ‘ay
, alag,...,a?_lag} e a, € {a1,b,az2,b2} obtemos que d,
pode ter no miximo n geradores sk ,, . Para determinar
U(a,b1,az2,bs) usamos as relagdes em dl Com isso, po-

n
demos mostrar que

Teorema 26: [6] Seja 7, como em (2), o grupo fundamen-
tal da superficie compacta orientavel de género 2, entdo:

T =d X D,



onde
dn = (aiabiaciadiaaiaﬂiaviatsi 9, =1, 9; = 1)
tal que i € {0,...,n — 1}.

Vamos considerar agora os subgrupos z,, , de m gerados
por af*, b, az,bs. Pelo Teorema de Presentagdo do Quo-

ciente obtemos que tem os mesmos geradores que m

Zm,n
€ rela(;()es [a17b1][a2,b2] = l,a{” = b? = ay = bQ = 1,
mas az = by = 1 implica que [az,b3] = 1, logo devemos
ter [a1,b1] = 1, ou seja, a1b; = bya;. Com isso, podemos
mostrar que
Teorema 27: [6] Seja 7, como em (2), o grupo fundamen-
tal da superficie compacta orientavel de género 2, entdo:

T =Zmn X (L X L),
onde
Zmn = (@ &y bjks Cikydjg  Rjp = 1)
talque 0<j<m-1e0<k<n-1

B. Caso ndo auto-dual - grupos [p,3]

Considere o grupo [p,3] como em (1), isto é, o grupo
completo de simetrias de {p, 3}, onde r;(z) = —Z. Vamos
denotar por P = P,3 = [p,3] N PSL(2,R), ou seja, P é
a parte fuchsiana de [p, 3] consistindo de todos os elemen-
tos conformes que sdo representados por um nimero par de
reflexdes. Como {1,r;} é um sistema completo de represen-
tantes de Schreier de [p, 3] modulo P, aplicando o algoritmo
de Reidemeister-Schreier obtemos a seguinte presentagio:
= 872“1,1‘3 = (87“_11,1‘2 ’ ST‘l,T‘3)3 = 1> -

— . QP
P = <5T17r2vsTr1,7"3 “Sryra

Denotando entdo sy, ., por ps e Sr,,,rs DOI P3 reescreve-
mos:

P =(p2,ps:ph=p5=(p;'ps)’ =1).
Com a nova transformagio p; = p; ps obtemos:
P=(pi,p:pi =p = (mp2)’=1).

Como (p1p2)? = 1 se, e somente se, (p2p1)? = 1 também
podemos reescrever:

P={pi,p::p} =p3 = (pmp)*> =1).

Finalmente, temos o seguinte resultado
Teorema 28: [6] Dado o nimero natural p > 6 (ou seja
(p—2)(3—2) >4) a decomposic¢io de [p, 3] é dada por

[p,3] =P K ZQ,

onde P = (pi,p2 : p} = py = (p1p2)’ = 1) e Zo = (11).
Procuramos determinar um subgrupo normal NV de P tal

P
que N ~ Zs. Pelo Teorema de Presentacdo do Quociente,

tomando um gerador da forma pop; ® para N e tal que «
satisfaca a condigao

(pip2)® =1

Substituindo ps = p$, devemos ter que (pip2)?> =

(p2t1)? = pi*t? = 1. Além disso, p5 = pi¥ = 1. Lo-

go, devemos ter entao:

32a+2 (%)

3Jap ()

Mas a congruéncia () tem solucdo geral da forma a =
2+3n = 2(mod3). Assim, 31 a e como 3 é primo, devemos
ter 3|p e a construcdo é possivel para todo p tal que 3|p e
a = 3mod 3. Sob estas hipdteses:

P
~ =
Com isso, {1,p1,p?} é um sistema completo de represen-
tantes de Schreier para P modulo N.
n
Seja W(p1,p2) = [] pi“py' uma palavra em p; e pa que
i=1

1=
representa um elemento de P. Entao, reduzindo modulo
N temos

n
W(p1,p2) = [[ plips = p="T2" = py,

i=1

onde

A= (Z U +a Zvi)modii = (o1 (W) + ao2(W)) mod 3.

Finalmente, a presentacdo de N é dada por
Teorema 29: [6] Dado um nimero natural p tal quep > 6
e 3|p, entdo a decomposicao de [p, 3] é dada por

[p,3] = (N X Z3) X Zs,
onde
N= <b1,b2,b3 52 = b2 = b2 = (bibobs) % = (babiby)b = 1>.

VI. CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos os conceitos de presentacao
de grupos, de tesselagdes regulares no plano hiperbélico ne-
cessarios para o estabelecimento da extensdo do conceito
de particdo geometricamente uniforme. Foram levados em
consideragao as decomposi¢oes dos grupos fundamentais hi-
perbdlicos auto-dual [8, 8] e ndo auto-dual [p, 3] associados
as tesselagdes regulares hiperbdlicas {8, 8} e {p, 3}, respec-
tivamente.
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