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Parti�c~oes Geometricamente Uniformes das

Constela�c~oes de Sinais Hiperb�olicas f8; 8g e fp; 3g
Henrique Lazari, e Reginaldo Palazzo Jr.

Abstract|Neste trabalho generalizamos o conceito de par-

ti�c~oes geometricamente uniformes de conjunto de sinais per-

tencentes ao plano hiperb�olico. Esta generaliza�c~ao �e poss�ivel

atrav�es do uso do algoritmo de Reidemeister-Schreier. �E

tamb�em apresentada a caracteriza�c~ao dos c�odigos de clas-

ses laterais generalizados via o conceito dos c�odigos G-

lineares. Finalmente, apresentamos algumas parti�c~oes dos

grupos fundamentais das constela�c~oes de sinais f8,8g e fp,3g
atrav�es do algoritmo de Reidemeister-Schreier.

I. Introduc�~ao

O conceito de conjuntos de sinais geometricamente uni-
formes foi introduzido por Forney [5]. Este conceito tem-se
mostrado o mais adequado no contexto de conjuntos de si-
nais e de espa�cos euclidianos no sentido de uni�car proces-
sos tais como as parti�c~oes do tipo proposta por Ungerboeck
[14] e concatena�c~ao generalizada [2].

Um dos principais objetivos dos c�odigos geometricamen-
te uniformes est�a relacionado com as constru�c~oes de par-
ti�c~oes geometricamente uniformes e de c�odigos de espa�co de
sinais tamb�em geometricamente uniformes, em particular
dos c�odigos de classes laterais generalizados.

O objetivo deste trabalho �e de estender os conceitos
de conjuntos de sinais, de reticulados e de particionamen-
tos ao plano hiperb�olico, em particular o de uniformidade
geom�etrica em modula�c~ao/codi�ca�c~ao bem como estabe-
lecer uma t�ecnica para realizar a presenta�c~ao de grupos
que ser~ao importantes no processo de particionamento a
ser apresentado.

Embora os grupos de isometrias hiperb�olicos apresen-
tem uma maior complexidade do que aquela apresentada
pelos grupos de isometrias euclidianos, os procedimentos
e os conceitos relacionados �as parti�c~oes geometricamente
uniformes podem ser estendidos aos grupos de isometrias
hiperb�olicos. Entretanto, as regi~oes fundamentais das tes-
sela�c~oes, no caso euclidiano, sempre apresentam um sub-
grupo abeliano de ordem 4 pertencente ao grupo das sime-
trias mesmo que o grupo de isometrias seja n~ao abeliano,
enquanto que no caso hiperb�olico grupos mais gerais ter~ao
que ser considerados. Em outras palavras, a existência de
tessela�c~oes regulares no plano hiperb�olico da forma fp; qg
gerando conjuntos de sinais justi�ca a busca por subgru-
pos e quocientes de grupos associados ao grupo completo
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de simetrias [p; q] de fp; qg os quais fornecer~ao informa�c~oes
relevantes sobre as estruturas desses grupos.

II. Conjuntos de Sinais Hiperb�olicos

Uma das estruturas alg�ebricas mais importantes em teo-
ria de comunica�c~oes �e a estrutura de espa�co vetorial. �E
atrav�es dela que foi e continua sendo poss��vel modelar e
analisar novas propostas de sistemas de comunica�c~oes, es-
quemas de modula�c~ao, processamento de sinais, represen-
ta�c~ao de constela�c~oes de sinais, etc, como pontos de um
espa�co euclidiano. Por outro lado, o espa�co hiperb�olico por
n~ao ser um espa�co normado globalmente e sim localmente,
apresenta di�culdades na utiliza�c~ao da estrutura de espa�co
vetorial. Todavia, por ser um espa�co m�etrico possibilita
que um sistema de coordenadas seja estabelecido. �E com
base neste contexto que os resultados a serem apresentados
se inserem.

Nesta se�c~ao iremos considerar o plano hiperb�olico H co-
mo sendo o espa�co onde poderemos obter conjuntos de
sinais a partir das assim chamadas tessela�c~oes regulares,
tessela�c~oes essas que apresentam a vantagem de poder ser
estudadas a partir dos grupos associados �as mesmas, [4] e
[3].

De�ni�c~ao 1: Uma tessela�c~ao regular do plano hi-
perb�olico H �e uma parti�c~ao de H por pol��gonos regulares
n~ao sobrepostos todos com o mesmo n�umero de lados su-
jeitos �a restri�c~ao de que se sobreponham somente em seus
lados ou em seus v�ertices, onde se encontram sempre o
mesmo n�umero de pol��gonos. Uma tessela�c~ao regular em
que q p-�agonos regulares se encontram em cada v�ertice �e
denotada por fp; qg.

Como a soma dos ângulos internos de um triângulo hi-
perb�olico �e sempre estritamente menor do que �, ent~ao
existe uma tessela�c~ao hiperb�olica fp; qg se, e somente se,

(p� 2)(q � 2) > 4:

Associado a cada tessela�c~ao fp; qg existe um grupo [p; q],
o grupo completo de simetrias de fp; qg. Esse grupo �e o
subgrupo das isometrias de H , denotado por Isom(H ), ge-
rado pelas reex~oes em torno de todas as retas hiperb�olicas
nas quais a tessela�c~ao fp; qg se reete nela mesma [3], ou
seja [p; q] consiste das isometrias de H que deixam fp; qg
invariante [4]. Por [3], pag. 53, o grupo [p; q] �e gerado pelas
reex~oes r1; r2 e r3 nos lados do triângulo hiperb�olico com

ângulos
�

2
;
�

p
;
�

q
.

Como consequência, a presenta�c~ao do grupo [p; q] asso-
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ciado �a tessela�c~ao fp; qg �e dada por

r1; r2; r3 : r

2
1 = r

2
2 = r

2
3 = (r2r1)

p = (r3r2)
q = (r1r3)

2 = e
�
:

(1)

Dada uma tessela�c~ao fp; qg com grupo [p; q] ent~ao a tes-

sela�c~ao dual �e fq; pg com grupo [q; p]. �E imediato que [p; q] e
[q; p] s~ao isomorfos, mas as tessela�c~oes [p; q] e [q; p] coinci-
dem se, e somente se, p = q. O caso p = q �e chamado de
auto-dual e se p = q = 4g para algum inteiro g � 2,
ent~ao a tessela�c~ao f4g; 4gg �e tal que a identi�ca�c~ao dos la-
dos dos pol��gonos torna H um recobrimento universal da
superf��cie compacta orient�avel de gênero g e o seu grupo
[4g; 4g] tem como subgrupo normal o grupo fundamental
desta superf��cie, de�nido por

�g =

*
a1; :::; ag ; b1; :::; bg :

gY
i=1

[ai; bi] = 1

+
:

Disto resulta que �g C [4g; 4g] e

[4g; 4g] = �g n D 4g ;

onde n denota o produto semidireto, e D 4g denota o grupo
diedral com 8g elementos. O grupo [p; q] pode ser obtido
como um subgrupo de ��ndice 2p do grupo ��(2; p; q), cha-
mado de grupo de triângulo que tem um triângulo ��

de ângulos
�

2
,
�

p
,
�

q
como regi~ao fundamental. Associado

ao grupo de triângulo temos o grupo fuchsiano

�(2; p; q) = ��(2; p; q) \ PSL(2;R);

cuja assinatura �e (0; 2; p; q) e regi~ao fundamental �� [
r1(�

�).
Observa�c~ao 2: Tessela�c~oes regulares da forma f4g; 4gg

podem ser obtidas como subtessela�c~oes da tessela�c~ao asso-
ciada a um grupo de triângulo �� ou a sua parte fuchsiana
�, com regi~ao fundamental � ou (� = ��[r1(�

�)) a par-
tir da determina�c~ao de 4g-�agonos formados por reuni~oes de
c�opias de � ou �� e que tenham identi�ca�c~ao de lados de
forma a gerar uma superf��cie orient�avel de gênero g. Esse
procedimento �e equivalente a determinar um subgrupo de
� isomorfo a �g , o grupo fundamental da superf��cie com-
pacta orient�avel de gênero g. Assim, os grupos de triângulo
se tornam o ambiente adequado para busca de tessela�c~oes
relevantes no contexto de projetar constela�c~oes de sinais.

III. Partic�~oes Geometricamente Uniformes

Hiperb�olicas

O conceito de parti�c~oes geometricamente uniformes foi
introduzido por Forney [5], no contexto de conjuntos de
sinais euclidianos. Apesar da maior complexidade dos gru-
pos de isometrias hiperb�olicos quando comparados com os
euclidianos, a teoria de parti�c~oes geometricamente unifor-
mes se estende a conjuntos de sinais no plano hiperb�olico,
como veremos nesta e nas pr�oximas se�c~oes.

De�ni�c~ao 3: Seja U 0 um subgrupo normal de U(S), gru-
po gerador do conjunto de sinais S. Denotando a �orbita
de U

0 por S
0, onde S

0 = fu(s) : u 2 U
0g, se U =

U
0 [ U

0
a [ U

0
b [ :::: �e a decomposi�c~ao de U em classes

laterais de U 0, ent~ao a parti�c~ao de S �e dada por

S = U
0
s0 [ U

0
as0 [ U

0
bs0::::;

a qual denotaremos por S=S
0

�e chamada uma parti�c~ao geo-

metricamente uniforme. Denotaremos U(S0) por U 0.
De�ni�c~ao 4: Chamamos de parti�c~ao geometricamente

uniforme de um conjunto de sinais S geometricamente uni-
forme com um grupo gerador U(S) a qualquer parti�c~ao

S=S
0

induzida por um subgrupo normal U
0

de U(S).
O conceito de parti�c~ao geometricamente uniforme �e im-

portante tendo em vista o seguinte resultado fundamental.
Teorema 5: [5] Se S=S0 �e uma parti�c~ao geometricamente

uniforme, ent~ao os elementos de S=S0 s~ao geometricamente
uniformes, mutuamente congruentes e tem U

0 como grupo
gerador comum.

Exemplo 6: No caso euclidiano, se � �e um reticulado e
�

0

�e um subreticulado de � de ��ndice �nito, ent~ao qualquer
conjunto de sinais S = � + a �e particionado em j�=�

0

j

subconjuntos de sinais geometricamente uniformes �
0

a+ v

com v 2 [�=�
0

] para algum conjunto completo de repre-

sentantes [�=�
0

] de � modulo �
0

.

Observa�c~ao 7: No caso hiperb�olico, temos alguns pon-
tos a considerar: Como a tessela�c~ao dual �e gerada pelas
transla�c~oes, ent~ao a condi�c~ao equivalente a T (�) = � �e
exatamente o fato de a tessela�c~ao ser auto-dual o que equi-
vale a ser do tipo fp; pg. Em geral, o grupo gerado pelas
transla�c~oes pode ter elementos de ordem �nita distintos
do elemento neutro. No caso auto-dual, como o grupo �g
tem uma �unica rela�c~ao (

Q
[ai; bi] = 1), ent~ao �g s�o tem o

elemento neutro de ordem �nita.
De�ni�c~ao 8: Seja S=S

0 uma parti�c~ao geometricamen-
te uniforme, dizemos que um grupo A �e um grupo de

r�otulos para S=S
0 se existe um isomor�smo m : A !

U(S)

U(S 0)
, m �e chamado de isomor�smo de rotulamen-

to. A aplica�c~ao (bijetora) m : A !
S

S 0
de�nida pela

composi�c~ao do isomor�smo de rotulamento com a bije�c~ao
U(S)

U(S0)
!

S

S0
�e chamada de rotulamento isom�etrico dos

subconjuntos de S pertencentes �a parti�c~ao S=S0.
Podemos visualizar a de�ni�c~ao acima pelo diagrama:

A �!
U(S)

U(S0)
�!

S

S0

a 7�! uaU
0 7�! m(a) = ua(S

0)
= fuau(s0) : u 2 U

0g:

O fato de m ser uma fun�c~ao bem de�nida �e consequência
de que se uaU

0 = vU
0 ent~ao u

0

a
v
�1 2 U

0 = U(S0). Logo,
uav

�1(S0) = S
0 e, portanto ua(S

0) = v(S0):
As seguintes propriedades s~ao imediatas:(i)m(eA) = S

0;

(ii)

���� SS0
���� =

���� U(S)U(S0)

���� = jAj.

Teorema 9: Uma aplica�c~ao de rotulamento (ou seja, uma
bije�c~ao) m : A �! S=S 0 �e um rotulamento isom�etrico se,
e somente se, para todo a 2 A existe uma isometria ua tal
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que para todo b 2 A

m(ab) = ua(m(b))
A pr�oxima de�ni�c~ao estabelece o que queremos dizer por

um c�odigo de espa�co de sinais geometricamente uniformes.
De�ni�c~ao 10: Sejam (A; �) um grupo e I � Z (eventual-

mente �nito). Consideraremos o espa�co de sequências

AI = ffakgk2I : ak 2 A;8k 2 Ig, onde A denota o alfabe-
to e I o conjunto de��ndices. Consideraremos a estrutura
natural de grupo em AI . Dados um conjunto de sinais S e
uma parti�c~ao geometricamente uniforme S=S0, estendemos
o mapa do rotulamento isom�etrico a m : AI ! (S=S0)I de
maneira natural. Chamamos de c�odigo de r�otulos a qual-
quer subconjunto D � AI . Com estas nota�c~oes, o c�odigo

de classes laterais generalizado (c�odigo de espa�co de
sinais) �e estabelecido como C(S=S0;D) =

S
c2D

m(c).

Observa�c~ao 11: Como C(S=S0;D) =
S
c2D

m(c) =S
c2D;k2I

m(ck) temos que C(S=S0;D) � S
I , e uma se-

quência de sinais s 2 S
I �e uma sequência c�odigo ou

um elemento de C(S=S0;D) se existe algum c 2 D tal
que sk 2 m(ck) para todo k 2 I . Se S � Rn , ent~ao
C(S=S0;D) � (Rn )I . Devemos notar que como H n~ao �e
um espa�co vetorial, n~ao h�a uma forma padr~ao para produ-
tos.
Os resultados a seguir descrevem como deve ser um co-

di�cador para os c�odigos de espa�co de sinais no caso hi-
perb�olico.

Teorema 12: [6] Com as nota�c~oes anteriores, um c�odigo

de classes laterais generalizado �e um c�odigo U(S)-
linear.

Lema 13: [6] Se C(S=S0;D) �e um c�odigo de classes la-

terais generalizado, ent~ao

�
S
I

S0I

�
'

�
S

S0

�
�e uma parti�c~ao

geometricamente uniforme e m : AI !

�
S

S0

�I
�e um rotu-

lamento isom�etrico para esta parti�c~ao.

Lema 14: [6] Com as nota�c~oes anteriores, se D C AI

ent~ao com as estruturas induzidas,

(S0)I � C(S=S0;D) � S
I
;

temos os isomor�smos:
S
I

C(S=S0;D)
'
A

D
;
C(S=S0;D)

(S0)I
'

D

eAI

' D ;
S
I

(S0)I
'

AI

eAI

' AI , ou seja, as cadeias de

parti�c~oes de grupos Si=C(S=S0;D)=(S0)I e AI
=D=eA s~ao

isomorfas.
Lema 15: [6] Os r�otulos transladados de C(S=S0;D) s~ao

as classes laterais �a direita de C(S=S0;D) em S
I sob a

estrutura de grupo induzida.

Os resultados anteriores vem assegurar a validade da se-
guinte vers~ao para o Teorema de Forney sobre os c�odigos
de classes laterais generalizados.

Teorema 16: [6] Se C(S=S0;D) �e um c�odigo de classes la-
terais generalizado, ent~ao SI=C(S=S0;D)=(S0)I �e uma ca-
deia de parti�c~oes geometricamente uniformes e os r�otulos

transladados C(S=S0;D � a) de C(S=S0;D) s~ao geometrica-
mente uniformes, mutuamente congruentes e tem grupo de
simetrias comum U(C(S=S0;D)) = V .

Corol�ario 17: [6] Se C(S=S0;D) �e um (transladado de
um) c�odigo de classes laterais generalizado, ent~ao: (a)
As regi~oes de Voronoi associadas com duas sequências-
c�odigo s; s

0 2 C(S=S0;D) s~ao congruentes; (b) O per-
�l de distâncias DP (s) = fks� s

0k : s0 2 C(S=S0;D)g de
um ponto de sinal �xo s 2 C(S=S0;D) a todos os pontos
s
0 2 C(S=S0;D) independe de s.

IV. Presentac�~ao de Subgrupos

Seja (G; �) um grupo, dizemos que a fam��lia fgigi2I de
elementos de G gera G se todo elemento g de G �e da forma

g =
nQ

k=1

g
eik

ik
para algum n 2 N e eik 2 f�1g. Dizemos

ent~ao que fgigi2I �e uma fam��lia de geradores de G, onde as
express~oes do tipo U =

Q
n

k=1
g
eik

ik
s~ao chamadas de palavras

nos gi.

Dadas as palavras U e V , de�nimos U�1 =
Q

n

k=1
g
1�eik
ik

e U � V por simples justaposi�c~ao. Como consequência, U �
U
�1 = 1, o elemento neutro de G. Chamaremos de relator

a qualquer palavra W que represente o elemento neutro 1.
Assim, dadas duas palavras V e W dizemos que V =W �e
uma rela�c~ao em G se V �W�1�e um relator.

Se fRjgj2J �e uma fam��lia de relatores de G, dizemos que
um relator W �e deriv�avel dos Rj se W puder ser trans-
formado na palavra trivial 1 por aplica�c~oes repetidas das
opera�c~oes:

(i) Inser�c~ao de um dos Rj ou R
�1

j
ou relatores da forma

g � g�1 entre s��mbolos de W , no seu in��cio ou no �m;
(ii) Elimina�c~ao dos relatores citados em (i) se ocorrerem
como blocos de s��mbolos consecutivos em W .

De�ni�c~ao 18: Seja G um grupo gerado pela fam��lia
fgigi2I e fRjgj2J uma fam��lia de relatores tal que to-
do outro relator de G �e deriv�avel dos fRjgj2J , ent~ao os
fRjgj2J s~ao chamados de relatores de�nidores de G,
e a sequência hfgigi2I ; fRj = 1gj2Ji �e dita uma presen-

ta�c~ao de G. Denotaremos esta presenta�c~ao por

G = hfgigi2I ; fRj = 1gj2Ji :
Dizemos que G �e �nitamante gerado, �nitamente rela-

cionado ou tem presenta�c~ao �nita se, respectivamente, I
�e �nito, J �e �nito ou ambos s~ao �nitos. Um grupo de
isometrias importante do plano complexo �e o grupo linear
especial projetivo, PSL(2;Z) de�nido como

PSL(2;Z) =

�
T (z) =

az + b

cz + d
: a; b; c; d 2 Z e ad� bc = 1

�
:

Se representarmos x por

�
z ! �

1

z

�
e y por�

z !
1

�z + 1

�
, ent~ao PSL(2;Z) =



x; y : x2 = y

3 = 1
�
:

Exemplo 19: Dizemos que um grupo F com uma fam��lia
de geradores fgigi2I �e um grupo livre nos fgigi2I se F =
hfgigi2I ; ;i ou seja, F n~ao tem nenhum relator de�nidor.
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Um fato importante da teoria dos grupos �e que todo
grupo �e quociente de algum grupo livre. Este resultado �e
consequência do seguinte teorema mais geral:

Teorema 20: (Teorema de Presenta�c~ao de Quocientes)
Sejam G um grupo com a presenta�c~ao

G = hfgigi2I ; fRj = 1gj2Ji ;

e N o subgrupo normal de G gerado pelas palavras
fskgk2K , ent~ao:

G

N
= hfgigi2I ; fRj = 1gj2Jfsk = 1gk2Ki :

A. Algoritmo de Reidemeister-Schreier

Sejam G =
D
a1; :::; an; fR� (a1; :::; an) = 1g

�2M

E
um

grupo e H um subgrupo de G. Se W (a�) ! W (a�) �e
uma fun�c~ao entre palavras tal que:

(i)

n
W (a�)

o
�e um conjunto completo de representantes

das classes laterais �a direita de G modulo H e:
(ii) Se K =

Q
n

j=1
a
ej

j
�e um representante, ent~ao para cada

m < n,
Q

m

j=1
a
ej

j
tamb�em �e um representante.

Nestas condi�c~oes mostra-se que H �e gerado pelos ele-

mentos da forma sK;a�
= Ka�Ka�

�1
. Se denotarmos

�
�
a
e1
�1
; :::a

er
�r

�
por �

�
a
e1
�1
; :::a

er
�r

�
= s

e1

K1;a�1
� ::: �ser

Kr;a�r
temos

o seguinte resultado.
Teorema 21: (Schreier) Com as nota�c~oes acima,

H =


fsK;a�

g ; fsM;a�
= 1g ;

�
�
�
KR�K

�1
�
= 1

	�
;

onde os pares M;a� s~ao tais que Ma� e Ma� determinam
o mesmo elemento no grupo livre gerado pelos fa1; :::; ang.
O pr�oximo teorema fornece uma caracteriza�c~ao de uma

classe de grupos cujo �unico elemento de ordem �nita �e a
identidade.

Teorema 22: [11] Seja G = ha1; :::; an;R (a1; :::; an) = 1i,
ent~ao G tem um elemento de ordem �nita, diferente da
identidade, se R (a1; :::; an) �e a k-�esima potência de alguma
palavra no grupo livre nos fa1; :::; ang

De�ni�c~ao 23: Dizemos que um grupo G atua sobre um
conjunto A n~ao vazio, se existe um homomor�smo ' : G!
SA. Dado o elemento x 2 A, a �orbita de x �e o conjunto
Gx = f� (x) : � 2 Gg e o estabilizador de x �e o conjunto
Ex = f� 2 G : � (x) = xg. Decorre imediatamente que
Gx � A e Ex � G.

De�ni�c~ao 24: Sejam G um grupo e K;Q subgrupos de
G tais que: (i) K �G; (ii) K � Q = G; (iii) K \ Q = f1g.
Dizemos ent~ao que G �e um produto semidireto de K por
Q, denotado K nQ ou mais simplesmente K nQ.
Se G �e um produto semidireto de K por Q, ent~ao exis-

te um homomor�smo � : Q ! Aut(K) de modo que
� (x) (k) = xkx

�1
: Por outro lado, dados K;Q e � : Q !

Aut(K), dizemos que um produto semidireto G de K por
Q realiza � se � (x) (k) = xkx

�1 para todos k 2 K e x 2 Q.
Seja G um grupo gerado por fgigi2I , construimos uma

nova estrutura do seguinte modo: Um conjunto de v�ertices
rotulado pelos elementos de G, um conjunto de arestas ro-
tulado por pares ordenados de elementos deG (ou v�ertices),

onde (x; y) �e uma aresta se, e somente se, existir um gera-
dor gi de modo que y = gix: Tal estrutura �e denominada
de grafo de Cayley do grupo G .

V. Decomposic�~ao de Grupos Fundamentais

Hiperb�olicos

A existência de tessela�c~oes regulares do plano hiperb�olico
da forma fp; qg gerando conjuntos de sinais justi�ca a pro-
cura de subgrupos e quocientes dos grupos [p; q] que forne-
cem informa�c~oes sobre as estruturas dos mesmos.

A. O caso auto-dual, [8; 8]

Consideremos o grupo

� = �2 = ha1; b2; a2; b2 : [a1;b1][a2; b2] = 1i : (2)

Denotando agora por zn o subgrupo normal de � gerado
por an1 ; b1; a2 e b2, ou seja, zn = han1 ; b1; a2; b2i, temos ent~ao
pelo Teorema de Presenta�c~ao de Quocientes, que

�

zn
= ha1; b1; a2; b2 : [a1;b1][a2; b2] e a

n

1 = b1 = a2 = b2 = 1i

= ha1 : a
n

1 = 1i = Zn

e f1; a1; a
2
1; :::; a

n�1

1 g �e um sistema completo de represen-
tantes de Schreier para � modulo zn. Com isso, podemos
mostrar que

Teorema 25: [6] Seja �, como em (2), o grupo fundamen-
tal da superf��cie compacta orient�avel de gênero 2, ent~ao:

� = zn nZn;

onde

zn =


fcig; fdig; feig; 0 � i � n� 1 : ci+1c

�1

i
[di; ei] = 1

�
:

tal que 0 modn � (i� 1)mod n
Consideremos, agora, o subgrupo normal dn de � gera-

do pelos elementos an1 , a
2
2, a1b

�1

1 , a2b
�1

2 , (a1a2)
2, ent~ao

pelo Teorema de Presenta�c~ao de Quocientes,
�

dn
tem co-

mo geradores os elementos a1; b1; a2; b2 e como rela�c~oes
[a1;b1][a2; b2] = a

n

1 = a
2
2 = a1b

�1

1 = a2b
�1

2 = (a1a2)
2 de

onde obtemos:

�

dn
=


a1; a2 : a

n

1 = a
2
2 = 1 e a2a1 = a

�1

1 a2

�
= D n :

Temos agora que f1; a1; :::; a
n�1

1 a2; a1a2; :::; a
n�1

1 a2g �e
um sistema completo de representantes de Schreier de �

modulo dn. Considerando ent~ao K 2 f1; a1; :::; a
n�1

1 a2

, a1a2; :::; a
n�1

1
a2g e a� 2 fa1; b1; a2; b2g obtemos que dn

pode ter no m�aximo n geradores sK;a�
. Para determinar

U(a1; b1; a2; b2) usamos as rela�c~oes em
�

dn
. Com isso, po-

demos mostrar que
Teorema 26: [6] Seja �, como em (2), o grupo fundamen-

tal da superf��cie compacta orient�avel de gênero 2, ent~ao:

� = dn n D n ;



5

onde

dn = hai; bi; ci; di; �i; �i; i; �i : �i = 1; 	i = 1i

tal que i 2 f0; :::; n� 1g.
Vamos considerar agora os subgrupos zm;n de � gerados

por am1 ; b
n

1 ; a2; b2. Pelo Teorema de Presenta�c~ao do Quo-

ciente obtemos que
�

zm;n

tem os mesmos geradores que �

e rela�c~oes [a1;b1][a2; b2] = 1; am1 = b
n

1 = a2 = b2 = 1,
mas a2 = b2 = 1 implica que [a2; b2] = 1; logo devemos
ter [a1; b1] = 1, ou seja, a1b1 = b1a1. Com isso, podemos
mostrar que

Teorema 27: [6] Seja �, como em (2), o grupo fundamen-
tal da superf��cie compacta orient�avel de gênero 2, ent~ao:

� = zm;n n (Zm�Zn);

onde

zm;n = haj;k; bj;k; cj;k; dj;k : Rj;k = 1i

tal que 0 � j � m� 1 e 0 � k � n� 1.

B. Caso n~ao auto-dual - grupos [p,3]

Considere o grupo [p; 3] como em (1), isto �e, o grupo
completo de simetrias de fp; 3g, onde r1(z) = �z. Vamos
denotar por P = Pp;3 = [p; 3] \ PSL(2;R), ou seja, P �e
a parte fuchsiana de [p; 3] consistindo de todos os elemen-
tos conformes que s~ao representados por um n�umero par de
reex~oes. Como f1; r1g �e um sistema completo de represen-
tantes de Schreier de [p; 3] modulo P , aplicando o algoritmo
de Reidemeister-Schreier obtemos a seguinte presenta�c~ao:

P =


sr1;r2 ; srr1;r3

: sp
r1;r2

= s
2
r1;r3

= (s�1
r1;r2

� sr1;r3)
3 = 1

�
:

Denotando ent~ao sr1;r2 por p2 e srr1;r3 por p3 reescreve-
mos:

P =


p2; p3 : p

p

2 = p
2
3 = (p�12 p3)

3 = 1
�
:

Com a nova transforma�c~ao p1 = p
�1

2 p3 obtemos:

P =


p1; p2 : p

3
1 = p

p

2 = (p1p2)
2 = 1

�
:

Como (p1p2)
2 = 1 se, e somente se, (p2p1)

2 = 1 tamb�em
podemos reescrever:

P =


p1; p2 : p

p

1 = p
3
2 = (p1p2)

2 = 1
�
:

Finalmente, temos o seguinte resultado

Teorema 28: [6] Dado o n�umero natural p > 6 (ou seja
(p� 2)(3� 2) > 4) a decomposi�c~ao de [p; 3] �e dada por

[p; 3] = P nZ2;

onde P =


p1; p2 : p

3
1 = p

p

2 = (p1p2)
2 = 1

�
e Z2 = hr1i :

Procuramos determinar um subgrupo normal N de P tal

que
P

N
' Z3. Pelo Teorema de Presenta�c~ao do Quociente,

tomando um gerador da forma p2p
��

1 para N e tal que �
satisfa�ca a condi�c~ao

(p1p2)
2 = 1

Substituindo p2 = p
�

1 , devemos ter que (p1p2)
2 =

(p�+11 )2 = p
2�+2

1 = 1. Al�em disso, pp2 = p
�p

1 = 1. Lo-
go, devemos ter ent~ao:

8<
:

3j2�+ 2 (�)

3j�p (��)
:

Mas a congruência (�) tem solu�c~ao geral da forma � =
2+3n � 2(mod 3). Assim, 3 - � e como 3 �e primo, devemos
ter 3jp e a constru�c~ao �e poss��vel para todo p tal que 3jp e
� � 3mod 3. Sob estas hip�oteses:

P

N
=


p1 : p

3
1 = 1

�
:

Com isso, f1; p1; p
2
1g �e um sistema completo de represen-

tantes de Schreier para P modulo N:

Seja W (p1; p2) =
nQ
i=1

p
ui

1 p
vi

2 uma palavra em p1 e p2 que

representa um elemento de P . Ent~ao, reduzindo modulo
N temos

W (p1; p2) =

nY
i=1

p
ui

1 p
vi

2 = p

P
ui+
P

vi = p
�

1 ;

onde

� = (
X

ui + �

X
vi)mod 3 = (�1(W ) + ��2(W ))mod 3:

Finalmente, a presenta�c~ao de N �e dada por

Teorema 29: [6] Dado um n�umero natural p tal que p > 6
e 3jp, ent~ao a decomposi�c~ao de [p; 3] �e dada por

[p; 3] = (N nZ3)nZ2;

onde

N =
D
b1; b2; b3 : b

2
1 = b

2
2 = b

2
3 = (b1b2b3)

p

3 = (b2b1b3)
p

3 = 1
E
:

VI. Conclus~oes

Neste trabalho apresentamos os conceitos de presenta�c~ao
de grupos, de tessela�c~oes regulares no plano hiperb�olico ne-
cess�arios para o estabelecimento da extens~ao do conceito
de parti�c~ao geometricamente uniforme. Foram levados em
considera�c~ao as decomposi�c~oes dos grupos fundamentais hi-
perb�olicos auto-dual [8; 8] e n~ao auto-dual [p; 3] associados
�as tessela�c~oes regulares hiperb�olicas f8; 8g e fp; 3g, respec-
tivamente.
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