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Constru�c~ao de C�odigos Z
2k
-pseudolineares atrav�es

de Aplica�c~oes Casadas Isom�etricas e Extens~oes de
Galois sobre An�eis Locais

Patricia de Rezende Barbosa, e Reginaldo Palazzo Jr.

Abstract| Neste trabalho apresentamos um procedimen-

to para a determina�c~ao das aplica�c~oes isom�etricas entre os

espa�cos de Lee e de Hamming. Este procedimento faz uso

dos conceitos de particionamento de conjuntos e de repre-

senta�c~ao modular. Baseado nessas aplica�c~oes isom�etricas,

apresentamos uma proposta de constru�c~ao de c�odigos Z
2k
-

pseudolineares atrav�es dos c�odigos c��clicos provenientes da

extens~ao de Galois de dimens~ao r sobre an�eis locais.

I. Introduc�~ao

A Z4-linearidade proposta em [2] contribuiu signi�cati-
vamente ao processo de inser�c~ao dos c�odigos n~ao lineares
no contexto de transmiss~ao da informa�c~ao bem como no
estudo das caracter��sticas lineares inerentes a tais c�odigos.

No contexto de inser�c~ao dos c�odigos n~ao lineares no pro-
cesso de transmiss~ao da informa�c~ao em [13] mostrou-se a
n~ao existência de c�odigos Z2k-lineares pois o grupo de si-
metrias de Zk

2
n~ao possui um subgrupo cuja a�c~ao seja forte-

mente transitiva sobre Zk
2
. A a�c~ao ser fortemente transitiva

implica que a aplica�c~ao mk : Z2k ! Z
k
2
tenha que ser uma

bije�c~ao e que os espa�cos m�etricos sejam isom�etricos.

Nesta dire�c~ao em [10] foi mostrada a possibilidade de
que se a aplica�c~ao mk for injetora ent~ao �e poss��vel obter-se
o casamento e mais, a isometria entre os espa�cos m�etricos

(Z2k; dL) e (Z
2
k�1

2
; dH). Esta classe de c�odigos foi chamada

c�odigos Z2k-pseudolineares.

Neste trabalho apresentamos um procedimento sis-
tem�atico para a determina�c~ao das aplica�c~oes (injetivas)
isom�etricas entre os espa�cos de Lee e de Hamming. Pa-
ra alcan�carmos este objetivo faremos uso do conceito de
particionamento de conjuntos, equivalentemente, o de re-
cobrimento de regi~oes 2k � 2k atrav�es de subregi~oes que
ser~ao identi�cadas como sendo as regi~oes de Voronoi asso-
ciadas aos elementos do alfabeto do c�odigo. Com isso, mos-
traremos que tais regi~oes s~ao congruentes e que portanto,
s~ao geometricamente uniformes. Dessa forma, o proces-
so de decodi�ca�c~ao �ca bastante simpli�cado. Uma vez
realizado o particionamento ser�a necess�ario estabelecer a
aplica�c~ao mk tal que os espa�cos m�etricos de Lee e de Ham-
ming sejam isom�etricos. Para tal, iremos fazer uso do con-
ceito de representa�c~ao modular. Finalmente, de posse das
aplica�c~oes isom�etricas apresentamos a proposta de cons-
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tru�c~ao de c�odigos Z2k-pseudolineares atrav�es dos c�odigos
BCH provenientes da extens~ao de Galois de dimens~ao r

sobre Z2k.

II. Preliminares

Nesta se�c~ao iremos apresentar os conceitos necess�arios
para o entendimento e a fundamenta�c~ao da proposta de
constru�c~ao de c�odigos Z2k-pseudolineares.

A. Recobrimento de regi~oes Z2k �Z2k

Dada uma c�elula b�asica de ordem 4k, gerada por
aritm�etica modular, consistindo de c�elulas em um reticu-
lado regular em Z

2, a pergunta que se faz �e a seguinte:
quais s~ao os poss��veis formatos Sj destas c�elulas que reco-
brem a c�elula b�asica dada sob a restri�c~ao de que para uma
c�elula demarcada em Sj a distância entre essas c�elulas na
justaposi�c~ao dos Sj 's �e a maior poss��vel?
A motiva�c~ao por tr�as deste problema est�a relacionada

com a determina�c~ao das aplica�c~oes isom�etricasmk : Z2k !

Z
2
k�1

2
que dever~ao ser utilizadas na constru�c~ao dos c�odigos

Z2k-pseudolineares [10]. Al�em desta aplica�c~ao, existem ou-
tras tais como armazenagem de dados em meios �opticos ou
magn�eticos, modula�c~oes digitais tipoM -QAM, aloca�c~ao de
frequência em telefonia m�ovel, etc., consideradas em [6], [8],
[11], e [12].

Uma solu�c~ao sistem�atica deste problema de recobrimento
�e importante. Uma maneira de se alcan�car este objetivo �e
usar de um procedimento que, a princ��pio, se resume a duas
etapas. A primeira etapa est�a relacionada com o problema
da parti�c~ao do n�umero inteiro 2k. Esta parti�c~ao dever�a
fornecer todos os poss��veis formatos com 2k c�elulas. A
segunda etapa est�a relacionada com o grupo de simetrias
associado a cada poss��vel formato resultante da parti�c~ao de
2k. Em princ��pio, todos os formatos com o maior n�umero
de simetrias s~ao os candidatos. Entre estes, somente os que
satisfazem o crit�erio de distância s~ao selecionados. Esses
s~ao os formatos que ir~ao recobrir a c�elula b�asica sob as
restri�c~oes colocadas.

O conjunto de formatos que apresenta a maior distância
poss��vel entre as c�elulas demarcadas, �e aquele constitu��do
pelos formatos que recobrem a regi~ao. Este conjunto �e
exatamente o conjunto das poss��veis regi~oes de Voronoi
Sj ; 1 � j � k, que recobre a regi~ao considerada. Para
ver isto, considere uma c�elula b�asica de ordem 4k. No-
te que esta c�elula b�asica �e formada por 2k classes laterais
com 2k elementos em cada classe. Considere agora somente
uma das classes. Suponha que possamos especi�car atrav�es
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da parti�c~ao 2k-�aria a localiza�c~ao de cada um dos 2k ele-
mentos. Assim, a forma que ir�a recobrir esta regi~ao vem
naturalmente, [7].
A t�ecnica de particionamento de conjuntos [6] ser�a uti-

lizada neste caso para determinar a localiza�c~ao dos d��gitos
do alfabeto do c�odigo e tamb�em as poss��veis regi~oes de
Voronoi em um arranjo de 2k � 2k, c�elulas com a maior
distância de Lee poss��vel.

B. Uniformidade geom�etrica

Seja S um conjunto �nito de sinais pertencente a um es-
pa�co m�etrico (M;d). O grupo de simetrias de S, denotado
por �(S), consiste do conjunto de isometrias de S tal que
(S) = S, onde  �e uma isometria em �(S).
Seja S o conjunto a ser associado ao alfabeto do c�odigo

e seja G um grupo, ent~ao
De�ni�c~ao 1: Um grupo (G; �) atua em um conjunto de

sinais S, se existe um homomor�smo � : G! �(S). Nestas
condi�c~oes, a �orbita de s 2 S sob a a�c~ao de G �e o conjunto
OrbG(s) = f�(g)(s); g 2 Gg. Se para cada s1; s2 2 S,
existe um g 2 G, tal que �(g)(s1) = s2, ent~ao G atua
transitivamente em S.
Da De�ni�c~ao 1 decorre que o conjunto de sinais S �e geo-

metricamente uniforme.
De�ni�c~ao 2: [3] Um conjunto de sinais S est�a casado a

um grupo G se existir uma aplica�c~ao m : G �! S tal que
para todos g; g0 2 G ,

d(m(g);m(g0)) = d(m(g�1 � g0);m(e))

chamamos m de aplica�c~ao casada. Se m �e injetora dizemos
que m�1 �e um rotulamento casado.
Se m : G ! S �e uma aplica�c~ao casada ent~ao H =

m
�1(m(e)) �e um subgrupo de G e g � g

0
mod H se, e

somente se, m(g) = m(g0). Assim, qualquer aplica�c~ao ca-
sadam corresponde a uma bije�c~ao gH 7�! m(g) das classes

laterais �a esquerda de H em G nos elementos de S. �E ime-
diato, via o teorema do homor�smo [15], que se H C G,
H um subgrupo normal de G, ent~ao a aplica�c~ao quociente

m :
G

H
! S �e um rotulamento casado. Dizemos que um

rotulamentom : G! S �e um rotulamento efetivo se H n~ao
cont�em nenhum subgrupo normal de G n~ao trivial. Neste
caso, dizemos que S �e efetivamente casado a G.
Teorema 3: [3] Existe um rotulamento casado entre um

conjunto de sinais S e um grupo G se, e somente se, G �e
isomorfo a um subgrupo transitivo de �(S).
De�ni�c~ao 4: [9] Dado um conjunto de sinais S, dizemos

que um subgrupo U(S) de �(S) �e um grupo gerador de S se
S = fu(s0) : u 2 U(S)g para s0 �xo em S e U(S) �e minimal
para a gera�c~ao de S no sentido que a fun�c~ao m : U(S)! S;

m(u) = u(s0) �e uma bije�c~ao.
De�ni�c~ao 5: [9] Dizemos que um c�odigo C � SI �e G-

linear se existem uma isometria � : G ! S, um c�odigo de
grupo D � GI e uma permuta�c~ao � 2 SI tal que �(C) =
�(D), onde denotamos tamb�em por � a extens~ao � : GI !

S
I .
Teorema 6: [9] Seja S um conjunto de sinais, ent~ao as

seguintes a�rma�c~oes s~ao equivalentes:

(i) S �e geometricamente uniforme;
(ii) Existe um rotulamento casado entre S e o grupo
U(S);
(iii) S �e U(S)-linear com m : U(S)! S.

C. Representa�c~ao modular

A importância do conceito de representa�c~ao modular
est�a relacionada com o seguinte problema. Dada a ma-
triz geradora de um c�odigo linear, ent~ao o vetor espectro
de pesos de Hamming das palavras-c�odigo �e facilmente de-
terminado. Todavia, dado um vetor espectro de pesos de
Hamming o que se deseja �e determinar a existência de uma
matriz geradora associada a este espectro de pesos. Nes-
ta dire�c~ao �e que iremos apresentar o procedimento para
resolver este problema.
Para isso, considere G0 como sendo a matriz geradora de

um c�odigo bin�ario linear (n; k). Ent~ao G0 pode ser inter-
pretada como tendo k linhas e n diferentes tipos de colunas,
onde por tipo queremos dizer a representa�c~ao bin�aria de um
inteiro, isto �e, um elemento de Fk

2
. Como em geral um rear-

ranjo das colunas implica em um c�odigo equivalente, e se
rearranjos n~ao s~ao importantes, ent~ao um c�odigo pode ser
descrito por um conjunto de colunas de cada tipo.
Seja M uma matriz que tenha como colunas todas as

poss��veis combina�c~oes de k elementos de F2 exceto a com-
bina�c~ao nula. Assim, M �e uma matriz k � 2k � 1 onde a
j-�esima coluna de M , para 1 � j � 2k � 1, �e a coluna tipo
j. Com isso, a representa�c~ao modular de M �e dada pelo
vetor de comprimento 2k � 1, consistindo de um elemento
de cada tipo, isto �e, N = (1; 1; �; �; �; 1). Ent~ao a matriz
geradora G de um c�odigo bin�ario linear pode ser descrita
por um vetor de m componentes, onde cada componente �e
um inteiro positivo, ni, representando o n�umero de colunas
do tipo i, isto �e,

N = (n1; n2; : : : ; nm); tal que

mX
i=1

ni = n:

Chamamos N de representa�c~ao modular.
ConsidereK como sendo a matriz dada porK =M

T
G0.

Ent~ao, K tem como linhas todas as poss��veis combina�c~oes
lineares das linhas de G0, consequentemente, tem todas as
palavras-c�odigo como linhas.
Considere agora a matriz C como sendo C = M

T
M ,

ent~ao C �e uma matriz sim�etrica. Com isso, temos o se-
guinte resultado:
Teorema 7 (MacDonald, [16]) O vetor espectro de pesos

de Hamming, W , das 2k � 1 palavras-c�odigo n~ao nulas de
um c�odigo de grupo bin�ario pode ser determinado como
as componentes do vetor resultante da multiplica�c~ao, co-
mo matrizes de n�umeros reais, do vetor de representa�c~ao
modular N pela matriz C, isto �e, W = NC.
Note que se a matriz C for vista como uma matriz de

n�umeros reais, ent~ao a mesma �e n~ao-singular. A inversa de
C �e facilmente determinada como sendo

C
�1 =

2C � J

2k�1
;

onde J �e a matriz com todos os elementos 1.
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Do Teorema 7, temos que um dado conjunto de pesos
�e fact��vel se puder ser arranjado em um vetor W tal que
N = WC

�1 tenha componentes que sejam inteiros n~ao
negativos.

III. Extens~ao de An�eis de Galois

A motiva�c~ao para se utilizar o conceito de extens~ao de
an�eis de Galois, [15], em teoria da codi�ca�c~ao est�a dire-
tamente relacionada com a constru�c~ao de c�odigos c��clicos
sobre an�eis locais Zq, onde q �e uma potência de um primo,
q = p

k.

Como estamos interessados no processo de gera�c~ao de
c�odigos bin�arios n~ao lineares via a aplica�c~ao mk iremos
considerar nesta se�c~ao um procedimento de constru�c~ao de
c�odigos BCH sobre an�eis Zq.

A diferen�ca b�asica da constru�c~ao de c�odigos BCH sobre
an�eis para a constru�c~ao tradicional de c�odigos BCH sobre
corpos reside no fato de que as ra��zes do polinômio gerador
dos c�odigos BCH sobre an�eis encontram-se na extens~ao do
anel Zq, ao inv�es de serem encontradas na extens~ao do
corpo Fq .

Iremos considerar o caso em que p e n s~ao relativamente
primos, isto �e, o m�aximo divisor comum �e um, denotado
por mdc(n; p) = 1. �E de conhecimento geral que um c�odigo
c��clico de comprimento n sobre Zq �e o ideal principal no
anel de polinômios sobre Zq m�odulo (xn�1) e que este ideal
�e gerado por qualquer polinômio g(x) que divide (xn � 1).

Sejam Zq[x] o anel de polinômios sobre Zq e p(x) um
polinômio primitivo de grau r irredut��vel sobre Fp e, con-
sequentemente, irredut��vel sobre Zq. Denotaremos o anel
de Galois por GR(pk; r) como sendo o quociente de Zq[x]
pelo ideal gerado por p(x), denotado por hp(x)i, isto �e,

R �= GR(pk; r) �=
Zq[x]

hp(x)i
:

Note que GR(pk; r) consiste de todas as classes late-
rais de polinômios sobreZqm�odulo p(x), equivalentemente,
consiste do conjunto de todos os polinômios de grau r � 1
com as opera�c~oes de soma e multiplica�c~ao mod p(x). Al�em
disso, R �e um anel comutativo com identidade denominado
extens~ao de Galois de dimens~ao r de Zq. Esta extens~ao �e
�unica a menos de isomor�smo [15].

Como estamos interessados na classe dos c�odigos c��clicos,
ent~ao o objetivo ser�a de fornecer um procedimento para a
constru�c~ao de tais c�odigos. O primeiro passo est�a relacio-
nado com a fatora�c~ao de (xn � 1). �E de conhecimento que
o grupo das unidades de R, denotado por R�, �e um grupo
abeliano multiplicativo. Por ser abeliano, o mesmo pode
ser decomposto como o produto direto de grupos c��clicos.
Da mesma forma que no corpo, estamos interessados em
grupos c��clicos cujos elementos s~ao ra��zes de (xn� 1), para
algum n tal que mdc(n; p) = 1.

Os resultados a seguir fornecem os elementos necess�arios
para a constru�c~ao do grupo c��clico de interesse Gn, isto �e,
o subgrupo c��clico de R� (como sendo a extens~ao do anel
Zpk) contendo todas as ra��zes de (xn � 1).

Teorema 8: [15] Existe um �unico subgrupo c��clico de R�

cuja ordem �e relativamente prima a p. Este subgrupo tem
ordem p

r � 1.
Teorema 9: [14] Suponha que f 2 R gere um subgrupo

de ordem n em R
�, onde mdc(n; p) = 1. Ent~ao o polinômio

(xn � 1) pode ser fatorado como x
n � 1 = (x � f)(x �

f
2) � � � (x � f

n) se, e somente se, Rp(f) tem ordem n em
F
�

pr (grupo multiplicativo de Fpr ), onde Rp(f) denota o
resto da divis~ao de f por p.
Corol�ario 10: [14] Um polinômio h(x) que divide (xn�1)

e possui coe�cientes em Zq pode ser fatorado em Gn como

h(x) = (x� �
e1)(x � �

e2) � � � (x� �
el);

se, e somente se, Rp(h(x)) pode ser fatorado sobre Fpk

como

Rp(h(x)) = (x�Rp(�)
e1 )(x �Rp(�)

e2 ) � � � (x�Rp(�)
el):

onde � �e o elemento gerador de Gn.
Teorema 11: [14] Suponha que f = Rp(f) gere um sub-

grupo c��clico de ordem n em F
�

pr . Ent~ao f gera um subgru-
po c��clico de ordem nd em R

�, onde d �e um inteiro maior
ou igual a 1, e fd gera o subgrupo c��clico Gn de R�.
Note que o grupo c��clico Gn �e obtido do Teorema 11,

enquanto que o polinômio minimal de �i 2 R
� �e obtido do

Corol�ario 10. Dessa forma, o c�odigo c��clico ter�a polinômio
gerador dado por g(x) = mmc fm1(x);m2(x); � � � ;mj(x)g,
onde mi(x) denota o polinômio minimal associado ao ele-
mento �i, e mmc denota o m��nimo multiplo comum.

A. Exemplo de GR(4; 3)

Nesta se�c~ao iremos considerar um exemplo da t�ecnica
de extens~ao de Galois sobre an�eis locais (referimos o leitor
para [5]). Iremos considerar o anel GR(4; 3) dado por

GR(4; 3)[x] =
Z4[x]

hx3 + x+ 1i

=
�
a+ bx+ cx

2; a; b; c 2 Z4

	
:

Considere agora o corpo F8 [x] proveniente da extens~ao
atrav�es de um polinômio de grau 3, isto �e,

F8 [x] =
F2 [x]

hx3 + x+ 1i
= fa

0 + b
0
x+ c

0
x
2; a0; b0; c0 2 F2g

= f0; 1; x; x2; 1 + x; 1 + x
2
; x+ x

2
; 1 + x+ x

2
g

Seja � um elemento primitivo em F8 , equivalentemente,
� �e uma raiz de x3 + x+ 1 = 0, ou seja, �3 = �+ 1. Com
isso, os elementos de F8 s~ao mostrados na Tabela I.
Seja f = (0 1 0) 2 GR

�(4; 3), onde GR
�(4; 3) denota

o grupo das unidades de GR(4; 3). Ent~ao, f = R2(f) =
(0 1 0) = f gera um subgrupo c��clico de ordem n = (2r �
1) = 7 em F8 , ondeR2(f) �e a redu�c~ao m�odulo 2 do elemento
f . Assim, f deve gerar um grupo de ordem nd = 7d em
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0!
�
0 0 0

�
1!

�
1 0 0

�
�!

�
0 1 0

�
�
2 !

�
0 0 1

�
�
3 !

�
1 1 0

�
�
4 !

�
0 1 1

�
�
5 !

�
1 1 1

�
�
6 !

�
1 0 1

�
TABLE I

Elementos de F8

GR
�(4; 3), onde d � 1 2 Z e fd gera o subgrupo c��clico Gn

de GR�(4; 3):

As opera�c~oes em GR
�(4; 3) s~ao feitas m�odulo x

3 + x +
1. Logo, x3 = �x � 1 = 3x + 3 (coe�cientes em Z4).
Ent~ao, considerando f = (0 1 0) = x, a representa�c~ao dos
elementos de GR�(4; 3) �e como mostrada na Tabela II.

0!
�
0 0 0

�
f
7 !

�
3 0 2

�
1!

�
1 0 0

�
f
8 !

�
2 1 0

�
f !

�
0 1 0

�
f
9 !

�
0 2 1

�
f
2 !

�
0 0 1

�
f
10 !

�
3 3 2

�
f
3 !

�
3 3 0

�
f
11 !

�
2 1 3

�
f
4 !

�
0 3 3

�
f
12 !

�
1 3 1

�
f
5 !

�
1 1 3

�
f
13 !

�
3 0 3

�
f
6 !

�
1 2 1

�
f
14 !

�
1 0 0

�
TABLE II

Elementos de GR
�(4; 3)

Portanto, nd = 14 implicando que d = 2. Logo, f gera
um grupo de ordem 14 em GR

�(4; 3) e, portanto, f2 =
x
2 = (0 0 1) gera um grupo de ordem 7 em GR

�(4; 3).
Assim, � = x

2 �e um elemento primitivo em G7.

Podemos agora construir um c�odigo BCH de comprimen-
to n = 7 sobre Z4. Considerando que a distância de pro-
jeto (distância de Hamming) do c�odigo seja dmin � 3, o
polinômio gerador g(x) do c�odigo tem como ra��zes � e �2.
Este polinômio �e dado por g(x) = mmc (m1(x); m2(x)),
onde mi(x) �e o polinômio minimal de �i, i = 1; 2.

O polinômio minimal de � e �2 �e dado por

m1(x) = m2(x) = (x� �)(x � �
2)(x� �

4)

= 3 + x+ 2x2 + x
3
:

A correspondente matriz geradora G �e dada por

G =

2
664

3 1 2 1 0 0 0
0 3 1 2 1 0 0
0 0 3 1 2 1 0
0 0 0 3 1 2 1

3
775

IV. C�odigos Z2k-pseudolineares, k � 3

No caso Z4, [2], observamos que a aplica�c~ao m2 possui
a caracter��stica de associar um c�odigo quatern�ario linear a
um c�odigo bin�ario, isto �e, mk : Z4 ! Z

2

2
sendo que este

apresenta a propriedade de que o per�l de distâncias �e o
mesmo para qualquer palavra-c�odigo considerada. Isto �e
exatamente a propriedade de casamento, [3], entre o grupo
Z4 e o conjunto de sinais Z2

2
= Z2�Z2.

De�ni�c~ao 12: A distância de Lee entre a e b 2 Zq �e de-
�nida por dLee(a; b) = wLee(a	 b); a; b 2 Zq com

wLee(a) =

�
a; se a �

�
q

2

�
q � a; se a >

�
q

2

�

onde bxc denota o maior inteiro menor ou igual a x, 	
denota subtra�c~ao m�odulo q, e wLee denota o peso de Lee.
Assim, (Zq; dLee) �e um espa�co m�etrico.
Como em Z4 �e natural associar a distância de Lee e

em Z
2

2
a distância de Hamming, ent~ao os espa�cos m�etricos

(Z4; dLee) e (Z
2

2
; dH) s~ao isom�etricos.

De modo a estender a aplica�c~ao mk para alfabetos 2k-
�arios precisamos conhecer a estrutura do dom��nio e da ima-
gem da aplica�c~ao mk.
Nesta se�c~ao, consideramos um procedimento para a

determina�c~ao da aplica�c~ao casada isom�etrica mk entre
o espa�co de Lee, (Z2k; dLee) e o espa�co de Hamming

(Z2
k�1

2
; dH), isto �e,

mk : Z2k ! Z
2
k�1

2
; k � 3

para a constru�c~ao de c�odigos Z2k-pseudolineares. O pro-
cedimento que usaremos na determina�c~ao das aplica�c~oes
casadas e isom�etricas mk faz uso da t�ecnica de particio-
namento de conjuntos proposta em [6], e da representa�c~ao
modular.
Note que para k = 2, a aplica�c~ao casada m2 : Z4 !

Z
2

2
�e isom�etrica e tamb�em uma bije�c~ao, isto �e, m2 �e um

rotulamento casado e mais do que isso, �e um rotulamento
efetivo. Com isso, das De�ni�c~oes 4 e 5 e Teorema 6, vemos
que existem c�odigos Z4-lineares. Todavia, para k � 3 as
aplica�c~oesmk s~ao casadas por�em n~ao efetivas. Quando isso
ocorre, dizemos que os c�odigos s~ao Z2k-pseudolineares.

A. Aplica�c~oes casadas isom�etricas

Com o objetivo de estabelecer as aplica�c~oes casadas
isom�etricas entre os s��mbolos de Z4, Z8, Z16 e Z32 com
os s��mbolos de Z2

2
, Z4

2
, Z8

2
e Z16

2
�e que iremos considerar

como exemplo o caso da aplica�c~ao entre Z8 e Z
4

2
.

Na Fig. 1 �e mostrado a representa�c~ao de pares ordenados
de Z8�Z8 bem como as palavras-c�odigo do c�odigo de grupo
c��clico C = f00; 13; 26; 31; 44; 57; 62; 75g.
A determina�c~ao do c�odigo de grupo c��clico �e uma con-

sequência de se encontrar uma transforma�c~ao conveniente
com as caracter��sticas de que as linhas desta transforma�c~ao
sejam vetores linearmente independentes e tal que o deter-
minante da transforma�c~ao seja igual a 2k, onde k �e um in-
teiro positivo. Equivalentemente, realizar o particionamen-
to da c�elula b�asica 2k�2k. �E desej�avel que pelo menos uma
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das linhas da transforma�c~ao seja uma das solu�c~oes inteiras
provenientes da equa�c~ao de Diofanto x2 + y

2 = 2k. Toda-
via, nem sempre �e poss��vel satisfazer tal condi�c~ao, uma vez
que a gera�c~ao de um conjunto c��clico via a transforma�c~ao
pode estar fora do espa�co das solu�c~oes de Diofanto.

Como neste caso x2+y
2 = 8, ent~ao dentre o conjunto de

solu�c~oes selecionamos as solu�c~oes (3; 1) e (1; 3) que condu-
zem a um c�odigo de grupo c��clico como mostrado na Fig.
1.

000

5

6

7

4

3

2

1

0 1 2 3 4 5 6 7

13

62

26

75

57

44

31

Fig. 1. Arranjo Z8�Z8 com seus respectivos pares ordenados

A determina�c~ao da aplica�c~ao isom�etrica faz uso do con-
ceito de representa�c~ao modular. Note na Fig. 1 que os
pesos de Lee s~ao obtidos a partir do menor n�umero de qua-
drados que s~ao necess�arios para se atingir uma palavra-
c�odigo partindo da palavra-c�odigo 00. Com isso, o vetor
espectro de peso �e dado por W = (4; 4; 4; 8; 4; 4; 4). Con-
sequentemente, o vetor representa�c~ao modular �e obtido de
N = WC

�1. Dessa forma, N = (0; 0; 0; 2; 2; 2; 2). �E f�acil
de se ver que os d��gitos que formam as palavras-c�odigo têm
peso de Lee par, consequentemente N = (0; 0; 0; 1; 1; 1; 1)
pode ser usado como o vetor representa�c~ao modular. Por-
tanto, a aplica�c~ao casada isom�etrica entre os s��mbolos de
Z8 e os s��mbolos de Z4

2
�e dada por

m3 : Z8 ! Z
4

2

0 0000
1 0101
2 0011
3 0110
4 1111
5 1010
6 1100
7 1001

Gostar��amos de chamar a aten�c~ao ao fato de que as re-
gi~oes de Voronoi s~ao retângulos 2� 4 e que as mesmas s~ao
congruentes.

Ao fazermos uso deste procedimento para os demais ca-
sos, chegamos �as Tabelas III e IV onde s~ao apresentados
para cada alfabeto os vetores peso, W , os vetores tipo,

N , e as aplica�c~oes isom�etricas na forma matricial. A no-
ta�c~ao

�
43; 8; 43

�
utilizada em ambas as tabelas signi�ca

(4; 4; 4; 8; 4; 4; 4).
Conhecendo as aplica�c~oes isom�etricas entre (Z2k; dLee) e

(Z2
k�1

2
; dH) e fazendo uso do conceito de extens~ao de Ga-

lois de dimens~ao r sobre Z2k, apresentamos a seguir alguns
c�odigos Z2k-pseudolineares gerados atrav�es dos c�odigos
BCH sobre Z2k.
Os c�odigos Z2k-pseudolineares provenientes de GR(2

k
; 2)

s~ao c�odigos lineares, com excess~ao dos correspondentes
c�odigos duais. Os c�odigos apresentados na Tabela V s~ao
c�odigos n~ao lineares cujas distâncias de Hamming s~ao iguais
�as dos c�odigos lineares bin�arios, [17], portanto apresentan-
do a mesma capacidade de corre�c~ao de erros. No caso do
GR(4; 4) este �e o melhor c�odigo obtido. Todavia, o corres-
pondente c�odigo bin�ario linear apresenta dH = 11. Como
as aplica�c~oes isom�etricas apresentam a propriedade de que
os r�otulos possuem peso de Lee que s~ao m�ultiplos de 4 e
que os mesmos constituem um conjunto geometricamente
uniforme, a complexidade do processo de decodi�ca�c~ao �e
bastante simpli�cada quando comparada com a complexi-
dade do processo de decodi�ca�c~ao do c�odigo linear bin�ario.

V. Conclus~oes

Neste trabalho foi apresentado um procedimento para a
determina�c~ao das aplica�c~oes isom�etricas entre os espa�cos
de Lee e de Hamming. Este procedimento fez uso dos
conceitos de particionamento de conjuntos e de represen-
ta�c~ao modular. Baseado nestas aplica�c~oes isom�etricas, foi
apresentado um procedimento para a constru�c~ao de c�odigos
Z2k-pseudolineares atrav�es dos c�odigos c��clicos provenien-
tes da extens~ao de Galois de dimens~ao r sobre os an�eis de
inteiros m�odulo q = 2k.
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