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Resumo — Cobdigos para o canal aditivo com dois
usudrios bindrios (2-BAC) sdo investigados neste trabalho,
na situagao em que o codigo empregado por um dos usuarios
é linear e nao ha ruido no sistema. Especificamente é apre-
sentada uma deduc¢ao mais simples para a taxa de trans-
missao de codigos lineares fortemente ortogonais, sao intro-
duzidos os cddigos lineares fortemente ortogonais balancea-
dos e os cédigos de paridade repetida, com as respectivas
taxas de transmissao. O algoritmo de Cabral, para a cons-
trucao linear de cédigos para o 2-BAC, foi implementado
pela primeira vez e alguns dos codigos construidos sao aqui
apresentados.

1. Introducao

O mais simples modelo de canal de acesso multiplo é o re-
presentado pelo canal aditivo com dois usudrios bindrios (2-
BAC), na auséncia de ruido [1]. Neste sistema dois usudrios
geograficamente separados tentam enviar dados binarios a-
través de um mesmo canal de comunicagoes. A funcao uti-
lizada neste canal para combinar os dois usuarios é a adicao
sobre os reais, onde cada usuario tem como alfabeto o con-
junto Fy = (0,1). A entrada do canal consiste, portanto,
de duplas binarias x;, w; e a saida y; = x; + w;, consiste
de simbolos do alfabeto {0, 1, 2}.

Um dos principais objetivos dos pesquisadores que inves-
tigam o 2-BAC é obter cédigos unicamente decodificaveis
com taxas de transmissao tao préximas a fronteira da re-
giao de capacidade [1] quanto possivel. Cabral [2] deter-
minou um algoritmo para, a partir de um cédigo C linear
especifico, produzir um cédigo C5 com o maior niimero pos-
sivel de palavras-cédigo. Mais especificamente, Cabral de-
terminou condi¢oes que dois conjuntos de vetores binarios
devem satisfazer para garantir sua decodibilidade tinica so-
bre 0 2-BAC, dando énfase ao caso em que um dos conjuntos
de vetores é um codigo de bloco linear. Os resultados obti-
dos por Cabral permitem dividir a busca de vetores para
(5 no espago das n-uplas bindrias, i.e., Cy € Fi', em buscas
em subconjuntos de Fi', de menor cardinalidade e indepen-
dentes entre si.

Na Se¢ao 2 apresentamos a caracterizacao do 2-BAC,
tratando da decodibilidade tinica e dos codigos lineares para
0 2-BAC. Na Se¢do 3 apresentamos uma revisao sucinta de
codigos fortemente ortogonais [2] e uma dedu¢io mais sim-
ples para a taxa de transmissao dos mesmos. Nas Sec¢oes 4
e 5 introduzimos os cédigos lineares fortemente ortogonais
balanceados e os cddigos de paridade repetida [3], respec-

tivamente, acompanhados de expressoes analiticas para as
correspondentes taxas de transmissao. Na Secao 6 apre-
sentamos alguns dos codigos obtidos da construcao linear
de Cabral, implementada pela primeira vez. Finalmente na
Secao 7 apresentamos as conclusoes finais e alguns comen-
tarios.

2. Canal 2-BAC
Consideramos no que segue que os dois usuarios utilizam
cédigos binarios de mesmo comprimento n, operam na mes-
ma frequéncia, transmitem ao mesmo tempo, operam com
sincronismo de palavra e existe um tunico decodificador.
Supomos que os dois usuarios escolhem independentemente
as respectivas palavras-codigo a serem transmitidas. O
usuario 1 envia palavras-cédigo de um cédigo de bloco Cf;
o usuario 2 envia palavras-cédigo de um cédigo de bloco
C'5. Representamos por (C, C2) um cédigo de comprimen-
to n para dois usudrios, onde o codigo constituinte Cy tem
L palavras {@1, 2, ..., 21} e o cddigo constituinte Cs tem
M palavras {wy, wa, ..., war}. A taxa de transmissao con-
junta R do par (C1,Cs) é dada por:
R=PFRi+ Ra= log L + log, M

n n

Para pontos (R, Rz) dentro da regidao de capacidade do
canal, existem os codificadores e o decodificador tais que
cada remetente pode se comunicar com o receptor com pro-
babilidade de erro zero ou muito pequena.

2.1. Decodibilidade tinica
Consideremos uma extensao para o 2-BAC onde cada en-
trada é uma n-upla binaria, denotadas respectivamente por
x e w sendo

X = (@1,22,...,%p)
w = (wy,wa, ..., wy)
a saida para o 2-BAC sera entao,
y=(x1 4w, 2+ wa, ... 25+ wy)

Definindo as operacoes de adicao e multiplicagao binarias
sobre n-uplas binarias como as respectivas operacoes sobre
Iy, aplicadas componente a componente temos que,
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XOw = (21® w2 Pws,..

xw = (21.w1,22.ws,..



Nas referéncias [2] e [4] foi mostrado que
X4+wW=xPW-H+ 2x.wW,

resultado este que permitiu tratar a sintese de cédigos
binarios para o 2-BAC considerando apenas as operagoes
légicas @ (ou-exclusivo) e . (e-légico). Nosso interesse no
canal 2-BAC ¢é construir um par de codigos Cy e C5 de
modo que:

Condigao 1 O decodificador deve ser capaz de decodificar
o vetor y recebido, sem ambiguidade, nas duas palavras-
codigo que foram transmitidas pelos usudrios 1 e 2. Isto €,
se para quaisquer x1 € C1,x9 € €1 e wq € Uy, wo € (5
lais que X7 # X9, ¢ Wi # Wo, entdo X1 + W1 # Xo+Wo.

Condicao 2 As tazas (Ry, Ra), respectivamente de Cy ¢
Cy, devem situar-se dentro da regido de capacidade e tao
préozimas a fronteira quanto possivel.

Um par de cédigos (C1, C2) que satisfaz a Condigdo I acima
é dito ser unicamente decodificavel. Eventualmente faremos
referéncia ao par (Cq,C2) como “o cédigo” (C1, Ca).

2.2. Cédigos lineares
Um caso de interesse no estudo de cédigos para o 2-BAC é
aquele em que apenas um dos cédigos constituintes é linear.

Definicao 1 Um cddigo (Cy,C2) de comprimento n para
o 2-BAC € dito ser um cédigo linear se um dos cédigos
constituintes for um cddigo linear de pardmetros (n, k).

O teorema a seguir, provado por Weldon [5], estabelece
limitantes para as taxas alcancaveis por codigos lineares.

Teorema 1 Seja 7 um cddigo constitwinte linear com
parametros (n, k1), entdo a regido de capacidade para um
par (Cy,Cs) unicamente decodificdvel € limitada superior-

mente por (Ry, Ra) < (k1/n,(1 —k1/n)log3).

Decorre do Teorema I que codigos lineares para o 2-
BAC possuem a desvantagem de nao atingirem a capaci-
dade quando o cédigo constituinte linear tiver taxa maior
que (log, 3—1)/log, 3. Rocha [6] observou que na demons-
tracao do fererido teorema nao é feito uso da linearidade
de (' e, portanto, o resultado do Teorema 1 é valido num
contexto mais geral, quando (4 é apenas um cédigo sis-
tematico, podendo ser também nao linear.

3. Cédigos fortemente ortogonais
Cabral [2] introduziu c6digos lineares fortemente ortogonais

e determinou analiticamente a taxa de transmissio (vide
Teorema 2) destes cédigos.

Defini¢cao 2 Um cddigo de bloco linear bindrio C1, ten-
do sua matriz geradora G na forma sistemdtica, € definido
como fortemente ortogonal se para a i-ésima linha de G,
denotada por c; e considerada como um vetor, tivermos:

cic; =0, i#j i,je{1,2,.. . k}.

Teorema 2 A taza Rs do cédigo Cs, obtido a partir do
cddigo fortemente ortogonal Cy (n, k) ¢ dada por

Ry = logy (Yizo(2'N:) + liy1)
k+ Zf:l i+ Lk

(1)

k 1 Iy 1y lpt1

N NN N NN AN
10..011..100..0 ... .00 ..

G = 01..o000..011..1 ... 0..00..0
00..100..000..0 ... 1..10..0

Figura 1: Matriz geradora

11+1 Io+1 I3+1 e+l leg1

N NN N NN AN
11..100..000..0 ... 0..00..0

a = 00..011..100..0 ... 0..00..0
00..000..011..1 ... 0..00..0
00..000..000..0 ... 1..10..0

Figura 2: Matriz geradora equivalente

onde os [;’s estao ilustrados na Figure 1 e N; é dado por

k k

> @ —nE@e-1).

§i=8;—1+1

(2 —1).

Apresentamos a seguir uma deducao alternativa e mais
simples do Teorema 2.
~ 3.1. Andlise de cédigos fortemente ortogonais
E conveniente representarmos a matriz geradora do cddigo
linear fortemente ortogonal € na forma sistematica mos-
trada na Figura 1. Outra forma de representacao da matriz
geradora é obtida quando a retiramos da forma sistematica,
agrupando todas as [;, 1 < j < k + 1, colunas idénticas,
inclusive as k colunas mais a esquerda. Podemos visualizar
esta representacao através da Figura 2.

Neste momento faz-se necessario utilizarmos a constru-
¢ao de Weldon [5] para cédigos unicamente decodificiveis,
onde 0" e 1 denotam respectivamente as n-uplas toda zero
e toda 1.

Construcao 1 Seja C; = (07,17) e seja Ca2 constituido
por todas as n-uplas exceto 1.

Este codigo é unicamente decodificavel pois todos as
palvras-cédigo de (s sao distintas e todas as n-uplas para
o 2-BAC serao da forma (0" + co;) ou (17 + ¢g;), onde
co; denota as palavras-cédigo de Cy, donde verificamos que
(0" 4 ¢2;) N (1™ + ¢95) = ¢. O numero total de palavras-
cédigo obtidas para Cy é |Cy| = 2" — 1 e o nimero de
palavras-cédigo de Cy é |Cy] = 2. Analisando a matriz
da Figura 2 vemos que podemos representa-la como sendo
formada por k41 submatrizes geradoras, da seguinte forma

G'= | GiGsGs .. .Gy |

Vemos que cada uma das submatrizes geradoras G, 1 <
i <k, gera um c6digo de bloco linear com parametros ({;, 1)



e cada uma delas gera duas palavras-cédigo (0%, 1'). Va-
mos denotar por C4;, o cédigo gerado pela submatriz ge-
radora (; e por Uy, o cddigo encontrado com o maximo
numero de palavras-codigo possivel, de modo a obtermos a
decodibilidade tnica de (Cy;, C'a;) no 2-BAC. Observamos
que o codigo Ca; encontrado através do algoritmo imple-
mentado é o mesmo obtido pela Construgao 1.

Vamos a partir de agora analisar a submatriz geradora
Gr4+1. Vemos que ela gera um codigo cujo vetor nulo é
sua unica palavra-cédigo. O cédigo C 41 portanto pode
ter qualquer uma das {;41-uplas como palavras-cédigo, in-
cluindo o vetor nulo. Portanto o méaximo |Cz 41| é 2/+1.
Como temos as k 4+ 1 submatrizes lado a lado, formando
a matriz geradora G, as palavras-cédigo de Cs resultam
da concatenacao das palavras-codigo dos Cs; e portanto o
maximo nimero de palavras-codigo pertencentes ao codigo

Cy é

k

o) = T @ — 2w

;=1

Podemos sintetizar o resultado obtido acima no seguinte
teorema.

Teorema 3 A partir do cédigo bindrio linear fortemente
ortogonal Cy encontramos um cidigo Cy, de mdzima car-
dinalidade, contendo |Cs| = Hizl(Ql’ — )2+ palavras-
cddigo, de tal modo que o par (C1,Cs) € unicamente de-

codificivel no 2-BAC.

Observamos que os resultados dos Teoremas 2 e 3 e sao
idénticos. Para taxas Rj maiores que 1/2, necessariamente
alguns dos [;’s na Figura 1 serao iguais a zero. Consideran-
do o caso particular em que [y 11 = 0 e cada um dos demais
li’s, 1 <1<k, éigualaloual, resulta que Zle lLi=n—k
e portanto

|C] = (22 — 1) =%,
A taxa R neste caso resulta igual a

ko (n—k)

R=-+4+"""N1og,3
n

n
que coincide com o limitante superior do Teorema 1. Intro-
duzimos a seguir os codigos lineares fortemente ortogonais
balanceados.

4. Cédigos fortemente ortogonais balanceados

Definicao 3 Seja Cy; um cddigo de bloco linear sobre Iy
de parametros (n, k), com matriz geradora G na forma sis-
temdtica. Denominando @ i-éstma linha da matriz G por
c; e considerando-a como um velor em FJ, dizemos que
C1 € um cdédigo linear fortemente ortogonal balanceado se
cic; =0, 4,7 € (1,2,...,k), com i # j; e cuja matriz
geradora tem a mesma quantidade de 1’s em cada uma de
suas linhas.

Uma propriedade interessante de codigos fortemente or-
togonais balanceados pode ser observada com o auxilio da
Figura 1, considerando [;+1 =11 <i<kelp41 = segru-
pando as kl + s colunas em k blocos de [ colunas idénticas
nao-nulas e um bloco com s colunas toda zero. A matriz re-
sultante G’ gera um cédigo Cy: equivalente a C no sentido
de que um é obtido do outro através de uma permutacao de
coordenadas. Aplicando o Teorema 3 para matrizes forte-
mente ortogonais balanceadas, encontramos que,

|Co| = |Coi|F2° = (2 = 1)F2°

pois cada palavra-cédigo de C'y serd formada pela combi-
nagao das (2' — 1) palavras-cédigo de cada um dos Cy;, 1 <
t < k, e das palavras-cddigo de Cs ;. Neste caso temos que,

log, (2" — 1)k2¢ k ; s
= = 1 20 —1 R
e K+ s s o8l )t s
R=R,+ Ry = E o2 — 1 °
=Rt Ry = et o loge(2 - D e

que para s = 0 e [ = 2 reduz-se a

1 1
RI§+§10g23

ou seja, para s = 0 e [ = 2 estes cddigos atingem o limitante
de Weldon [5] para cédigos lineares (Teorema 1).

5. Cédigos de paridade repetida
Um outro caso de interesse é aquele em que a matriz gerado-

ra do cédigo € possui uma propriedade que denominamos
de paridade repetida, a qual nos permite calcular o nimero
de palavras-codigo pertencentes a C5.

Definicao 4 Cddigos de paridade repetida (n, k) sio aque-
les que possuem metade das palavras-codigo com os n — k
digitos de paridade todos iguais a 0 e a outra metade das

palavras-codigo com os n—k digitos de paridade todos iguais
al.

Exemplo 1 O ¢ddigo C = (10111, 01111, 11000, 00000),
no qual n = 5 e k = 2, € um codigo de paridade repetida
pois, além de linear, tem metade das palavras-cédigo com
digitos de paridade 000 e metade com 111, respectivamente.

Nosso objetivo é, a partir da matriz geradora do cédigo
de paridade repetida 7, determinar o maximo nimero de
palavras-cédigo de C3, de modo a termos o par (Cy,Cs)
unicamente decodificavel no 2-BAC. O préximo teorema
[3] fornece esta resposta.

Teorema 4 Seja Cy um cdédigo de paridade repetida.
Quando a matriz geradora de C possui

1. um ndmero par de linhas em que os n — k digitos de
paridade sao 1’s, o cddigo Cy construido a partir de
C1 tem um nidmero mdzrimo de 2"~ *+1 — 2 palavras-
codigo.

2. wm numero {mpar de linhas em que os n—k digitos de
paridade sao 1’s, o cddigo Cy construido a partir de
C1 tem um nidmero mdzrimo de 2"~ *+' — 1 palavras-
codigo.



6. Resultados
O algoritmo de Cabral [2] permite encontrar o conjunto de
maior cardinalidade de palavras-cédigo para um cédigo Cy
a partir de um cédigo linear ¢ dado, de modo a garantir
a decodibilidade unica no 2-BAC. A nossa implementagao
do algoritmo de Cabral consiste dos seguintes passos.
1. E solicitada a matriz geradora de (7, com k linhas
e n colunas, e a partir desta sao geradas todas as
palavras-cédigo de Cf.

2. Particionamos o conjunto das n-uplas bindrias em
classes laterais do espaco vetorial n-dimensional em
relacao a C7, i.e., construimos o arranjo padrao se-

gundo (.

3. Para cada classe lateral obtemos o conjunto Sygc, =
{x3 € C1;x3.(x1 Dwo) =0,x7 € C1} CCh}.

4. Tendo o conjunto S,gc, determinamos o conjunto
Zogpc, = U?;BlZle C v (1, para cada classe lateral,
onde 7y, = {way®as € vAC,,Vas € Spge,, 23 # 0}

5. Determinamos o conjunto A,gc,, formado por to-
das as palavras-cédigo pertencentes a C em uma de-
terminada classe lateral. O conjunto formado pelos
Avge,’s de todas as classes laterais, acrescido de u-
ma palavra-cédigo em comum com Cf, sera o proprio
C5. Denotaremos por M o nimero de palavras-coédigo

de Cz.

Exemplo 2 Seja Cy o cédigo (7,3) cuja matriz geradora
G € a sequinte

100 0011
0100110
001 1000

G =

O cédigo Cy construido a partir do algoritmo de Cabral
tem b4 palavras-codigo, mostradas na Figura 3. As tazas
de transmisdo de R1, Rs e R sao as sequintes.

R, = 0,428
Ry = 0,822
R = R+ Rs=1,25.

A importancia dos cédigos fortemente ortogonais ba-
lanceados, advém do fato que através de busca exaustiva,
para diversos valores dos parametros, verificamos que estes
cédigos possuem a mais alta taxa de transmissao atingivel
com a construgao linear. Consideremos n o comprimento
das palavras-cédigo e k a dimensao do cédigo Cy. Seja M
o nimero de palavras-codigo de C5, R; a taxa de trans-
missao de (7, R a taxa de transmissao de C5 e R a tax-
a de transmissao conjunta no 2-BAC. Encontramos todas
as matrizes geradoras possiveis para alguns valores de n e
k. Utilizamos entao o algoritmo implementado acima para
obtencao das palavras-codigo de C's. Apresentamos os re-
sultados nas tabelas seguintes:

0000000 0000001 1000010 0000010 0000011 1000000
0000100 0100010 0000101 0100011 1000110 1100000
0000110 0100000 0000111 0100001 1000100 1100010
0001000 0010000 0001001 0010001 1001010 1010010
0001010 0010010 0001011 0010011 1001000 1010000
0001100 0010100 0101010 0110010 0001101 0010101
0101011 0110011 1001110 1010110 1101000 1110000
0001110 0010110 0101000 0110000 0001111 0010111
0101001 0110001 1001100 1010100 1101010 1110010

Figura 3: Palavras-cédigo de Cy

|G| | M | Rs R | R

3 14 0,5 0|1

9 |6 0,646 | 0,5 | 1,146

2 |7 0,702 | 0,5 | 1,202

2 19 0,792 | 0,5 | 1,292

2. n=06ek=2

|G| | M | Rs Ry R
5 16 | 0,667 | 0,333 | 1,000
38 |24 | 0,764 | 0,333 | 1,097
40 | 28 | 0,801 | 0,333 | 1,134
17 | 30 | 0,818 | 0,333 | 1,151
2 | 310,826 | 0,333 | 1,159
60 | 36 | 0,862 | 0,333 | 1,195
68 | 42 | 0,899 | 0,333 | 1,232
8 | 45 | 0,915 | 0,333 | 1,248
12 | 46 | 0,921 | 0,333 | 1,254
6 |49 | 0,936 | 0,333 | 1,269

7. Conclusoes

O canal aditivo com dois usuarios binarios vem sendo in-
vestigado ha quase trinta anos e algumas questoes basicas
ainda nao foram respondidas satisfatoriamente como, por
exemplo, a regiao de capacidade com probabilidade de er-
ro zero ainda nao é conhecida. Neste trabalho tivemos o-
portunidade de fazer a implementacao computacional, na
linguagem Visual Basic, de um algoritmo proposto na li-
teratura, mas até entao nao implementado, para obtencao
de um cédigo O de maxima cardinalidade, a partir de um
co6digo linear € e assim obtermos um cédigo linear unica-
mente decodificavel para o 2-BAC. Mostramos que a matriz
geradora de um cédigo fortemente ortogonal pode ser re-
presentada, de modo equivalente, como uma concatenacao
de matrizes mais simples e assim obtivemos uma expressao
bastante concisa para o nimero de palavras-cédigo de C5.
Introduzimos os cddigos fortemente ortogonais balanceados
e verificamos, através de busca exaustiva para diversos va-
lores dos parametros, que estes cédigos possuem a mais
alta taxa de transmissao atingivel com a construgao line-
ar. Introduzimos também os cédigos lineares de paridade
repetida, para os quais foram deduzidas as expressoes para



o numero de palavras-cédigo de C'y. Vimos analiticamente
que a classe de cédigos lineares para o 2-BAC nao atinge
todos os pontos da regiao de capacidade para o 2-BAC.
Rocha [6] observou que os resultados de Weldon [5] para o 2-
BAC sao validos também no caso em que ambos os cédigos
sao nao-lineares, sendo um deles sistematico, e conjecturou
que a regiao de capacidade proibida para estes codigos nao
pode ser atingida com cddigos unicamente decodificaveis.
Dito de outro modo, pela conjectura de Rocha a regiao
atingida nao pode, em geral, ser atingida com probabili-
dade de erro ignal a zero. Ahlswede e Balakirsky [11] pro-
puseram recentemente uma classe de cédigos nao-lineares e
nao-sistematicos, unicamente decodificaveis para o 2-BAC.
As taxas de transmissao destes codigos, apesar de serem
malores do que as taxas alcancadas por outras construcoes
anteriores, estao dentro da regiao de taxas atingiveis por
cédigos binarios lineares. Podemos concluir, portanto, que
a construcao de cédigos lineares para o 2-BAC é importante
na medida em que alcanc¢a probabilidade de erro zero. Para
alcancar taxas de transmissao mais elevadas propomos o es-
tudo de classes de codigos, nao necessariamente unicamente
decodificavels, mas com probabilidade de erro pequena na
decodificagao, com taxas de transmissao o mais proximo
possivel da fronteira da regiao de capacidade para o 2-BAC.
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