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RESUMO

Transformadas discretas desempenham um importante papel
em Engenharia e suas aplicaces devem-se principamente a
existéncia das chamadas  transformadas  répidas.
Especificamente, transformadas discretas definidas sobre
corpos finitos sdo atraentes por ndo introduzirem erros de
truncagem ou arredondamento, e por apresentarem uma
aritmética de baixa complexidade. Neste artigo, a
Transformada Numeérica de Hartley (TNH) é introduzida. Em
particular, a Transformada Numérica de Hartley-Mersenne é
definida e agumas transformadas sem multiplicagdes sfo
apresentadas. Um agoritmo rapido para computar a TNH é
sugerido.

1. INTRODUCAO

Transformadas Discretas definidas sobre corpos finitos sdo
ferramentas que, embora recentes, desempenham um papel
importante em Engenharia. A transformada de Fourier em um
corpo finito foi introduzida em [1] como uma ferramenta para
efetuar convolugdes discretas finitas usando aritmética inteira.
Posteriormente, ela veio a ser utilizada em muitas outras
aplicagOes, sobretudo nas éreas de Processamento Digital de
Sinais, Teoria da Informagdo, Cadigos Corretores de Erros e
Criptografia [2-6]. Recentemente, a transformada de Hartley
sobre corpos finitos foi introduzida [7], [8], a qual apresenta
propriedades de simetria que a tornam mais atraente, para
diversas aplicagdes, que a transformada de Fourier de corpo
finito, e tem importantes aplicagdes no campo da
multiplexacdo digital [9].

Transformadas em corpos finitos que mapeiam vetores de
GF(p) em vetores de GF(p) e, portanto, empregam aritmética
modulo p, sfo chamadas transformadas numéricas (TN). Tais
transformadas ndo provocam erros de arredondamento ou
overflow e tem, em muitos casos de interesse, uma
implementacdo em hardware consideravelmente simples.
Neste artigo, uma nova transformada numérica € introduzida, a
Transformada Numérica de Hartley (TNH). Na proxima segéo,
a Transformada de Fourier de corpo finito é revissaea TNH é
definida usando-se os inteiros gaussianos sobre um corpo
finito. Na se¢do 3, as Transformadas Numéricas de Hartley-
Fermat (TNHF) e Hartley-Mersenne (TNHM) sdo
consideradas, onde sd0 usados, respectivamente, oS corpos
finitos GF(2°+1) e GF(2>-1). Nesta secdo algumas familias de
transformadas numéricas cuja implementagdo ndo requer
multiplicagdes sdo construidas. Tais transformadas requerem
apenas deslocamentos ciclicos, adicdes e subtragbes para
serem computadas, 0 que as torna atraentes para aplicagdes

devido a sua baixa complexidade computacional. A secéo 4
prop8e um algoritmo eficiente para computar a TNH, ap6s o
que algumas conclusBes sdo apresentadas na segéo 5.

2. A TRANSFORMADA NUMERICA DE
HARTLEY

Definicdo 1. Sga f = (fo , fy , ... , fn.0) um vetor de
comprimento N e componentes em GF(q), onde g = p'. Ent&o o
vetor F= (Fy , F1, ..., Fy.1), com componentes em GF(q™)
dadas por

N-L g
Rc= 3 fia™,
%0

onde a é um eemento de ordem N em GF(@"), é a
Transformada de Fourier em um Corpo Finito (TFCF) de f.
Quando r = m = 1, a transformagdo mapeia vetores com
elementos em GF(p) e é chamada Transformada Numérica de
Fourier (TNF). Essa transformada apresenta aspectos atraentes
em alguns casos, tais como baixa complexidade computacional
e smplicidade de implementagdo. Entretanto, a TNF esta
restrita aqueles comprimentos N para 0s quais existe um
elemento o de ordem N em GF(p), ou sgja, N precisa ser um
divisor de (p-1), o que nem sempre resulta em escolhas de
interesse prético.

No que se segue, GI(q™ denota o conjunto de inteiros
gaussianos sobre GF(g™), isto €, o conjunto dos inteiros da
forma a+jb onde ab 0 GF(q™) ej O GF(¢?™) étal quej? = -1.
Por analogia com os nimeros complexos, os elementos de
GI(gq™ sfo ditos complexos e os de GF(q™), reais.

Definicdo 2: Sgav = (Vo , Vi , ... , Vn.1) Um vetor de
comprimento N com componentes em GF(q), onde g=p', com r
um inteiro impar e p=3 (mod 4). Entéo o vetor V = (Vg, V1, ...
, Vn.1), com componentes em Gl (g™) dadas por

N-1 .
Vi = Y vicase (),
=0

onde { é um elemento de ordem N em GI(q™), é a
Transformada de Hartley de Corpo Finito (THCF) de v. O
nucleo da THCF é a fung8o cas(.) (cosine and sine) em um
corpo finito, definida por

casq({') = cosc () + senk (2),
onde

cos(¢) =@+ "2



e seny (0) = (-T2,
sf0 as fungdes seno e cosseno definidas em um corpo finito
[8]. ]

Para construir a TNH a partir da THCF, usase um
procedimento diferente daquele empregado para a TNF. As
Transformadas Numéricas de Hartley sfo obtidas a partir da

proposicao 1 aseguir.

Proposicdo 1: Se {=atjb é o argumento da fungdo cas(.)
empregada como nlcleo na definicdio da THCF, entdo as
componentes V, 0 GF(p) (ou seja, s3o reais) se &+b’=1 (mod
P).

Prova; Denotando Z* por z, as fungdes seno e cosseno em um
corpo finito podem ser reescritas, respectivamente, como

cos({) = (z+zY/2

sen (0) = (z- Z2Y)/2j.

Se a+b’=1(mod p), entdo z* = z', onde « denota o complexo
conjugado. Isto resulta em cosg @)= Oe(2) e sen, (2) = Om(2),
de modo que cas(') = sen() + cos({) = De(z)+ Om(z) O
GF(p) e atransformada s tem componentes reais.

|
A proposicdo 1 mostra que é possivel obter uma THCF
relacionando vetores com componentes em GF(p) apenas
impondo uma condicdo sobre o nicleo cas(l) da
transformada. Essa condicdo ndo é excessivamente restritiva
em relacdo a escolha do nicleo, uma vez que se { = atjb
satisfaz a condicdo mencionada, entdo a mesma também é
satisfeita para qualquer elemento do conjunto I' = {b+ja, (p-a)
+jb, b+j(p-a), atj(p-b), (p-b)+ja, (p-a)+j(p-b), (p-b)+i(p-a)}, de
modo que muitas escolhas sdo possiveis para {. A tabela 1l a
seguir lista algumas dessas escolhas para alguns valores de p.

TABELA | — Alguns valores de { = atjb satisfazendo a
proposicéo 1.

(=atjb

p
3 12, 2
7 |, 242, 5+j2, 2+j5, 5+j5

11 | 34j5, 543, 84]5, 5+j8, 3|6, 6+]3, 8+}6, 648

19 | 2+j4, 4+j2, 17+j4, 4+j17, 2415, 15+j2, 17+15, 15+j17

19 | 3+j7, 7+j3, 1647, 7+j16, 3+j12, 12+j3, 16+j12, 12+j17

23 | 4+j10, 10+j4, 19+10, 10+j19, 4+]13, 13+j4, 19+13,

23 [ 13419, 8+j12, 12+j8, 15+j12, 12415, 8+11, 11+j8

23 | 15+j11, 11+{15, 9+j9, 14+{9, 9+j14, 14+j14

31 | 24j20, 2042, 29+j20, 20+j29, 2+j11, 11+j2, 29+j11,

31 | 11+4j29, 4+j4, 27+j4, 4+j27, 27+27, 5+j21, 2145,

31 | 26+j21, 21+j26, 5+j10, 10+j5, 26+j10, 10+21, 7+{13,

31 | 13+j7, 24+j13, 13+j24, 7+j18, 18+]7, 24+j18, 18+j24

A proposicao 1 estabelece os elementos necessérios para a
defini¢cdo da Transformada Numérica de Hartley.

Definicdo 3: Sga v = (Vo, Vi, ... , Vn1) UM vetor de
comprimento N com componentes em GF(p), p=3 (mod 4).
Entdo a Transformada Numérica de Hartley de v é o vetor V =
(Mo, V1, .., V1), com componentes em GF(p) dadas por

N-1 .
Vi =y vicasc (1),
B

onde { = atjb é um elemento de ordem N em GI(p)
satisfazendo a’+b’=1(mod p).
Teorema 1. A Transformada Numérica de Hartley inversa do

vetor V é o vetor v de componentes em GF(p) dadas por [8],
[10]

z kcas (¢').

Vi =

1
N (mod P) &

Um sinal v e seu espectro de Hartley V formam um par TNH
denotado porv - V.

Exemplo 1: Considerando p = 3, sgfa {=j, um elemento de
ordem 4 em GI(3). A matriz de transformagao cas, (¢), i, k=0,
1,23é

n11 10
%1-1 18
0

1-11 -10
0

1-1 19

gue é a matriz de Hadamard permutada de ordem 4x4. Nesse
caso, a transformada ndo requer multiplicagoes. ]

A TNF ndo permite enquadrar a transformada de Hadamard
como uma transformada numérica, o que seria um resultado
esperado. Entretanto, com a TNH isto é possivel.

Exemplo 2: Uma TNH mapeando vetores com componentes
em GF(7) pode ser construida escolhendo-se { = 542, um
elemento de ordem 8 em GI(7). A matriz de transformag&o cas,
@),i,k=0,1,..7,é

1111 1 1110
10-14-10 1-47
M-1 -11 1 -1-1 10
§4 10 -1-4-1 og
d-11-1 1-11-10
50-14-1 01 45
4 1-1-1 1 1-1-10
0 g
-410-14-100

Essa transformada tem comprimento N=8 e, portanto, pode ser
computada através de um algoritmo répido tipo Cooley-Tukey.
|

Das proposicdes 2 e 3 abaixo, € possivel determinar que
valores parao comprimento N sdo possiveis paraa TNH.
Definicdo 4: O conjunto unimodular de GI(p), denotado por
G;, é o conjunto dos elementos ¢ = (atjb) O Gl(p),
satisfazendo a’+b’=1(mod p).

Proposicdio 2: ZP* =|7 2= a2 +b2(modp) -
Prova: ¢P =(a+ jb)P =aP + jPbP(modp), pois GI(p) € isomorfo
a GF(p%, um corpo de caracteristica p. Como p = 4k+3,



i"=-i, de modo que ¢"=a-jb(modp)=7 (modp).

+1 — * 2 _
Portanto,Zpl=ZZ :‘Z‘ =a’ +b® (mod p) . n
Proposi¢éo 3: G; € um grupo ciclico de ordem (p+1).
Prova: G, é fechado em relacdo a multiplicacdo, pois se (a+jb)
e (c+d) estio em Gy, isto & se & + b” = ¢ + d® = 1 (mod p),
entéo
e+ jf =(a+jb)(c+ jd) =(ac—bd) + j(ad + bc),

de modo que
e? +f2 =a’c? - 2abcd + b?d? + ad? + 2abed + b2c?
— az(cz + d2) + b2(c2 + d2) =

=a?+b”=1(modp),

e portanto e+jf O G;. Por outro lado, € um fato conhecido que
0 conjunto dos elementos ndo nulos de GF(q), juntamente com
a operacdo de multiplicagdo do corpo, € um grupo ciclico de
ordem (g-1) (denotado aqui por G) [11]. Portanto, sendo G;
um subconjunto fechado de G, o mesmo é um subgrupo ciclico
de G. Além disso, da proposicido 2, (UG, satisfaz
¢"*=1(modp) e 7 é uma das (p+1) raizes da unidade em
GF(p?). Existem (p+1) tais raizes e portanto G, tem ordem
(p+1). n

Exemplo 3: Os grupos unimodulares de GF(72) e GF(11%). Em
cada caso, a tabela |l lista os elementos dos subgrupos G; de
ordem 8 e 12 dos grupos multiplicativos ciclicos dos

elementos n&o nulos de GF(7%) e GF(11?), respectivamente, e
suas ordens.

TABELA 1l - Elementos dos grupos unimodulares de (a)
GF(49) e (b) GF(121).
@
l ordem
1 1
-1 2
j! 'j 4
2+j2, 2+j5, 5+j2, 5+j5 8
(b)
l ordem
1 1
-1 2
5+j3, 5+j8 3
j! 'j 4
6+j8, 6+j3 6
8+j6, 8+j5, 3+|6, 3+j5 12

A Figura 1 ilustra as 12 raizes da unidade em GF(11?).
Claramente, o subgrupo ciclico G; é isomérfico a C,,, 0 grupo
das rotacGes proprias (no plano) de um poligono regular de 12
lados. Um elemento gerador é {=8+j6, correspondente a uma
rotacéo de 21712 = 30° no sentido anti-horério. Os simbolos de
mesma cor indicam elementos de mesma ordem, 0s quais
ocorrem em pares complexos conjugados.

Da proposi¢éo 3, conclui-se que 0s comprimentos possiveis
para a TNH, dados pelos divisores da ordem de ¢, sdo os
vaores N que dividem (p+1).

5+j8=-6+j8

-8+j6=3+j6

-1

3+j5=-8-i6 8-j6=8+j5

-6+{3=5+j3 6+i3

Fig. 1 - Raizes da unidade em GF(11?) expressas como
elementos de Gl (11).

3. A TRANSFORMADA NUMERICA DE
HARTLEY-MERSENNE (TNHM)

Alguns valores especiais de p originam classes especificas de
transformadas numéricas. Assim, quando p é um primo de
Fermat ou de Mersenne, as transformadas correspondentes séo
denominadas, respectivamente, Transformadas Numéricas de
Hartley-Fermat (TNHF) ou Transformadas Numéricas de
Hartley-Mersenne (TNHM). No primeiro caso, p € um primo
daforma 2%+1, ou sgja, p=1 (mod 4). Isso implicaque i° =-1 é

um residuo quadrético de p, 0 que significa que as estruturas
Gl(p) e GF(p) sd as mesmas. Portanto, as TNHF sdo
mapeamentos de GF(p) para GF(p), e seus comprimentos sao
os divisores de p-1=2°. Assim, essas transformadas apresentam
as mesmas caracteristicas das Transformadas Numéricas de
Fourier-Fermat, incluindo os comprimentos do tipo poténcia
de dois.

Quando p é um primo de Mersenne, isto € um primo da
forma 2%1, tem-se p=3 (mod 4), de modo que as condigdes da
definicdo 2 sdo atendidas. As TNHM sdo de interesse especial
porque os corpos finitos onde a operagdo de multiplicacdo é
mais simples s30 agueles da forma GF(2-1). Especificamente,
se os inteiros nesse corpo sdo representados como s-uplas
bindrias, entdo como 2° =1 (mod 2°-1), a aritmética em corpos
finitos cuja ordem é um primo de Mersenne é a aritmética
complemento a 1. Os comprimentos das TNH que podem ser
usados em GF(p) quando p é um primo de Mersenne, sdo 0s
divisores de p+1=2°, ou seja, S30 as poténcias de 2: 25, 257, .8,
4, 2. Assim, qualquer TNH em GF(2-1) pode ser computada
através do agoritmo Cooley-Tukey de base 2. E interessante
observar nesse ponto, que as Transformadas Numéricas de
Fourier-Mersenne ndo podem ser calculadas por um algoritmo
répido tipo Cooley-Tukey, uma vez que (2*-1) -1 ndo € uma
poténciade 2.

As Transformadas Numéricas de Hartley-Mersenne
permitem, em alguns casos particulares, uma implementacdo
com complexidade multiplicativa nula, o que é atraente do
ponto de vista pratico. Nesses casos, 0 nucleo da
transformacado inclui apenas os valores 0, 1 e -1, ou poténcias



ndo triviais de 2. Nesse Ultimo caso, as multiplicactes

correspondem a deslocamentos ciclicos.

Proposicdo 5: Em GF(2%-1), TNHMs de comprimento N=8,
sem multiplicagbes, podem ser construidas com
sl s1
(=at+jb=22 +j22.
Prova: ¢ é um nicleo valido pois
| [P=a? +b? =251+ 251 =25 =1(modp)

Além disso,
{?=2%=j(modp),

de modo que, como j tem ordem 4, { tem ordem 8. [

Exemplo 4: Em GF(31), o elemento 4+j4 tem ordem 8. Usado
como argumento da fungdo cas(.), 0 mesmo gera uma TNHM
de comprimento N=8. A tabela Il abaixo lista as poténcias de
( e os valores correspondentes das fungdes cos(.), sen(.) e

cas(.), onde cas({) = Oe(Z’) + Om(Z).

TABELA Il - Elementos de uma TNHM em GF(31).

i ¢ cos()=0¢(¢) | sen()=0Om(Z) | cas()
1 | 4+j4 4 4 8
2 j 0 1 1
3 | -4+j4 -4 4 0
4 -1 -1 0 -1
5 | -4j4 -4 -4 -8
6 1 0 -1 -1
7 | 44 4 -4 0
8 1 1 0 1

Na matriz de transformacdo, mostrada a seguir, 0s elementos
ndo nulos sdo poténcias de 2, de modo que a TNHM pode ser

computada apenas com desocamentos ciclicos e
adicOes/subtracoes.
01111 1110
181 0-1-8-10
11-1-12 1 1-1-10
50-18-101-85
Gd-11-11-11-140
0 0
G 0-14 -1 01147
%1-1-11 1-1-15
A-41 0 -1 4-1 08
]

Transformadas sem multiplicagbes podem ser construidas
com outros tipos de primos, como mostra a proposicdo a
seguir.

Proposicao 6: Sejap um niimero primo da forma p = 2%+3, k
>1. Entdo { = 2“+j2 éumaraiz daunidade em GF(p).
Prova; Da proposicdo 2, "' = [(ff = 2% + 4 = 1 (mod
(2%+3)). u
Como os termos da forma ' envolvem apenas poténcias de
2, esse argumento do nucleo cas(.) pode ser usado para
construir TNHs em GF(p) que envolvem apenas deslocamentos
ciclicos e adigbes ou subtragdes. A tabela IV a seguir lista

alguns valores de k, p e {. Os elementos listados tem todos
ordem N=p+1 em GlI(p).

TABELA 1V - Alguns valores referentes a proposi¢ao 6.

k p 4

1 7 2+j2
2 19 442
3 67 842
6 4099 | 64+j2
8 65539 | 256+j2

As transformadas indicadas nas proposi¢des 5 e 6 acima,
representam familias de solugdes especiais do problema geral
de se encontrar {= 2'+j2" em Gl (p) satisfazendo a congruéncia
4"+4"=1 (mod p). Outras solugGes particulares que resultam em
transformadas numéricas livres de multiplicagbes podem ser
obtidas, e. g., para: {= 2*+j2° em GF(19); 7= 2%+j2" ou =
25+j2% em GF(23), etc.

4. COMPUTANDO A TNH

Existe uma relagdo simples entre as transformadas de corpo
finito de Fourier e de Hartley, como mostrado na proposi¢do 7.

Proposicdo 7: Sgamv ={v} o V={V,} ev={v} o F=
{F} pares da Transformada de Corpo Finito de Hartley e de
Fourier, respectivamente. Entéo

0] Vie=[(Fc+ Faad + (P - Rl2 = Fe- R,
(ii) Fe=[(Viet Vi) +i(Vie- Vnadl/i2= Ve + Vo

onde F, e F, denotam as partes par e impar de F,
respectivamente, e V. e V, denotam as partes par e impar de
V, respectivamente.

Prova: (i) Dadefinicdo 1

N-1
Fe= vil¥
e
N-1 N-1
Frnk = Z v = Z vig ¥
1= =
de modo que,
N-1 N-1
(Fe+ Fnad/2 = Z vi(@ + TY2= Z vi cos (0)
1= 1=
e
N-1 N-1
Fri-FI2i= ) wi@ - 7921=)  visen()
e, dadefinicdo 3, o resultado segue. [ ]

(ii) De (i) tem-se que Vi = [(Fx + Fna) + j(Fe - Fnadl/2.
Assm, Vi +Vyx=Fc+Fyux e Vi-Vyk = J(Fax - Fo)-
Multiplicando por j a Ultima expressdo e adicionando o
resultado a expressdo paraVy + V. , (ii) segue. [



Alguns casos especiais sd0 de interesse. Um espectro V =
{V\} édito ter smetria par se V = V., € Simetria impar se

Vi = Vaw k= 0.1, ..., N-1. Com esta terminologia, a
proposicdo 7 implicaque (= significase e sd se)

Fépar = Véreal epar,
F éimpar = Véimaginarioeimpar.

A proposicdo 7 implica que qualquer agoritmo rapido para
computar V = {V,} ¢é também um agoritmo rapido para
computar F = {F} e viceversa. Dessa forma um esguema
eficiente pode ser concebido para computar V, através da
proposicao 7 (i). E necessario apenas computar F, a TFCF de
Vv, 0 que pode ser feito através de agum agoritmo FFT
(Transformada Rapida de Fourier). Selecionadas as partes par
(Fe) e impar (F,) de F, o espectro TNH é dado diretamente por
Vi =Fs-jF,.

5. CONCLUSOES

As Transformadas Numéricas de Fourier relacionam vetores
com componentes em GF(p) e empregam aritmética moédulo p.
Embora com caracteristicas interessantes sob o ponto de vista
de sua implementacdo, seu comprimento € um divisor de (p-1)
0 que limita a escolha dos comprimentos possiveis. Neste
trabalho, uma novatransformada, a Transformada Numérica de
Hartley, foi introduzida A TNH ¢é obtida a partir da
Transformada de Hartley de Corpo Finito, pela escolha
judiciosa de seu nucleo cas({'), escolha esta que resulta em
uma transformada com componentes em GF(p). Dessa forma,
nado é necessario restringir o corpo de extensdo a GF(p) para se
obter uma transformada numérica, o que significa que N, o
comprimento da transformada, € um divisor de (p-1)(p+1), de
modo que, para um dado p, um ndmero maior de escolhas
para o valor de N é possivel. Um caso particular de interesse
prético é obtido quando p é um primo de Mersenne. As
transformadas correspondentes, denominadas Transformadas
Numéricas de Hartley-Mersenne, permitem implementagdes
com complexidade multiplicativa nula, bem como
comprimentos que permitem a utilizagdo da FFT de Cooley-
Tukey, algo que ndo é possivel para a Transformada Numérica
de Fourier, uma vez que 2°-2 ndo admite poténcias no triviais
de 2 como divisores. Um agoritmo répido para a computacdo
da Transformada Numérica de Hartley foi proposto.
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