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SUMARIO

Este trabalho aborda o problema da estimagdo da direcdo de
chegada de ondas planas (DOA) através de um arranjo de
sensores linear e uniforme. O objetivo é apresentar uma extensao
do método WTLSLP para estimagdo do pardmetro DOA,
denominada agui de WTLS-DOA. Adicionalmente sera proposta
uma modificacdo desse méodo baseada na restricdo dos
subespacos envolvidos em sua formulagdo, dando origem ao
método WTLS-DOA Madificado. Devido a semelhanca de
formulacdo serd possivel relacionar essa Ultima proposta com o
método MODE, permitindo assim evidenciar suas vantagens.

1. INTRODUCAO

O problema de estimagéo dos parametros DOA através de arranjo
de sensores é encontrado em uma variedade de aplicagdes e em
diversas areas do processamento de sinais. Historicamente, a
estimacdo do parémetro DOA determinava a posi¢éo de alvos em
RADAR e SONAR. Mais recentemente, tem sido aplicada em
sistemas de comunicagdes méveis[1].

Em tais aplicagles, o parametro de interesse é aquele que
determina a direcdo de chegada (DOA) ou angulo de chegada
(AOA) de ondas planas incidentes sobre o arranjo, geramente
dado pelo valor de um angulo, que define o azimute [2].
Geramente, para a estimagdo de K parametros, correspondentes
a K fontes de sinal, dispomos de um arranjo de sensores M-
dimensional, que fornece um conjunto de M amostras a cada
instante ou experimento, num total de N experimentos ou
"snapshots’.

Recentemente, v&rios métodos para estimar o pardmetro DOA
tem sido propostos. Dentre esses, os agoritmos de estimagdo
baseados na méxima verossimilhanga (ML) apresentam uma
grande capacidade de resolucdo e nenhuma dificuldade
particular de aplicagdo em arranjos de qualquer geometria ou
para o caso multidimensional. Porém, tais métodos exigem um
esforgo computaciona proibitivo [3].

Para contornar as dificuldades de implementac&o do critério ML
sugiram novas propostas baseadas em uma reparametrizacéo do
critério original, como nos métodos IQML [4] e MODE [5]. No
método IQML a implementacéo é redizada de forma iterativa,
enquanto que no méodo MODE tais iteracfes sdo evitadas

através de consideragdes sobre os subespacos envolvidos no
critério ML reparametrizado.

A predicdo linear é também reconhecida como dternativa ao
critério ML para estimacdo de parémetros de séries temporais.
Nos métodos de estimagao de freqliéncias baseados em predicédo
linear, os pardmetros desejados séo obtidos através das raizes de
um polindmio L dimensional, cujos coeficientes sdo os ganhos de
um filtro preditor otimizado para o sina de entrada. Variagdes na
estrutura do filtro utilizado e nos procedimento de otimizagéo
levam a0 surgimento de uma variedade de métodos, como o
FBLP[6] e WTLSLP[7].

Devido a relagdo entre o problema de estimagéo de freqliéncias
em séries temporais e a estimagdo dos parametros DOA através
de arranjo de sensores, propomos a extensao de tais métodos para
0 caso em que dispomos de véarios experimentos (“snapshots’) e
utilizamos um arranjo linear e uniforme.

Particularmente, a extensdo do método WTLS-LP para estimagéo
dos parémetros DOA, juntamente com a consideracdo sobre 0s
subespacos associados aos dados do problema, permite
reconhecer uma egquivaléncia entre esse e 0 método MODE.
Mais especificamente, a proposta de um método WTLS-LP para
DOA com restricdo de subespago pode ser interpretada como
umaextensdo do método MODE para ordens elevadas (L > K).

2. ASPECTOS GERAIS

2.1Modelo do Sinal

O vetor de sinal na saida de um arranjo com M elementos, com
geometria arbitréria, e com K ondas distintas incidentes pode ser
escrito como [2]

K

x(8) =D a(g)sc (1), ec™ ©)

k=1

onde Sy (t) representa a fungéo da kesima forma de onda

incidente e a(g, ) :[ a(d), - a (¢k)] " 6 denominado

de vetor de direcdo angular ¢k . No caso de um arranjo linear, e



assumindo que todos 0s elementos possuem a mesma
diretividade, teremos

- (Mena 1T
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onde ¢, =(27d/1)cosé,, com d representando a distancia
entre cada elemento do arranjo vertical, . 0 comprimento de
ondae @, o angulo de incidéncia medido com relacéo ao eixo

verticd do arranjo. De forma mais compacta e gera,
considerando a presenca de ruido, podemos reescrever o vetor de
sina em (1) como

y(t)=As(t)+ n(t) ©)
ondeA =[ a(g), - ag)]€ C™ sty =[ SO, s51)]"

e n(t) €o vetor deruido aditivo.

2.2 Correlagdo e Subespacos

A correlacdo é uma das ferramentas mais Uteis na estimacdo de
parémetros. A matriz de autocorrelagdo para um vetor de sina
y(t) e definida como

R = Ely(hy" ()} @

onde E{ } simboliza esperanca estatistica. Para o sina em (3)
teremos a matriz de correlagdo das fontes dada por

E{S(t)SH (s)}: PS, .0, s = lparat=se §, =0, paratzs,

e a matriz de correlagdo do ruido, considerado branco,
Gaussano, média nula e vaidncia o2, dada por
Efnn" (9)}= 025,

Consideraremos a seguinte possibilidade de composicdo para a
matriz R

R=APA" +5% =UXU", (5

onde U é uma matriz composta pelos autovetores unitérios de R
e Z:diag{ﬂl,ﬂz,...,ﬂ,,vl} € uma matriz diagonal cujos
elementos sdo os autovalores de R ordenados de forma que
A2 Ay 222, >0.

Indo além na decomposic¢éo apresentada em (5), € facil verificar
que qualquer vetor ortogona as colunas da matriz A sera um
autovetor da matriz R, cujo autovalor serd o2. Para as
dimensdes envolvidas, existem M-K vetores ortogonais entre si
com essa propriedade, os quais geram o subespaco de ruido. Os
restantes autovalores maiores ques2, por sua vez, estdo
relacionados com os autovetores que determinam o subespaco de
sinal [2]. Destaforma, podemos reescrever amatriz R como

R=UY U'+U > Uf ©6)

naquad Y =c’l ey, :diag{/11+02,...,/1,( +02}.

Considerando que todos autovetores de ruido sdo ortogonais as
colunas da matriz A, as colunas de U o dada pelos autovetores

associados aos K maiores autovalores de R, geram o espago das
colunas de A, enquanto que as colunas de U, dada pelos

autovetores associados aos M — K autovalores restantes, geram
seu complemento ortogonal, denominado de espaco nulo de A.
Os operadores de projegdo nos subespagos de sinal e de ruido séo
definidos, respectivamente, como

[1,=U. Ul =AA* @
[1;=UU"=1-AA* ®

onde A* = (A" A)™' A" ¢ apseudo-inversa de Moore-
Penrose damatriz A [8]. Considerando aa existéncia das
matrizes inversas, teremos| =[] , +HJA.

Embora as formulagBes anteriores demandem o conhecimento
das propriedades estatisticas do sinal e do ruido, na prética

dispomos apenas de estimativas. Neste caso, 0 estimador natural
damatriz R serd

R y(n)y" (n) e C™
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naqua N representa o nimero de experimentos utilizados.

3.METODO WTLS-DOA

Considerando um arranjo composto por M sensores, teremos a
cada instante de tempo t = nAt, denominado de experimento ou
"snapshot", M amostras dadas por {y, (n), y, (N),.., Yy, (N)}-

Supondo que o sinal presente na entrada do filtro satisfaz um
modelo AR de ordem L, teremos a seguinte relacdo entre as
amostras disponiveis

Ym(N) = ZLb.ynH (n) (10)

para nmeL, L+1, .., M-1, na qual b, sdo os parémetros do
sistema. Tomando-se esse mesmo sinal como a entrada de um
filtro transversa de ordem L, no qual a primeira amostra é
Y,(n)ea ultimaamostraé y,, ,(n), e considerando apenas as
situacbes em que o filtro esta totalmente preenchido pelas
amostras do sinal, podemos notar que cada uma das amostras
{y,(n)} poderd ser predita pela combinagdo linear das
amostras presentes nesse filtro no mesmo instante n. Desta forma,
o problema de predicgo do sind y_(n) se restringira na

obtengo dos parémetros by, do filtro.



Consideraremos, portanto, o conjunto de M amostras do sinal
Y., (n) em (10), dado pelo vetor y(n), como a entrada do filtro

transversal de erro de predi¢do com (L + 1) fatores de ganhos.
Para que tal filtro funcione como um filtro preditor e o sina na

sua saida sgja o erro de predicéo devemos fazer b, = —1. Dessa
forma, o sina na sua saida seré dado por

&, () = [z by, (n)} Sy,

param=L, L+1, ..., M-1.

Para obter os par@metros otimos b, | = 1,..L, devemos,
portanto, minimizar a energia do sina de erro, dada por

N
E= {Z”em(n)"z} ,param=L,L+1,..,M—-1
n=1

Mais especificamente, se definirmos a matriz de dados no
instante n como

Yia(n)  y,(n) Yo(N)
vy =| :(n) yL,%(n) yl:(n) . (12
Yu_2(N)  Yy_s(n) Yu-1(N)

e 0 vetor dos valores preditos como

d(n) =[y (n) y_.(n)

poderemos escrever o processo do filtro preditor de forma
matricial como

Y )]

Y (n)b(n) = d(n), (13)

para cada valor de n, na qual o vetor b(n)=[b,,b,, -, bL]T é
ccomposto pelos ganhos do filtro preditor.

Porém, a igualdade da expressdo em (13) sO é satisfeita para o
caso em que o sina y(n) ndo é corrompido por ruido. Para a
situacdo de um sinal ruidoso teremos, conseqlientemente, erro na
predicdo das amostras em d(n), e para esse caso a expressdo em
(13) sb podera ser considerada de forma aproximada (Y (n)b(n) »

d(n)).

Considerando o filtro de erro de predi¢do em um dado instante n,
teremos

-1
Yb—d=hw{b}=YbEe, (14)

naqua Y’ eb’ denotam as versdes aumentadas, respectivamente,
damatriz de dados Y e do vetor dos ganhos do filtro b. O vetor e
representa o sina de erro na saida do filtro de erro de predicéo.

Na expressdo (14) foi omitido o indice n para simplificar a
notac&o.

O critério a ser minimizado nos métodos de estimacdo baseados
em predic¢do linear é dado por

Jpo (b) = {e“ e}= ||e||2 ,com by, =-1, (15)

no qua a motivagdo € obter os ganhos do filtro de forma a
minimizar aenergiado sinal de erro de predicgo, comb, =—1.

Substituindo o vetor de erro Y’ b’=e, em (15), teremos o critério
dado por

Jo (0) =P Y vb), (16)

A estrutura da matriz de dados definida em (12), corresponde a
utilizaggdo de um filtro do tipo progressivo (“forward").
Combinando-se as formas de predi¢do progressiva e regressiva,
obtém-se uma terceira forma denominada de progressiva
regressiva ("forward-backward"), que da origem a predicdo linear
progressivarregressiva  (FBLP). Nesse caso, o critério de
otimizacdo consiste na minimizagdo da soma das energias dos
erros de predicdo progressivo e regressivo impondo-se como
restricdo uma relagcdo adequada entre a solucdo para ambos os
filtros. Esse procedimento é aguele que melhor utiliza as
amostras disponiveis do sina e, conseqlientemente, apresenta
mel hores resultados [6].

O método WTLS-LP consiste em impor uma caracteristica de
ruido branco ao resultado do erro de estimagdo da predicdo. A
motivacdo paratal restricdo surge do comportamento do filtro de
erro de predicdo como um filtro branqueador quando otimizado
para os dados de entrada. Sendo mais especifico, reescrevendo
(14) através de uma reparametrizacéo de b, teremos

e=B"y=B"(x+n), (17)
naqual B e dada por
_bo 0]
B=|b - b,|e eC™™Y (g
_0 bL_

ey:[ yO"“’yM—l]T'

Para o filtro preditor otimizado, pode ser demonstrado que o
polinémio b(z) = byz" + bz ™" +--- + b, deordem L > K,

possui K de suas raizes |ocalizadas sobre a circunferéncia de raio
unitario (CRU) na posi¢ao angular determinada pelas freqiiénias
do sina na entrada do filtro, denominadas de zeros de sinal. As
L—K raizes restantes, por sua vez, encontram-se distrubuidas
uniformemente dentro da CRU [6]. Essa caracteristica de fase
minima do filtro preditor permite distinglir os zeros de sinal dos
demais zeros, propiciando uma capacidade de resolucéo até uma



relagdo sinal-ruido definida como SNR de limiar. Nessa condicéo
teremos BYx =0 € conseqlentemente, e=B"n, onde

n=[ n,--n,,] " Através da suposicZo de que N é um ruido

tipo branco, e sabendo que para o filtro preditor operar em sua
condicdo étima devemos ter em sua saida um sina tipo ruido
branco, deveriamos esperar que o sinal de erro e também fosse
branco. No entanto, podemos notar que o sina e ndo é branco

pois E{ee“ }= o’B"B, onde E{nn” }= o?l, com
E{n} = 0. Portanto, é natural branquearmos o sina e, fazendo

e, =(B"B)"?B"y=(B"B)™"?Y'b". (19)

Retomando ao problema original, devemos agora encontrar o
vetor b que minimizaanormado erro em (19), ou sgja

b=agminp™ vy (B"B)'Y'b}. (0

O método WTLS-LP para DOA, aplicado a K experimentos,
consistira, portanto, na solucao do problema em (20) considerado
em todos os instamtes n, e sera dado pel os seguintes passos:

1) Inicidizagéo de b’: Fazer b, =—1, ou qualquer outra

inicializagdo mais proxima de seu valor fina. Uma melhor
inicializagdo e, conseqlientemente, uma convergéncia mais
rapida, pode ser obtida se tivermos uma informago a priori
sobre o tipo de sinal. Para 0 caso sem ruido, qualquer valor
inicial parab’ propiciara convergéncia apds a primeiraiteracdo.

2) Utilizando o procedimento TLS de minimizagdo em termos
N
dosL + 1 autovetoresde R = Z[Y(n)'H (B" B)’lY(n)'] ,

n=1
devemos encontrar o vetor de norma-minima b’, com b0 =-1,

no espaco nulo aproximado de R [7].

3) Se ||b'i—b'i71||£g, seguir para o proximo passo. Caso

contrario, voltar para 0 passo anterior utilizando o valor
atualizado para b’ e, conseguentemente, atualizando a matriz B
com esses valores.

4) Tomar as K raizes de b(2) associadas aos parametros do sinal
como estimativas de & parak =1, 2, ... K. O par@metro DOA,
por sua vez, serd estimado como 6, = arccos(Ag, / 2zd),

paak=1, 2, .., K. ParaL > K, toma-se 0 angulo das K raizes
mais proximas da CRU como estimativas para g, -

4. METODO WTLS-DOA MODIFICADO

Apresentaremos, aqui, uma modificacdo para o método WTLS-
DOA, na qua faremos uso da distingdo entre os subespagos
definidos pela matriz de correlagéo dos dados do problema.

Partindo da relagio B"y = Y'b' , poderemos reescrever
(20) como

b = arg min{Tr ZN: {B(BH B) 'B"y(n)y" (n)}} (21)

n=1

onde Tr denota o trago de umamatriz [8].
~ N
Reconhecendo a iguadade R = iz y(n)y H (n) , teremos
N n=1

0 problema equivalente a (21), dado por
b = arg min{rr{B(B“B)’lB“ﬁ}}. (22)

Tomando-se a versdo em subespacos da matriz de correlagéo,
dada em (9), poderemos redlizar uma restricdo na qua o
subespaco associado a sua porgdo ruidosa é extraido, dando
origem amatriz

= N~ [ H

R=UY U".
Ta restricdo procura aproximar a estimativa da matriz de
correlacdo da sua versdo sem ruido, com o objetivo de aumentar

de forma artificial arelagdo sinal-ruido que envolve os dados do
problema.

Portanto, 0 método WTLS-DOA Modificado consistira na
solugdo do seguinte problema de minimizagéo

b = arg min {I’r{3(BHB)’1BH (Usisl:)s”)}}, (23)

0 qual, apds a obtencdo das estimativas {0 S,is} , a partir da

decomposicio em subespagos de R, pode ser resolvido
iterativamente, como no método WTLS-DOA.

Apesar de exigir a obtencdo de estimativas adicionais em relagdo
a0 método WTLS-DOA, espera-se que tal modificacdo leve a
uma melhoria no desempenho em relagdo ao método original.
Resultados quantitativos com respeito a0 ganho de desempenho
com a modificagdo sugerida ainda estéo sob investigagdo. Em
termos qualitativos o desempenho esperado é comparavel a
aplicagdo de métodos baseados no critério ML, conforme sera
constatado nas se¢des seguintes.

Apresentaremos a seguir um método baseado no critério ML que
permitird comparagGes com o método WTLS-DOA Madificado.

5.METODO MODE

Consideremos a aplicagdo do critério ML sobre o problema de
estimacdo do parémetro DOA, como a minimizagdo da funcéo
custo [4]

JML(¢k):Tr{l_[ké}’ (24)

gue consiste em um problema de otimizacdo ndo linear K-
dimensional.

O método MODE pode ser visto como uma aternativa ao
procedimento de minimizagdo do critério ML, na qua
consideramos a reparametrizagdo apresentada em (18), com L=K.

Desde que B" tenha posto cheio, suas colunas formam uma
base para o espago ortogona ao espaco gerado pelas colunas de



A" | denominado de espago nulo deA"™ . Desta forma, o
projetor do espago gerado por B" e do espaco nulo de
A" devem coincidir, implicando em

[1,=11;=B(B"B)"B" . (2

Conseqgiientemente, o critério ML pode ser reparametrizado
através dos coeficientes b, . As estimativas dos coeficientes
podem ser, entdo, obtidas resolvendo-se o seguinte problema de
minimizagéo

J(b) =Tr B(B"B)'B" R}, (26)

~ 1 N
com R ==y (M)y " ()
n=1

Além da reparametrizacéo, o0 método MODE procura aproximar a
funcdo J(b) localmente em torno de b, onde be b, indicam,

respectivamente, o parametro desconhecido e seu valor étimo.
Desta forma, o MODE pretende contornar os problemas de
convergéncia enfrentados para alcancar as estimativas finais.

Partindo-se da expressdo para a matriz FA? em (9), lembrando
que UUY +U U =lefazendo 3, ~o?l, uma vez

que Zn € um estimador consistente para ol , poderemos
reconhecer a seguinte fungdo custo equivalente a (26) [5]

I =T P 11, 0.8, -67), @
com[[, =B(B"B)'B".

Desta forma, para N grande, o estimador MODE seré dado pela
minimizagéo da funcdo em 27) na qua
1

2

&% =

Tr {i n} e B sfo estimativas consistentes para

c’eB, respectivamente.

A estimativa consistente para B, e conseglientemente para b,
pode ser determinada através da minimizacdo da funcdo
quadrética

I(b)=TrB(B"B) 'B" O, W(" |, 28)
com (é H é)’l = | enaqua W é uma matriz de ponderacGes

adequada que generadiza o méodo MODE. Podemos observar
que (28) éequivalente a (27) com y — (js _62 )

Demonstra-se que a escolha 6tima W | para W, sob o ponto de
vista da minimizag&o da variancia do estimador, é dada por [5]

W, =(is—c}2|)zi;1. 29)

A vantagem da escolha em (29) é que as estimativas finais se
aproximam mais dos seus valores assintéticos. Dessa forma, o
problema de minimizacdo do critério ML para estimagdo do

parémetro DOA se transforma em um problema direto de
obtencdo das estimativas através do método MODE.

Apesar de ser considerado um método ndo iterativo, 0 método
MODE pode ser iterado naturamente levando, em gera, a
melhores resultados [5].

6. RELACAO ENTRE WTLS-DOA E MODE

Podemos constatar através da comparagdo dos problema de
minimizagdo em (27) parao método MODE e (23) para 0 método
WTLS-DOA Moadificado que ambos procuram obter suas
estimativas como resultado da minimizacdo do produto do
projetor ortogonal ao subespaco de sinal reparametrizado, dado
por [T, , com uma estimativa associada a0 subespaco de sinal.

Portanto, ambos fazem uso da reparametrizacdo em (18) e da
distin¢do entre os subespaco da matriz de correlagdo estimada.

Por ser derivado do critério ML, que presume uma busca K-
dimensional, o méodo MODE considera a reparametrizagdo
apenas para L = K. Essa limitagdo ndo ocorre para o método
WTLS-DOA Moadificado por esse ser derivado de uma predicdo
linear. Nesse Ultimo, o aumento da ordem do preditor leva a
melhoria na qualidade das estimativas [6]. Essa melhoria no
desempenho ocorrerd desde que sgja possivel a distingdo entre os
zeros associados a0 sinal com relagdo aos demais zeros do
polinbmio b(zZ), para L > K. Para a aplicacdo em DOA ta
distingdo e possivel mesmo para baixas relagdes sinal-ruido e é
implementada tomando-se os K zeros mais proximos da CRU
como zeros de sinais. Para relagfes sinal-ruido nas quais ta
distingdo ndo é possivel, algum outro procedimento de distingdo
dos zeros deverd ser utilizado. Por outro lado, a utilizagdo de
uma ordem L = K evita a necessidade de um procedimento de
distingdo. De qualquer forma, o método WTLS-DOA Modificado
apresenta vantagem sobre o método MODE por permitir o
aumento da ordem de forma natural.

Quanto a implementacdo da solugdo, podemos notar que uma
primeira estimativa para a matriz B € necessaria em ambos o0s
métodos. No MODE tal estimativa é obtida através da solucdo do
problema de minimizagdo em (28), enquanto que no WTLS-
DOA Moadificado, através do algoritmo WTLS, toma-se um valor
inicial predeterminado. Esse € um dos motivos pelo qua o
método MODE apresenta a vantagem de ndo exigir iteragdes.
Para compensar desvantagem do método WTLS-DOA,
podemos naturalmente implementar uma melhor inicializagdo
para esse método no intuito de evitar as iteracdes previstas.

O método MODE, por sua vez, mostra maior flexibilidade
quanto a escolha da matriz de ponderacdes W, considerando a

forma genérica. Com W = ﬁs em (28) teremos a equivaléncia
com (23). Para W =W _ devemos esperar estimativas mais

préximas dos valores 6timos para 0 método MODE. Tal escolha
adequada também contribui para a convergéncia do
procedimento de solugdo no méodo MODE. Da mesma forma
gue no caso da estimativa inicial para B, tal estimativa 6tima
também pode ser utilizada junto ao procedimento de solugéo
WTLS, levando a melhoria nas estimativas ou até a eliminagéo
das iteracdes previstas para esse método.



O método MODE deve, portanto, apresentar desempenho
equivalente a0 método WTLS-DOA Modificado para L = K.
Para L > K, podemos esperar que o método WTLS-DOA
Modificado apresente melhores resultados que o do MODE. A
confirmagdo dessas expectativas esta sob investigagdo através de
simulagdo computacional.

7. CONCLUSOES

A necessidade de ata resolugdo nas aplicagbes atuais de
estimacdo do parametro DOA exigem métodos com capacidade
de estimar parametros préximos entre si, mesmo em baixas
relagbes sinal-ruido. O critério da maxima-verossimilhanga
(ML), apesar de exibir alta resolucdo, apresenta esforco
computacional proibitivo. Os métodos mais recentes baseados
no ML, como o méodo MODE, procuram ser
computacionalmente viavels sem contudo comprometer o
desempenho apresentado pelo método ML.

Por sua vez, os métodos de estimacdo baseados na predicdo
linear, como o FBLP e WTLS-LP, podem ser descritos como
uma alternativa, de baixo esforco computacional, a0 uso do
critério ML para aplicagfes em séries temporais. A grande
desvantagem de tal abordagem, com relagdo ao uso do critério
ML, consiste na perda de desempenho em baixas relagdes sinal-
ruido, sobretudo para sinais correlacionados. Além disso,
apresentam dificuldade na implementacdo para o caso de
multiplos experimentos, como nos problemas de estimagdo
DOA.

No intuito de fazer frente aos métodos baseados no ML voltado
para a estimacdo do pardmetro DOA, apresentamos o0 método
WTLS-DOA, e seu agoritmo iterativo, como uma extensdo do
método WTL S-LP para aplicagdes com multiplos experimentos.

Através da utilizagdo da versdo decomposta em subespacos da
meatriz de correlago das amostras do sinal e da distingdo entre os
subespacos de sinal e ruido associados a matriz, foi possivel
propor uma versao modificada para 0 método WTLS-DOA. Esta
versdo consiste na utilizago apenas do subespagco de sinal na
composicdo da matriz de correlacdo estimada. Tal modificagcdo
apresentara melhorias em relacdo ao método original desde que
0s subespagos sejam corretamente estimados.

Devido a semelhanga entre os problemas de otimizagdo
envolvidos no méodo WTLS-DOA Modificado e no método
MODE, por conseqliéncia da reparametrizagdo e do uso de
subespacos, foi possivel relacionar os dois métodos.

Através da relacdo entre os dois métodos constatamos a
equivaléncia entre os dois problemas de minimizacdo para o caso
particular em que a ordem do preditor, utilizado no método
WTLS-DOA Madificado, é limitada a0 nimero de parametros
desconhecidos (L = K). Quanto & implementagéio da solugdo, a
equivaléncia se da através do uso das estimativas intermediarias
existentes na solugdo MODE, pela solugéo iterativa do método
WTLS-DOA.

Concluimos, entdo, que apesar de possuirem origens e hipoteses
distintas para as suas concepgdes, 0 método MODE baseado no
ML e o método WTLS-DOA Modificado baseado na predicdo
linear foram aqui interpretados como a busca das estimativas que
minimizam fungbes custos equivaentes. Dessa forma,

eliminamos a desvantagem quanto ao desempenho da abordagem
da predicdo linear com relagdo ao critério ML. Além disso, por
apresentar uma precisdo assinttica equivalente a0 método
MODE, sem a limitagdo quanto a ordem da reparametrizacéo, o
método WTLS-DOA Modificado, aqui proposto, torna-se um
forte candidato a melhor método para estimacdo do parametro
DOA através de arranjo de sensores lineares e uniformes.
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