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SUMARIO

Apresentarse neste trabalho dois importantes métodos de
estimacdo de DOA de alta resolucdo: IQML e MODE. Verifica-
se através de simulagdes que, sob certas circunstancias, estes
métodos apresentam  desempenhos  degradados  quando
otimizados viarestri¢oes lineares, devido a problemas numéricos.

Propde-se um novo tipo de restricdo linear que ndo apresenta
esta deficiéncia, adequada a estimagdo quando o numero de
sinais presentes € par; verifica-se adicionalmente que esta nova
restricdo apresenta melhores resultados que a otimizacdo via
restri¢do de norma.

1. INTRODUCAO

A estimagdo de freqiiéncia € um tema de relevancia em
Processamento de Sinais, apresentando grande diversidade de
aplicacbes em problemas de andlise espectral, modelagem e
identificacdo de sistemas, radar, sonar, etc. [1]. Uma das
utilizacbes mais conhecida da estimacdo de freqiiéncia é a
determinac@o do angulo de incidéncia de ondas planas de banda
estreita em sistemas de radar e sonar usando arranjo de sensores,
conhecido como problema DOA (Direction Of Arrival); as
frequéncias estimadas estdo relacionadas aos angulos de
incidéncia por uma relacdo simples [2]; assume-se neste trabalho
indistintamente o termo DOA e estimacdo de freqUéncia. A
telefonia moével se constitui em uma outra area extremamente
promissora para utilizagdo dos métodos DOA com arranjo de
sensores devido a existéncia de vérios usuarios e multiplos
caminhos de propagacdo [1].

Dois métodos de estimagdo DOA destacam-se na literatura:
IQML [3] e [4] e MODE [5] e [6]. Estes métodos redlizam a
estimacdo das freqliéncias contidas num conjunto de dados
através de um procedimento alternativo a estimacdo de Maxima
Verossimilhanga ou ML (Maximum Likelihood), com carga
computacional factivel e bons desempenhos. Nestes métodos
obtém-se como resultado final, um vetor de coeficientes de um
polinémio cujas raizes fornecem as freqliéncias estimadas.

Uma funcdo custo € obtida para cada método, as quais
devem ser minimizadas em relagdo a um vetor de coeficientes,
com restricbes de ndo trivialidade e quanto ao tipo de sindl;
apresentam, porém, a mesma forma geral (funcdo quadrética),
podendo ser resolvida utilizando as mesmas técnicas. Dois tipos
de restri¢tes de ndo trivialidade so usual mente empregadas para

estas minimizaghes: restricdo linear e restricdo de norma
Mostrou-se experimentalmente em [7] que a restricdo linear
provoca problemas numéricos sob determinadas combinagGes de
freqiéncias dos sinais, enquanto que a restricdo de norma
permite atingir um bom desempenho.

Apresentamos heste artigo um outro tipo de restricdo linear
gue ndo apresenta os problemas numéricos destacados
anteriormente e que supera em alguns dBs o limiar de estimagéo
dos métodos IQML e MODE resolvidos viarestricao de norma.

As andlises numéricas e as simulagbes dos métodos de
estimacdo DOA devem ser baseadas no modelo estocastico de
sinal, ou sga na presenca de mais de um ‘snapshot’ [5] e
agumas condi¢gBes envolvendo as amplitudes e as fases dos
sinais. O snapshot em um arranjo de M sensores representa um
conjunto de M dados, captados nos sensores num dado instante.
Um conjunto de N snapshots € obtido realizando aquisi¢des de N
vetores de dados no arranjo, uniformemente espagados no tempo.
Para a andlise de apenas um snapshot utilizase o modelo
deterministico de sinal, com freguiéncias e fases constantes.

O artigo esta dividido da seguinte forma: na Segdo 2 sdo
descritos os modelos de sinal e de ruido. A Segdo 3 apresenta 0s
métodos de estimagdo MLE, IQML e MODE e as restrigdes de
otimizagdo. A Secdo 4 apresenta os resultados numéricos, as
superficies e curvas de desempenho e a andlise dos resultados. As
conclusdes estdo na Segéo 5.

2. MODELO DE SINAL E RUIDO

O problema de estimar o angulo de incidéncia de K ondas
planas de banda estreitaincidindo em um arranjo de M sensores,
posicionados linearmente e com interespagcamento uniforme,
pode ser reduzido ao problema de estimagdo das freqiéncias

wz[wl,wz,---,o)K]T no seguinte modelo [5] [6]:
y(n)=Ax(n)+&(n) n=0L--,N-1 ()
onde
- y(nN)e C™ &0 vetor de dados (sindl e ruido)
-A € CK gamatriz de transferéncia das freqiiéncias:
A=| 31132""’3K] 2

Mx1
com a, € C"™ dado por:



. . T
a, = 1% ... dMDok| T 10 K. (3)
- x(nN)e C** & o vetor do sind, envolvendo as fases e
amplitudes e é dado por
e
X(n) = . (4)
aK(n)el‘DK(n)

-&(n)e C™ g0 vetor deruido

- N é o nlmero de ‘snapshots’.

Usa-se aqui (.)" para denotar a transposta, ()" paraindicar a
hermitiana de matrizese ® paraaestimativade ® .

O sna x(n) e o ruido &(n) sdo processos aleatorios
Gaussianos complexos de média zero e independentes, com os
seguintes momentos de segunda ordem:

E{x(nx"(0}=P3,, E{x(n)x’()}=0
Eeme" (N} =015, E{gn)E’ ()} =0

onde E{} é a esperanca estatistica, o2 éa poténcia do ruido,

©)

P e CKX*K ¢ amarriz de corrdlagio dos sinais, e CMM ¢a
matriz identidede e 8, € o operador delta de Kronecker.

A matriz de correlacdo dos dados é definida por [5]:

R = Ely(n)y" (n)} (©)

A matriz R pode ainda ser decomposta como a seguit,
considerando que sinal e ruido sdo independentes:

R=APA" +6% )
onde APA" é composta pelo sina e 6%l é composta pelo ruido.
Para sinais contaminados por ruido e N snapshots, deve-se obter
amatriz de correlacdo estimada R, dada por:

N-1

R =%zy(n)y'*(n)e c ®

n=0
A relacdo sina-ruido (SNR) é definida como:
variancia(sinal)

SNR =10log,, — —
variancia(ruido)

] [dB] (9

3. METODOS DE ESTIMACAO DOA

S0 apresentados nesta se¢do dois dos principais métodos de
estimacdo DOA, o IQML eo MODE.

3.1 — Maxima Verossimilhanca e o Método IQML

A estimativa ML das fregiiéncias de um sinal composto de
multiplas exponenciais € obtida minimizando-se a seguinte
fungdo custo [5] :

F = tr{Pili} (10)

onde tr{X} é o traco de X e P; é um operador que projeta um
vetor no espago ortogonal ao das colunas de A, dado por:

P =1

A (MxM)

—A(A"A) A" (12)

A minimizagdo de (10) necessita adicionamente de
restrigBes de néo trivialidade e do tipo de sinal; estas restrigoes,
porém sd0 analisadas apls a sua reparametrizacdo. Verifica-se
gue (10) é ndo linear em relagdo as freqiiéncias desconhecidas,
exigindo uma busca sobre um espaco K-dimensional, o que
representa um esfor¢co computacional proibitivo. O agoritmo ou
método IQML  (lterative Quadratic Maximum Likelihood)
contorna o problema da busca multidimensional através de um
procedimento iterativo, porém sem garantia de convergéncia para
um minimo global; apesar deste problema, seu desempenho em
simulagBes tem apresentado bons resultados [2].

Para diminuir o esforgo computacional, a fungéo custo F; é
reparametrizada em termos de outro vetor de parémetros
b:[bo,b1,~~~,bK]T, onde {b} sdo os coeficientes do
seguinte polinémio [5]:

K .
p(z) = bz + b2 L4+ b =bg [J(z-€'%) (12)
k=1
CUjos zeros se situam sobre a CRU.

O tipo de sinal tratado neste artigo, exponenciais complexas
ndo amortecidas [8], impdem restricdo de simetria conjugada no
vetor de coeficientes b, e pode-se definir a matriz de coeficientes
B dada por:

by - O
B=|b, - by|e CMMK) (13
[ 0 o by

Verificase que B"A =0, ou sgja, as colunas de A sio
ortogonais as colunas de B. O operador B(B"B)'B" projeta

um vetor sobre o espaco das colunas de B e A(A"A)A",

sobre 0 espago das colunas de A; portanto, a soma destes
projetores produz a matriz identidade [8]:

B(B"B) 'B" =10y —AA"A) AT (19)

Substituindo este resultado em (10), tem-se que minimizar
F, é equivalente aminimizar F, dado por:
F, = tr[B(B"B) *B"R] . (15)

A restricdo de simetria conjugada pode ser incorporada na
expressdo a ser minimizada reparametrizando F, por meio de um

vetor Be R KDL oatisfazendo:
b= W§, (16)

comWe CHDXKHD genotando amatriz construida de 0,1 e 4
e que transforma o vetor de valores resis B no vetor b, de



valores complexos com simetria complexa conjugada. Para K
par, P tem as primeiras K/2 linhas formadas pela parte real de b

e as K/2 Ultimas linhas pela parte imaginaria de b; alinha K/2+1
tem valor rea. Para K impar, a estrutura anterior € modificada
para (K+1)/2 elementos e ndo ha elemento rea. Para evitar a
solugdo trivial, deve-se impor algum tipo de restricdo sobre o
vetor b ou B, tratado no item 3.1.1 adiante.

O método IQML minimiza F, estimando um vetor P através
da seguinte expressdo iterativa:

Bt =argmint{B(B'B,) 'B"R],  (17)
B

onder éo indice daiteraciio e ‘arg’ é o valor de B que faz F, ter

valor minimo. Considerando a expressao (9) € possivel mostrar
que a expressdo (17) pode ser rescritacomo [5]:

Bt =arg n;inBTErYB (18)

onde (~JrY e R & yma matriz resultante do produto de B,
o vetor de dadosy(n) e W.
O agoritmo do método IQML é sumarizado a seguir [5]:

Passo 1) Inicidlizer =0, faca (ﬁgﬁo) =1;

Passo 2) Determine B'*! da expressio (18) ,
Passo 3) Verifique a convergéncia; considera-se que o algoritmo

convergiu quando “f}(”l) -p™|<e, onde & é uma precisio

preestabelecida; caso a precisdo ndo sgja atingida, incremente r,
reccule B, da estimativa B"*!obtida no passo anterior e
retorne ao passo 2.

Passo 4) A estimativa ﬁ final é obtida apés o passo 3 ter

convergido. Obtém-se a estimativa ® calculando-se os zeros do
polindmio p(z) em (12) e b na expressdo (16).

3.1.1 — As Restricoes do Vetor de Coeficientes

O IQML busca a minimizacdo de (18) com restri¢cdo de ndo
trivialidade de dois tipos: linear e de norma. As expressdes sdo
apresentadas a seguir para o caso de K=2; a expressdo genérica é
apresentada em [10].

Restricoes Lineares

Esta restricdo apresenta trés possiveis alternativas, deduzidas
de forma semel hante as expressdes seguintes [5].

Achar Be C™, com B,=rea(b,)=1, tad que ®(B)
tenha valor minimo, onde:

D(P)=p'QP (19)

com Qe R*®. Considere as particdesde Q :

Q Q. Q
0 = 21}6 R4 e :|: 22 23}e R (20)
21 |:Q 2 Qsz st

31

e o vetor solu¢do B tendo aforma:

p=[1 '] (21)
e ne R** . substituindo (20) e (21) em (19), obtém-se:

OP)=Q,, + 1]TG)zl + ®;11| + 1ITG)zz'] (22)
Derivando (22) em relagdo a m, obtém-se que o ponto de
minimo de ®(B) é atingido quando [5]:

1=-0,0, (23)

supondo que @,, € ndo singular. Esta restricdo € denominada
aqui de RLR (Restricdo Linear Red) e o método IQML
resolvido sob estarestricao seré tratado como IQMLg .

Outra restricdo linear equivalente a RLR considera o
elemento B, =imag(b,) =1. Fazendo-se consideracies
equivalentes a restricdo anterior, a minimizacdo da expressdo
(29) resultaem [5]:

B= [1 13T]T com f):_65621 (29

onde Y€ R™ e

Q Q, Q
021 ={ 11:|e Rle e 922 ={ 12 13:|e R2x2 (25)
921 QZZ QZS

Esta restricdo € denominada agui como RLI (Restri¢do
Linear Imagin&ria).

A expressio (24) indica valor unitario de B, (em vez de j3,),
devido a utilizagdo da mesma estrutura matricial de RLR,
diferindo na escolha dos elementos da matriz Q ; para a RLR

descarta-se a primeira linha de €, enquanto que para a RLI
descarta-se a Ultima linha.

As restricdes RLR e RLI apresentam problemas numéricos
no resultado da otimizagdo de (19). Parainvestigar a causa destes
problemas, considere o vetor de coeficientes b obtido da
decomposicdo do polinémio p(z) da expressdo (12), para K=2 e
as frequiéncias angulares normalizadas entre 0 e 2.

p(z) = boﬁ(z—ej“* )= b2 - (€ +€)z+€®]|  (26)

onde @ =w, +w, =2r(f, +f,).

Para haver simetria, assume-se b, dado por [6]
[ 2n-® Kol @
J Y Y *
boze[ 2 ]ze“‘e 2=-e 2=bh

2
e, de (26) obtém-se:

bo :_Cos[n(f1+f2)]+jsen[n(f1+fz)] (27)
b, = 2cos[n(f, - f,)] (28)



Deste modo, conforme (27), a restricdo RLR depende do
coseno da soma das fregiiéncias que apresenta valor zero quando

Y f,=(2L+21/2 [9], L inteiro; RLI depende do seno da

soma das freqiiéncias e apresentard valor zero para », f, =L.

Ao se redlizar a normalizacdo pelos valores real (by) ou imag(bg)
guando as somas das freqiiéncias estdo proximas dos valores
indicados acima, um erro numérico € inserido afetando todos os
célculos posteriores e degradando as estimativas das freqiiéncias.
Na presenca de ruido aditivo, este problema é ampliado para a
regido vizinha. Em [6], sugere-se que se use uma das duas
normalizacOes, pois ambas ndo podem ser simultaneamente zero.
O teste de escolha da restricdo apropriada, porém, faha
experimentalmente [9].

Propomos um terceiro tipo de restricdo linear, denominada
aqui RLC, de Restricdo Linear Central e que é obtida impondo-
se b, =f, =1; paraK par, este elemento é real. A minimizagdo
da expressdo (19) sujeita a esta restricéo, resulta:

= %] com 3z=-00, (9

onde ye R* e

Q Q, Q
921 — [ 11:| = Rle e @22 ={ 12 13}6 R2x2 (30)
QBl QSZ QEB
e é realizada descartando-se a linha centra de € . Este tipo de

restricdo ndo havia sido explicitada anteriormente.

Retornado & expressdo (28) verifica-se que paraK par, 3, é
real e depende do cosseno da diferenca das freqiéncias;
aproxima-se portanto, do valor unitério para a situagdo de
freqiiéncias muito proximas (alta resolugéo). Por outro lado, no
caso em que a diferenca das freqiiéncias for préxima de
(2L+1)/2, também apresentard problemas numéricos na
normaizacdo. A RLC pode ser colocada como uma técnica de
minimizagdo importante, a despeito dessas duas limitagoes, pois
em estimacdo de frequéncias, 0 nimero de sinais é suposto
conhecido e na situagdo de haver grande diferenca entre as
freqUiéncias, a estimacdo pode ser redizada com métodos mais
simples pois nédo € um problema de alta resolucéo.

Restricido de Norma

A minimizacdo de (19) sob a restricdo de norma é obtida
impondo-se que a norma de P sega unitéria Isto equivale a

derivar ®(B) , igualar azero e obter o vetor 3 de normaunitéria

que fornegca o minimo valor. O critério TLS [8] obtém a solugéo
desta expressdo utilizando a decomposicdo em valores singulares
(SVD - singular vaue decomposition) de Q; a norma
quadrética minima de (19) é obtida quando B corresponde ao
vetor singular a direita associado ao menor valor singular de Q :
B = V(: , K+1)

onde V.x+1, € a ultima coluna da matriz de vetores singulares
unitarios a direita; esta restricdio sera tratada aqui como RSVD.
Resultado semelhante é obtido caso se utilize a decomposi¢do em

autovalores (EVD eigenvalue decomposition) de Q ; a escolha
da decomposicio a ser usada é decidida sob o ponto de vista
computacional: a SVD exige menor esforco computacional e
apresenta melhor precisdo numérica que a EVD. A resoluggo de
(19) via RSVD foi apresentada em [8] apenas como uma
alternativa para que o IQML convergisse. A solucdo via EVD foi
apresentada em [9] como uma dternativa as restrigdes lineares,
em vista seu desempenho dependente das freqiiéncias, apontados
anteriormente.

As soluges da fungéo quadrética sob restrigdes lineares ou
de norma foram desenvolvidas baseadas no IQML; porém, como
0 méodo MODE também exige a minimizagdo de uma expressdo
semelhante a (19), pode-se utilizar tai s restri¢cdes neste método.

3.2 - MODE

O MODE (Method Of Direction Estimation) [5], [6] € um
estimador derivado do MLE, semelhante ao IQML. Entretanto,
utiliza restricdo de subespaco na decomposicdo da matriz de
correlacdo de dados e atenuacdo da estimativa de ruido; difere
aindado IQML por ndo ser iterativo.

A carecteristica importante do MODE €& que,
assintoticamente (N elevado) apresenta melhores niveis de
desempenho que o IQML. Em altas SNR seus desempenhos séo
equivalentes. Sob sinais coerentes ambos apresentam bom
desempenho.

O MODE estima » usando é e A como dados de entrada,

onde as colunas de Se C"™ sip os autovetores de R que

correspondem aos K maiores autovalores de ﬁ , Ae CF¥ &
uma matriz diagona dos K  maiores autovalores de
R corrigidose K =min{ K, posto(P)}.

A expressao do MODE a ser minimizada é[5]:
p=argmint§"B)(B"B) *(B'SA]} (a1
que, apos algumas manipulagdes [5], pode ser transformada em:
p=argmin{p",p } (32
onde Q, € R®™* ) & yma matriz resultante do produto de B,

é eA. O algoritmo MODE apresenta 0s passos [5]:

Passo 1) Cacule R e seus K autovalores dominantes e os
correspondentes autovetores,

Passo 2) Determine uma estimativa inicial ﬁo considerando
(B"B) =1 em (31);

Passo 3) Determine uma estimativa eficiente de ﬁ em (31), com
(ﬁHﬁ) formada por BO obtida no passo 2.

Passo 4) Obtenha a estimativa de frequéncia ® calculando os

zeros do polindmio p(z), com seus coeficientes formados por b



obtido de fi No Passo 3.

E conveniente, em algumas situacdes, repetir o Passo 3
algumas vezes, visando melhorar as estimativas, porém valores
acima de cinco sdo irrelevantes [5].

Observar-se que as expressoes (19) e (32) tém a mesmaforma
guadrética e, portanto os passos 2 e 3 do MODE podem ser
resolvidos utilizando as restrigdes lineares RLR, RLI e RLC ou a
restri¢do de norma, baseadana SVD ou EVD.

4. SIMULACOES E RESULTADOS

S&o apresentados nesta secdo as simulagdes e os resultados
gréficos dos métodos IQML e MODE sob RLC e RSVD. As
restricbes RLR e RLI ja foram abordadas experimentalmente em
[7] onde se apresentou superficies de desempenho em funcéo da
SNR e da frequéncia; observou-se que estas superficies
apresentam ‘vales nas freqléncias vizinhas daquelas indicadas
no item 3.1.1, para cada tipo de restricdo, indicando portanto,
gue estas restri¢des sdo inadeguadas a estimago.

Para redlizar as simulagbes das duas outras restrigoes
desenvolveu-se um programa em ambiente MATLAB® V5.3,
para PC's bastante completo e versétil. Este programa permite
simular os métodos tendo como varidveis o nimero de sensores e
de snapshots, as frequéncias, a coeréncia ou as fases dos sinais,
etc. Nas simulagbes, o IQML foi limitado a no méximo 50
iteragBes e a precisio estabelecida para a convergéncia, € = 102,
No MODE reiterou-se cinco vezes 0 Passo 3, para refinar as
estimativas.

Para cada ponto calculado obtém-se os valores das variancias
das estimativas (var) das frequiéncias angulares , e ®, e adota-se
a que apresenta maior variancia. Utiliza-se aqui o log do inverso
desse valor, tratado agui como Desempenho, ou sga,
Desempenho = 10logqq(1/ var); cada estimativa é gerada

sobre 100 redlizagBes independentes. Utilizou-se um sinal
composto de duas exponenciais com freqiiéncias espacadas de
0.04r e M=25 amostras [4]. Redlizou-se dois tipos de
comparagdo: superficies de varredura em fregUéncia e
desempenhos assint6ticos.

Superficies de Varredura em Freqiiéncia

Estas simulagdes tem por objetivo verificar se arestrigdo de
otimizagdo aplicada a0 método apresenta limiar de estimagdo
dependente das frequiéncias dos sinais; € realizada obtendo-se a
variancia da estimativa das freqiiéncias em um faixa determinada
de SNR para cada método, com N=1. Nesta simulag&o utilizou-se
, variando de 0.1r a 1.6 rad/s, com w, 0.04r rad/s acima de m;
e a SNR variando de 0 a 15 dB. Para cada par de curvas de
desempenho obtidas, considera-se apenas aguela que apresenta
limiar de estimagd mais elevado, ou, quando iguais, a que
apresenta menor valor médio em fungdo da SNR; as curvas
porém, sdo sempre representadas em funcdo de w; para evitar
confusdo.

As figuras seguintes mostram parte da superficie de
desempenho obtida para cada restricdo sobre o IQML com w;
variando de 0.1r aw rad/s.
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Figura 1) Superficie de Desempenho IQMLg, ¢
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Figura 2) Superficie de Desempenho IQMLgsyp

Visuamente, a RLC apresenta menores limiares de
estimacdo (maior desempenho em menor SNR), além de ter um
comportamento mais homogéneo em relagdio a RSVD.

Para destacar quantitativamente a diferenca entre os
desempenhos do IQMLg.c e IQMLgsyp, Novas curvas foram
calculadas, subtraindo-se ponto a ponto aquelas superficies. Tais
curvas estdo mostradas na figura 3 em funcdo da SNR; valores
positivos indicam superioridade do IQMLg, ¢ e valores negativos,
melhor desempenho do IQMLgsyp-
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Figura 3) Diferenca entre as Curvas de Desempenho
|QM LRLC e |QM LRS\/D -01An < 0, < 1.6n

Nesta Ultima figura, a curva pontilhada indica o valor médio
da diferenca e mostra a superioridade da RLC sobre a RSVD.



Esta superioridade implica em melhores niveis de limiar de
estimacdo e atinge seu maximo em torno da SNR de 5 dB; em
uma das curvas esta melhoria se estende até a SNR de 12 dBs.
Atingido o limiar, apenas duas das curvas de desempenho do
IQMLgrsyp apresentam melhor resultado que o IQMLg.c,
provavelmente por falha do critério de selegdo da curva de
desempenho em relagéo a w; ou m,.

Desempenhos Assintoticos

Nestas simulagBes as duas restri¢des de otimizacdo do IQML
s80 analisadas para um par de frequéncias fixas em o,=t e @, =
1.04n rad/s, SNR variando de —10 a 30 dB e sob diferentes
valores de N (1, 10, 100 e 1000); utilizou-se P = I (Sinais
descorrelacionados). O desempenho em funcéo de N e da SNR
s80 apresentados na figura 4.
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Figura 4) Gréficos de Desempenho Assintético —
IQMLgLc(-) € 1QMLgsyp(-)-

Verificase na Figura 4 que para N pequeno (<10) o
IQMLRg, ¢ apresenta desempenho superior ao IQMLgsyp; para N
grande (=100), o desempenho de ambos é semelhante. Outro
caso de interesse é a comparacdo de desempenho assintético
entre 0 MODE e o IQML. Apresenta-se na figura seguinte o
desempenho destes dois métodos sob arestricdo RLC.
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Figura 5) Gréficos de Desempenho Assintético —

IQMLR c(-) eMODEg(..) - P=1

Observarse na Figura 5 que para N pequeno (<10) o
desempenho do IQMLg, ¢ € superior a0 do MODEg, ¢ enquanto
em N grande (>100) o desempenho do MODE é melhor.

Para dtas SNR (>25dB) o desempenho de ambos os
métodos sdo semelhantes. Resultados de simulagdo (ndo
mostrados) indicam que as conclusdes continuam véidas até para
sinais com correlagdo de 0.99.

5. CONCLUSOES

Mostrou-se neste artigo um tipo de restricdo linear, RLC,
que pode ser aplicada & minimizagdo quadrética exigida pelos
métodos IQML e MODE e que ndo apresenta os problemas
numéricos de outras restri¢cles lineares. Esta restricdo pode ser
utilizada somente quando o nimero de sinais presentes for par e
0 espagamento entre os sinais seja pequeno (alta resol ucdo).

As simulagBes demonstraram a superioridade desta restrigdo
guando comparada a restricdo de norma, considerada até ent&o
como aquela que apresentava os melhores resultados para esta
minimizagdo; a restricdo de norma apresenta a grande vantagem
de poder ser utilizada qualquer que sga 0 nimero de sinais
presentes. Adicionalmente verificou-se que o desempenho do
MODE supera o do IQML sob a mesma restri¢éo, para N grande
e baixa SNR. Para N pequeno (>10) o IQML apresenta melhor
desempenho, enquanto que para alta SNR, sob qualquer N, o
desempenho dos dois métodos se igualam.
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