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RESUMO

Este trabalho introduz uma nova transformada Aritméti-
ca (AT) para avaliar a Transformada Discreta de Hartley
(DHT). Desenvolve-se uma teoria geral, baseada na férmu-
la de inversdo de Maeebius e fungoes aritméticas, comum
para todas as ATs. Uma transformada aritmética inver-
sa é também proposta. Os mecanismos de interpolagdao
na avaliacdo de transformadas discretas de Fourier e Har-
tley (DFT/DHT) sdo investigados, examinando-se o com-
promisso entre complexidade e precisdo. As interpolagoes
de ordem zero e um sdo justificadas. As demonstragoes e
interpretagoes obtidas sdo mais simples que na AT original.

1. INTRODUCAO

As indmeras aplicagoes em tempo real da Transformada
Discreta de Fourier (DFT) sdo bem conhecidas, especial-
mente apds a revolugao dos algoritmos répidos (FFTs) [5].
Desde entao, o campo de processamento de sinais teve varias
contribuig¢oes importantes ligadas as transformadas discre-
tas. Uma DFT para corpos finitos (FFFT) foi introduzida
por Pollard [11] e aplicada como uma ferramenta para ava-
liar convolugoes discretas. Uma transformada muito inte-
ressante e similar a DFT é a Transformada Discreta de Har-
tley (DHT) [2], a versdo discreta da transformada continua
simétrica introduzida por R.V.L. Hartley em 1942 [6]. Sem
mencionar suas caracteristicas do ponto de vista numérico,
a DHT provou ao longo dos anos ser um ferramenta im-
portante com vérias aplicacoes [3]. Uma transformada de
Hartley em Corpos Finitos (FFHT) foi recentemente intro-
duzida por Campello et al. [14]. Uma secao especial sobre
a Transformada de Hartley [8] cita aproximadamente 300
referéncias.

Embora vista como uma ferramenta que tem conexao
com o mundo fisico apenas por intermédio da transforma-
da de Fourier, a DHT aparece cada vez mais como um
instrumento 1til em muitas aplicacbes. Recentemente, fo-
ram encontradas aplicagbes interessantes para a transfor-
mada de Hartley em Corpos Finitos [14] em multiplexacao
digital, acesso muiiltiplo e espalhamento espectral [9, 10].
Apébs Cooley-Tukey, Good-Thomas e muitos outros algo-
ritmos [1], uma nova abordagem foi proposta em 1988 —a
Transformada Aritmética de Fourier (AFT)— em que um
algoritmo FFT calcula a DFT com um nimero reduzido
de multiplicacées [15]. Em verdade, uma AFT de com-
primento N apresenta complexidade computacional O(N).

Embora as restri¢ées da versao inicial da AFT tenham sido
removidas [12], ela permaneceu desconhecida para muitos.
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Figura 1: Alguns Desenvolvimentos das Transformadas de
Fourier e de Hartley, situando a AHT.

A Figura 1 situa uma nova transformada aritmética, a
Transformada Aritmética de Hartley, no contexto das trans-
formadas. Procurando encontrar novos procedimentos para
o célculo da DHT, foi estabelecida uma teoria geral de al-
goritmos para o calculo da DFT/DHT, chamados de Trans-
formadas Aritméticas (AT). Neste trabalho, m|n denota m
divide n, || denota o maior inteiro menor ou igual a z, [4]
¢ uma matriz com elementos a;,; e a cardinalidade de um
conjunto T’ é denotada por ||T]|.

2. A TRANSFORMADA ARITMETICA DE
HARTLEY

Seja v um vetor N-dimensional com componentes reais. A
DHT define um par transformado denotado por

'7UN—1)HVZ(V():Vl:"'avN—l)7 (1)

em que os coeficientes do vetor transformado (i.e., o espec-
tro de Hartley) sdo definidos por

vV = (1)0,1)1,--

N-1

Al 27ks
VkZNmecas(N) Vk=0,1,...,N-1, (2)

=0




onde cas t2 cost +sint é o niicleo “cosseno e seno” de Har-
tley [6].

Um ponto interessante a observar é a relacdo entre a
DHT e a DWT, a Transformada Discreta de Walsh. Uma
versao da DHT de comprimento 4 coincide com a transfor-
mada de Walsh [7], i.e., Vi = {vo+vicas(EE)+vscas(km)+
vacas(2EZ)}.

Lema 1 (Propriedade Fundamental) A fungio cas(-)

satisfaz
— k k|K
se
2 =40 oo
ans 7rm {0, caso contrdrio. (3)
m=0

. kE—1 im kL k—1
Prova: Seja . e”™™E =" Z™ onde Z= A o2mi

k=1 m _ [k, seZ=1, .
Observe que ) " Z™ = {07 e Z£1" Aplicando a
identidade de Euler, tem-se que
k—1 k—1
K . . K k, se k|K,
cos <27r]mz> +J Z sin (271]mz> = {0’ e
m=0 m=0

Tomando-se a parte real e imaginéria, vem que

k—1 Y ,
cos 27r]m = {k’ se K|k,
— 0, c.c.

e
k—1 W
E sin | 2rjm— | = 0.
k
m=0
Somando essas duas expressoes, finaliza-se a prova. |

Para construir um algoritmo répido para calcular a DHT,
definem-se as somas parciais S, do vetor no dominio do
tempo v, como sendo

k—
1
i

Aplicando a formula da Transformada Inversa para v,, N,

a:-| b
<
S
I
-
“l\)

tem-se:

k—1

Sy =

=

— 27k’ (m4)
Z Vk/cas T
m=0 k'=0
N-—-1 k—1

vy cas(?wm%,). (5)
k'=0

!
m=0
Do Lema 1 acima, segue que:

N

L(N=1)/k]

Z Vit
s=0

Para simplificar o desenvolvimento, considere, sem per-
da de generalidade, um sinal v com componente DC nula,
. N-1 . -
ie., % > v; = 0. Observa-se que tal consideragao nao

N i=0 ¥
tem influéncia sobre os V4, k # 0.

MR W
Sk = % Z Vir Z cas (27rm(z)> =

k=0 m=0

Lema 2 Um sinal discreto v e seu sinal correspondente ac
v’ tém o mesmo espectro de Hartley, a menos na freqiéncia
nula, ou seja, V;, = Vi para k # 0.

Prova: O sinal com componente dc nula tem seu espectro
dado por

N—

2mki
Z — Vo)cas ( N ) .

A demonstracao é finalizada observando que

1
2k
ans( N )20 VEk#DO0.

|

A Transformada Aritmética de Hartley (AHT) pode ser

obtida pela férmula de inversao de Moebius modificada para
séries finitas [12].

Teorema 1 (Reed et al.) Se S, = Zii;n/“ Ve, 1 <
k< N -1, entio Vy = ILSY_U/M (1) Sk, onde p(-) € a
fungéo de Mebius. |

A funcao de Maebius, p(n), é definida por:

1, sen=1
p(n)é (-1)", sen=T]/_, pi, pi primos distintos,
0, se p2|n para algum primo p.

Um outra func¢ao aritmética relevante é definida abaixo.

Definicao 1 A fungdo soma aritmética de Mebius é defi-
Ez L 1l .

Uma aplicagao direta do Teorema 1 em (6), faz os coefi-
cientes de Hartley {V%} de um sinal ac {v;} serem expressos
por

nida por M(n

L(N-1)/k]
Vi= Y u)Su, (7)
=1
ondeSk—kE 0 Uy N -

Considere uma DHT de comprimento N = 8. A andlise
espectral de Hartley através da férmula de inversao de Mae-
bius resulta em:

Vi = 51 -8 —853—S55+ 56— 57,
Vo = 55— 84— Ss,

V3 = 53 - Ss,

Vi = 8,

Vs = Ss,

Ve = Sﬁ,

Ve = 57

Definicdo 2 A matriz de Mebius [M] € dada por

a @), seili, .
Hii = { 0, caso contrdrio. (8)



Por exemplo, a matriz de Mcebius de ordem 7 é

1 -1 -1 0 -1 1 —17
01 0 -1 0 -1 0
00 1 0 0 -1 0
M:=|0 0 0 1 0 0 0 (9)
0o 0 0 0 1 0 0
0o 0 0 0 0 1 0
Lo o 0o 0o 0 0 1 |

As componentes espectrais e as somas parciais agora

. . . s T

podem se relacionar através da matriz de Mcebius: V* =

[M] - 8T. Visando uma formulagio completa para a AT,

é possivel incluir a componente dc escrevendo-a em termos
da soma parcial Sy:

N-1

1
UmN = Vo=Vn. (10)
m:O

Portanto, a relacio VT = [M] - ST pode ser escrita em
termos de uma matriz de Mcebius estendida:

i 0 S1
: (11)

Vn

Um ponto marcante é que a AFT cléssica fornece equa-
¢Oes exatamente idénticas para estimar um espectro com
mesmo comprimento (e.g., N = 8). Este fato dificulta o en-
tendimento das AT’s: qual o espectro que de fato se avalia?
A compreensido dos mecanismos das AT’s sé é possivel na
préxima secao.

Se o sinal no dominio do tempo tivesse componente
dc nao nula, tomaria-se o sinal ac correspondente v, =

— Vo, i=0,---,N—1,ie, v'=v — Vo. Assim, S}, =
Sk — Vo e a Equagdo 7 pode ser aplicada, levando a V, =
LN=D/B) (1) S}, Como Ve = Vi, k=1,---,N —1 pelo

=1
Lema 2, tem-se:

Teorema 2 As componentes k =1,---,N —1 da transfor-
mada de Hartley discreta podem ser computadas por

L(N-=1)/k]

he 3

=1

pSu - VoM (1Z21). (1)

|

A transformada aritmética inversa de Hartley pode ser

obtida de modo similar, definindo-se as somas parciais das
componentes espectrais por:

al— ZV N

Vi=1,---,N—1. (13)

De modo andlogo, tem-se que o; EL(N DDy e
entao o Teorema 1 (Férmula de Inversao de Moeblus) im-
plica

L(N—1)/i]
N-1
v = Z (o — voM (|_ . J) (14)

13
=1

A Transformada Aritmética é melhor entendida quan-
do se considera a transformada de Hartley. A férmula de
inversao de Mcebius é apropriada para tratamento de sinais
reais. Na abordagem cldssica da AFT, o espectro é calcula-
do separando-se os coeficientes de Fourier a, e b, da série
truncada [15], i.e., as componentes par e impar do sinal real
sao estimadas separadamente. No caso da transformada de
Hartley, o espectro é real e a DHT funciona como uma série
de Fourier truncada.

A AFT convencional realiza aproximacoes do espectro
via interpolacao de ordem zero ou um. A anilise apresenta-
da neste artigo possibilita uma compreensao adequada dos
mecanismos envolvidos nas aproximagcoes e permite estabe-
lecer limites de validade para as interpolacoes.

3. ENTENDENDO A INTERPOLAQAO

3.1. Interpolagao Ideal

O que exatamente significa o valor de um sinal discreto num
indice fracionério? Dado v = (vo,---,v~n-1), 0 valor de v,
para um valor nao inteiro de r pode ser estimado por:

2rkr
Z chas( N )
= = (2rki 27k
ki wkr
. (1
Z (N)CaS(N)(5)
Definindo-se a funcao peso de Hartley por

N-1
Al 2mki 2mkr
wl(r)—ﬁ 2 cas ( N ) cas ( N ) , (16)

o valor do sinal nos indices fracionarios pode ser encontrado
através de uma interpolacao de ordem N:

Ur

2

TTM

o2 Z wi(r) - vi. (17)

Desse modo, cada nicleo realiza um tipo diferente de
interpolacao. Uma propriedade interessante dos pesos de
interpolacao para a DHT é dada pela proposi¢ao abaixo.

Proposi¢ao 1 Para os pesos de interpolagio de Hartley

vale que
N-1

Zwi(r) =1 (18)

i=0
Prova: Claramente,

N-1

— 1 2 k’ P L2 k
T wk'i
E wi(r) = N cas E .

=0 k'=0




Observando-se que

N-1 ,.
1 271']{,‘ { 17 se k' =
cas ..
0, caso contrario,

=0
tem-se que

N-1 N-1

27k’ r
wi(r) = Z cas —— Ok 0,

=0 k'=0

onde § é o delta de Kronecker. |

Em verdade, |w;(r)] < 1. Nos casos em que r é inteiro,
segue das propriedades de ortogonalidade da funcao cas que
w, =1 ew; =0, Vi #r e, como esperado, ndo hé neces-
sidade de interpolagao. Observa-se que max; w;(r) = wi,
onde [z] denota o inteiro mais préximo de z. Esta propri-
edade justifica uma interpolacdo de ordem zero. Os pesos
de interpolacao para vérios nicleos podem ser expresso por
uma férmula fechada apds alguns desenvolvimentos trigo-
nométricos. No que se segue, Sa(-) denota a funcdo amos-

tragem, Sa(aL‘)é sng

Proposigao 2 Os pesos de interpolagio para uma trans-
formada de comprimento N sdo dados pelas sequintes ex-

pressées a depender do nicleo considerado.
Niicleo Cosseno - cos (2”T’“)

1 N-1/2 {lsa(NNl/227r(i—r))

wi(r) = ﬁ+ N 9 Sa(w(i —r)/N)
1 Sa(X522m(i + 1))
2 Sa(n(i+r)/N) } (19)
Niicleo Seno - sin (2’;\[’“)
oy = N=1/2 f1Sa(f52m(i— )
1Uz(7') = N 2 Sa,( (Z—r)/N) _
1S (N1/227T(i+r))}
2 Sa(w(i+r)/N) : (20)
Niicleo de Hartley - cas (2’*’“)
1  N-1/2 Sa(X=M 227 (i — 1))
U)z(T) = 9N + N Sa(w(i_r)/N)
Lcot (M) _
2N N
LT ) (21)

2N sin(x(i +r)/N)

Prova: Segue diretamente das férmulas de adi¢ao de arcos
e das identidades trigonométricas:

M M

Cada somatdério parcial Sj, corresponde a k pontos de
amostragem e se pode escrever cada ponto Uy N de acordo
com a férmula de interpolacao, em funcao do vetor de en-
trada v = (vo,---,v~—1). Entdo, toda soma parcial pode
ser reescrita como uma combinacao linear das componentes
no dominio do tempo, isto é,

N—-1
Sk = Z Qi‘cvi, (22)

A

onde QF=1 Z ) representa a resultante do peso
da k- e81ma soma parc1al As somas parciais podem entao
ser expressas em termos do sinal de entrada:

S1 0 Q- Qyoy Vo
52 Qg Q% e Q?V—l (%)
Sn-1 Qy-t oMt ... ol UN-1
(23)

Os indices fraciondrios foram incorporados & matriz [Q].
Escrita de forma compacta, a equacao matricial acima fica
denotada por ST = [Q] - vT. Entao, o espectro pode ser
calculado por VT = [M]-[Q] - v". A matriz [M] apre-
senta apenas adi¢ées e a complexidade multiplicativa estd
relacionada com a matriz [(].

Os elementos de [©2] podem ser calculadas facilmente:

k-1 N— ! !
QF Z Z <2mk ) cas (%m—lj\]) (24)

Invertendo-se a ordem dos somatorios e aplicando o Le-
ma Fundamental, vem que

1 LN U/ 2mkis
d-— 3 cas( ) 0<is<N-1 (25)
N s=0 N

Proposicao 3 As componentes do peso da k-ésima soma
N—1

. . . . k
parcial sdo normalizadas, i.e., somam Q=
i=0

Prova: Para o nicleo cas segue que
N-1 N-1 L(N-1)/k]

ZQ?:ZN Z cas 27;51.5.

i=0 =0 s=0

Novamente, invertendo-se a ordem dos somatérios e apli-
cando o Lema Fundamental, tem-se que

N-1 [(N—=1)/k]
ZQ;_C_ Z 1, se Nlks -1
v 0, caso contrario [~
i=0 5=0
A demonstragdo é andloga para outros nicleos. |

Proposicao 4 As férmulas fechadas para QF com relagio
aos nicleos cosseno e cas sdo:



Cosseno:
k - ! (ﬂ;iJ 1
Qf (cos) = 5+ A *3
Sa (L2 +9)%%Y) o
Sa(=F)
Hartley:
Qf(cas) = QF(cos) + %cot (%kz) —
1 cos ((L(Nk—l)J + %)27;\;19) on
2 sin(ZiE) ’

Prova: Segue diretamente das identidades trigonométricas
para Y 0_ cosmb e Y _ sinmé. [ |

3.2. Interpolagao Nao Ideal

O algoritmo introduzido aqui para calcular uma Transfor-
mada Discreta pode ser interpretado de forma mais com-
pleta. Nesta secao procura-se esclarecer alguns pontos da
transformada aritmética. Todo o processo é baseado em
somatorios Sg, k =1,---, N — 1, de determinadas compo-
nentes em tempo discreto. Os indices nos quais o sinal deve
ser amostrado para construir as somas parciais sao da forma
AN, em que A é uma fracao de Farey N — 1 [13]. Indepen-
dentemente do valor de k, um nimero k£ de amostras é to-
mado prudentemente através de uma dizimacao. Fixado k,
a seqiiéncia no dominio do tempo (vo,---,vn—1) é dizima-
da por % e as somas Sj correspondem exatamente ao va-
lor médio (média aritmética) das “componentes sobreviven-
tes”. Nos casos em que k nao divide N, a dizimagao leva a
indices fraciondrios no dominio do tempo, de modo que uma
interpolacao é exigida. O nimero de pontos R que exigem
interpolacao é quotada superiormente por R < Zd}(N ’1—;1.
Esta abordagem é, portanto, atrativa quando se lida com
uma seqiiéncia de comprimento N ndo primo com grande
nimero de fatores.

Proposi¢ao 5 Uma aprorimag¢do continua para oS pesos
de interpolagdo para N suficientemente grande é dada por:

Nicleo Cosseno

. _ Sa(2n(i—r)) +Sa(2n(i+1))

i(r) : (25)
Ntcleo Seno
i () ~ Sa(2w(i — 1)) ; Sa(2n (i +r)) (29)
Nicleo de Hartley
Wi (r) ~ Sa(2m(i — 1)) + % (30)
|

E interessante observar que o peso assintético para a
transformada de Hartley pode ser reescrito em termos de
uma Transformada de Hilbert:

wi(r) = Sa(2w(i —r)) — H{Sa (2w (i + 1)}, (31)

onde H denota a transformada de Hilbert.
A interpolacao de ordem zero é feita fazendo-se f; =

fij;- Um sinal discreto v = (vo,---,vn—1) é dito ser par
(respectivamente {mpar) se e somente se vy, = vy_ (res-
pectivamente vy = —wn—_). Os indices correspondentes

aos instantes de amostragem sao tais que uma simetria par
é observada. A influéncia das componentes impares do sinal
nas somas parciais desaparece quando uma interpolacao de
ordem zero é feita. Assim, essa interpola¢io permite apenas
estimar as componentes pares do espectro. Um exame do
comportamento assintético dos pesos justifica uma interpo-
lacdo de ordem zero para o ntcleo cosseno. Claramente,

bi(r) ~ 0 ViZ[L,N—[r]: (32)
ipi(r) & S (72“([";"')%%; (33)
by (r) =~ &l<%ﬂﬂ%:12>;5%, (34)

Observando a Equacao 17, ve-se que 9, = wp,(r)vp) +
wy—[p(r)un_[)- Entdo, tem-se que para sinais pares 0, =
v;]- Como mencionado, o problema chave na AT é a in-
terpolagdo. Assim, para entender o balanco entre comple-
xidade multiplicativa e precisao, deve-se examinar mais de-
talhadamente o processo de interpolacgao.

Um modo de “controlar” o processo de interpolagao é
classificar os pesos w;(r) em ordem decrescente e classificar
os indices i segundo a ordem dos w;(r) correspondentes em
um conjunto T' de N elementos (||T|| = N).

Seja Te o subconjunto de 7" que contém apenas os pri-
meiros O elementos de T (Te C T, ||To|| = ©). Uma inter-
polacao nao-ideal com © amostras pode ser gerada consi-
derando
wi(r)

ZjeT@ wj (r)

onde Y . .. w;(r) é um fator de normalizagao. Para uma
. i€To >
interpolacao de ordem zero, faca © = 1.

Oy =

* Vi, (35)

i€To

4. GENERALIZAQAOE TRANSFORMADAS
ARITMETICAS

Uma abordagem para transformadas discretas invariantes
ao nitcleo pode ser obtida de um maneira simples.
Considere uma transformada discreta

=

1

Vi = ~ 4 vi\I/N(k,i),

0

Vk=0,---,N—1. (36)

O niucleo da transformada, ¥y, pode ser, por exemplo,
. 27kt 2mks _2mki
\IlN(k,z)E{cas (%),COS( ;Tvl),e i%% } (37)

Lema 3 (Generalizagao do Lema 1)

-1
1, sek|k,

k’
\IIN(E’mN) - {0, caso contrdrio.

i

1
% 3 (38)

3
I



A Transformada Aritmética tem a mesma formulagio
para todas as transformadas de uma certa classe. A di-
ferenga entre usar uma ou outra estd relacionada com o
processo de interpolacao. O valor do sinal em amostras fra-
ciondrias é diferente para cada transformada, pois a férmula
de interpolacao depende do nicleo considerado.

Seja cas'(+) a fungao cas(-) complementar [3]. Um con-
junto alternativo de amostras pode ser definido no célculo
das somas parciais através da inclusao de um novo parame-
tro a.

Teorema 3 Seja uma soma parcial no dominio do tempo
. A k—1
definida por Sk,o=7% > v N

m—0UmN _aN" Entao, o espectro de

Hartley € relacionado com as somas parcias deslocadas por:

N-—1
L%

Sk,
Vi = Z u(l) kL,

_ Okba =1,
= cas’(2wkla)’ VE=1,

 N—1. (39)

Prova: Realizando um procedimento andlogo ao feito nas
Equacoes 5 e 6, vem que

N-1 k—1

1 K

Ska = Z VkrE Z cas <27rzm — 27rk'a> . (40)
k'=0 m=0

Aplicando o Lema 1 e a férmula para adi¢ido de arcos para

a funcao cas (*), i.e., cas (a —b) = cosb-casa —sinb- cas’a,

conclui-se facilmente que

LN-1)/1]
Ska= Y Vicas'(2mka). (41)
s=1

Uma aplicagao do Teorema 1 (Férmula de Inversao de Moce-
bius) finaliza a demonstracao. ]

Agora, é possivel ajustar convenientemente o valor de «
como fungdo de k, de modo a obter a transformada aritmé-
tica baseada em outro conjunto de pontos de amostragem
do sinal no dominio do tempo.

Coroldrio 1 (AT Generalizada) O espectro de Hartley
pode ser determinado por

L(N-1)/k]
V= D> wSua (42)
=1

Fazendo a = ﬁ, a interpolacao de ordem zero se tor-
na aplicdvel para o cédlculo da Transformada de Hartley de
sinais fmpares [12].

5. CONCLUSOES

A abordagem apresentada neste artigo generaliza a Trans-
formada Aritmética de Fourier (AFT) e permite o cilculo
de outras transformadas discretas, como a DHT. O pon-
to chave do desenvolvimento é o processo de interpolagao
exigido para o célculo da AFT. Explica-se entao o balancgo
entre complexidade e precisdo, especialmente para transfor-
madas de comprimento menores. Como existe uma relagao
simples entre a DFT e a DHT [3], uma possibilidade é avali-
ar a AHT como estimativa da DHT e entdo encontrar uma
estimativa correspondente para a DFT. Finalmente, vale
lembrar que a transformada aritmética pode ser calculada
usando processamento paralelo.
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