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RESUMO

Este trabalho introduz uma nova transformada Aritm�eti-
ca (AT) para avaliar a Transformada Discreta de Hartley
(DHT). Desenvolve-se uma teoria geral, baseada na f�ormu-
la de invers~ao de M�bius e fun�c~oes aritm�eticas, comum
para todas as ATs. Uma transformada aritm�etica inver-
sa �e tamb�em proposta. Os mecanismos de interpola�c~ao
na avalia�c~ao de transformadas discretas de Fourier e Har-
tley (DFT/DHT) s~ao investigados, examinando-se o com-
promisso entre complexidade e precis~ao. As interpola�c~oes
de ordem zero e um s~ao justi�cadas. As demonstra�c~oes e
interpreta�c~oes obtidas s~ao mais simples que na AT original.

1. INTRODUC� ~AO

As in�umeras aplica�c~oes em tempo real da Transformada
Discreta de Fourier (DFT) s~ao bem conhecidas, especial-
mente ap�os a revolu�c~ao dos algoritmos r�apidos (FFTs) [5].
Desde ent~ao, o campo de processamento de sinais teve v�arias
contribui�c~oes importantes ligadas �as transformadas discre-
tas. Uma DFT para corpos �nitos (FFFT) foi introduzida
por Pollard [11] e aplicada como uma ferramenta para ava-
liar convolu�c~oes discretas. Uma transformada muito inte-
ressante e similar a DFT �e a Transformada Discreta de Har-
tley (DHT) [2], a vers~ao discreta da transformada cont��nua
sim�etrica introduzida por R.V.L. Hartley em 1942 [6]. Sem
mencionar suas caracter��sticas do ponto de vista num�erico,
a DHT provou ao longo dos anos ser um ferramenta im-
portante com v�arias aplica�c~oes [3]. Uma transformada de
Hartley em Corpos Finitos (FFHT) foi recentemente intro-
duzida por Campello et al. [14]. Uma se�c~ao especial sobre
a Transformada de Hartley [8] cita aproximadamente 300
referências.

Embora vista como uma ferramenta que tem conex~ao
com o mundo f��sico apenas por interm�edio da transforma-
da de Fourier, a DHT aparece cada vez mais como um
instrumento �util em muitas aplica�c~oes. Recentemente, fo-
ram encontradas aplica�c~oes interessantes para a transfor-
mada de Hartley em Corpos Finitos [14] em multiplexa�c~ao
digital, acesso m�ultiplo e espalhamento espectral [9, 10].
Ap�os Cooley-Tukey, Good-Thomas e muitos outros algo-
ritmos [1], uma nova abordagem foi proposta em 1988 |a
Transformada Aritm�etica de Fourier (AFT)| em que um
algoritmo FFT calcula a DFT com um n�umero reduzido
de multiplica�c~oes [15]. Em verdade, uma AFT de com-
primento N apresenta complexidade computacional O(N).

Embora as restri�c~oes da vers~ao inicial da AFT tenham sido
removidas [12], ela permaneceu desconhecida para muitos.
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Figura 1: Alguns Desenvolvimentos das Transformadas de
Fourier e de Hartley, situando a AHT.

A Figura 1 situa uma nova transformada aritm�etica, a
Transformada Aritm�etica de Hartley, no contexto das trans-
formadas. Procurando encontrar novos procedimentos para
o c�alculo da DHT, foi estabelecida uma teoria geral de al-
goritmos para o c�alculo da DFT/DHT, chamados de Trans-
formadas Aritm�eticas (AT). Neste trabalho, mjn denota m
divide n, bxc denota o maior inteiro menor ou igual a x, [A]
�e uma matriz com elementos ai;j e a cardinalidade de um
conjunto T �e denotada por kTk.

2. A TRANSFORMADA ARITM�ETICA DE
HARTLEY

Seja v um vetor N -dimensional com componentes reais. A
DHT de�ne um par transformado denotado por

v = (v0; v1; � � � ; vN�1)$ V = (V0; V1; � � � ; VN�1); (1)

em que os coe�cientes do vetor transformado (i.e., o espec-
tro de Hartley) s~ao de�nidos por

Vk
�
=

1

N

N�1X
i=0

vi � cas

�
2�ki

N

�
8 k = 0; 1; : : : ; N�1; (2)



onde cas t
�
=cos t+sin t �e o n�ucleo \cosseno e seno" de Har-

tley [6].
Um ponto interessante a observar �e a rela�c~ao entre a

DHT e a DWT, a Transformada Discreta de Walsh. Uma
vers~ao da DHT de comprimento 4 coincide com a transfor-
mada de Walsh [7], i.e., Vk =

1
4
fv0+v1cas(

k�
2
)+v2cas(k�)+

v3cas(
3k�
2
)g:

Lema 1 (Propriedade Fundamental) A fun�c~ao cas(�)
satisfaz

k�1X
m=0

cas(2�m
k0

k
) =

n
k; se kjk0,
0; caso contr�ario.

(3)

Prova: Seja
Pk�1

m=0
e2�jm

k
0

k =
Pk�1

m=0
Zm, onde Z

�
=e2�j

k
0

k .

Observe que
Pk�1

m=0
Zm =

n
k; se Z = 1,
0; se Z 6= 1

. Aplicando a

identidade de Euler, tem-se que

k�1X
m=0

cos

�
2�jm

k0

k

�
+j

k�1X
m=0

sin

�
2�jm

k0

k

�
=

n
k; se kjk0,
0; c.c.

Tomando-se a parte real e imagin�aria, vem que

k�1X
m=0

cos

�
2�jm

k0

k

�
=

n
k; se kjk0,
0; c.c.

e
k�1X
m=0

sin

�
2�jm

k0

k

�
= 0:

Somando essas duas express~oes, �naliza-se a prova.
Para construir um algoritmo r�apido para calcular a DHT,

de�nem-se as somas parciais Sk do vetor no dom��nio do
tempo v, como sendo

Sk
�
=
1

k

k�1X
m=0

vmN

k

8 k = 1; 2; : : : ; N � 1: (4)

Aplicando a f�ormula da Transformada Inversa para vmN

k

,

tem-se:

Sk =
1

k

k�1X
m=0

N�1X
k0=0

Vk0cas

�
2�k0(mN

k
)

N

�

=
1

k

N�1X
k0=0

Vk0

k�1X
m=0

cas(2�m
k0

k
): (5)

Do Lema 1 acima, segue que:

Sk =
1

k

N�1X
k0=0

Vk0

k�1X
m=0

cas

�
2�m(

k0

k
)

�
=

b(N�1)=kcX
s=0

Vsk: (6)

Para simpli�car o desenvolvimento, considere, sem per-
da de generalidade, um sinal v com componente DC nula,

i.e., 1
N

PN�1

i=0
vi = 0. Observa-se que tal considera�c~ao n~ao

tem inuência sobre os Vk; k 6= 0.

Lema 2 Um sinal discreto v e seu sinal correspondente ac

v0 têm o mesmo espectro de Hartley, a menos na freq�uência

nula, ou seja, V 0

k = Vk para k 6= 0.

Prova: O sinal com componente dc nula tem seu espectro
dado por

V
0

k =
1

N

N�1X
i=0

(vi � V0)cas

�
2�ki

N

�
:

A demonstra�c~ao �e �nalizada observando que

N�1X
i=0

cas

�
2�ki

N

�
= 0 8 k 6= 0:

A Transformada Aritm�etica de Hartley (AHT) pode ser
obtida pela f�ormula de invers~ao de M�bius modi�cada para
s�eries �nitas [12].

Teorema 1 (Reed et al.) Se Sk =
P

b(N�1)=kc

m=1
Vsk, 1 �

k � N � 1, ent~ao Vk =
P

b(N�1)=kc

l=1
�(l)Skl, onde �(�) �e a

fun�c~ao de M�bius.

A fun�c~ao de M�bius, �(n), �e de�nida por:

�(n)
�
=

(
1; se n = 1,
(�1)

r
; se n =

Qr

i=1
pi, pi primos distintos,

0; se p2jn para algum primo p.

Um outra fun�c~ao aritm�etica relevante �e de�nida abaixo.

De�ni�c~ao 1 A fun�c~ao soma aritm�etica de M�bius �e de�-

nida por M(n)
�
=
Pn

l=1
�(l).

Uma aplica�c~ao direta do Teorema 1 em (6), faz os coe�-
cientes de Hartley fVkg de um sinal ac fvig serem expressos
por

Vk =

b(N�1)=kcX
l=1

�(l)Skl; (7)

onde Sk =
1
k

Pk�1

m=0
vmN

k

.

Considere uma DHT de comprimento N = 8. A an�alise
espectral de Hartley atrav�es da f�ormula de invers~ao de M�-
bius resulta em:

V1 = S1 � S2 � S3 � S5 + S6 � S7;

V2 = S2 � S4 � S6;

V3 = S3 � S6;

V4 = S4;

V5 = S5;

V6 = S6;

V7 = S7:

De�ni�c~ao 2 A matriz de M�bius [M ] �e dada por

�ij
�
=

�
�( j

i
); se ijj,

0; caso contr�ario.
(8)



Por exemplo, a matriz de M�bius de ordem 7 �e

M7 =

2
6666666666664

1 �1 �1 0 �1 1 �1

0 1 0 �1 0 �1 0

0 0 1 0 0 �1 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

3
7777777777775

(9)

As componentes espectrais e as somas parciais agora
podem se relacionar atrav�es da matriz de M�bius: VT =
[M ] � ST . Visando uma formula�c~ao completa para a AT,

�e poss�ivel incluir a componente dc escrevendo-a em termos
da soma parcial SN :

SN =
1

N

N�1X
m=0

vmN
N

= V0 = VN : (10)

Portanto, a rela�c~ao VT = [M ] � ST pode ser escrita em
termos de uma matriz de M�bius estendida:2

664
V1
V2
...
VN

3
775 =

2
664

0

[M ]
...
0

0 � � � 0 1

3
775
2
664

S1
S2
...
SN

3
775: (11)

Um ponto marcante �e que a AFT cl�assica fornece equa-
�c~oes exatamente idênticas para estimar um espectro com
mesmo comprimento (e.g., N = 8). Este fato di�culta o en-
tendimento das AT's: qual o espectro que de fato se avalia?
A compreens~ao dos mecanismos das AT's s�o �e poss��vel na
pr�oxima se�c~ao.

Se o sinal no dom��nio do tempo tivesse componente
dc n~ao nula, tomaria-se o sinal ac correspondente v0i =
vi � V0; i = 0; � � � ; N � 1, i.e., v0 = v � V0. Assim, S0

k =
Sk � V0 e a Equa�c~ao 7 pode ser aplicada, levando a V 0

k =P
b(N�1)=k)c

l=1
�(l)S0

kl. Como Vk = V 0

k, k = 1; � � � ; N � 1 pelo
Lema 2, tem-se:

Teorema 2 As componentes k = 1; � � � ; N � 1 da transfor-

mada de Hartley discreta podem ser computadas por

Vk =

b(N�1)=kcX
l=1

�(l)Skl � V0M

�
b
N � 1

k
c

�
: (12)

A transformada aritm�etica inversa de Hartley pode ser
obtida de modo similar, de�nindo-se as somas parciais das
componentes espectrais por:

�i
�
=
1

i

i�1X
m=0

VmN

i

8 i = 1; � � � ; N � 1: (13)

De modo an�alogo, tem-se que �i =
P

b(N�1)=i)c

s=0
vsi e

ent~ao o Teorema 1 (F�ormula de Invers~ao de M�bius) im-
plica

vi =

b(N�1)=icX
l=1

�(l)�il � v0M

�
b
N � 1

i
c
�
: (14)

A Transformada Aritm�etica �e melhor entendida quan-
do se considera a transformada de Hartley. A f�ormula de
invers~ao de M�bius �e apropriada para tratamento de sinais
reais. Na abordagem cl�assica da AFT, o espectro �e calcula-
do separando-se os coe�cientes de Fourier an e bn da s�erie
truncada [15], i.e., as componentes par e ��mpar do sinal real
s~ao estimadas separadamente. No caso da transformada de
Hartley, o espectro �e real e a DHT funciona como uma s�erie
de Fourier truncada.

A AFT convencional realiza aproxima�c~oes do espectro
via interpola�c~ao de ordem zero ou um. A an�alise apresenta-
da neste artigo possibilita uma compreens~ao adequada dos
mecanismos envolvidos nas aproxima�c~oes e permite estabe-
lecer limites de validade para as interpola�c~oes.

3. ENTENDENDO A INTERPOLAC� ~AO

3.1. Interpola�c~ao Ideal

O que exatamente signi�ca o valor de um sinal discreto num
��ndice fracion�ario? Dado v = (v0; � � � ; vN�1), o valor de vr
para um valor n~ao inteiro de r pode ser estimado por:

vr =

N�1X
k=0

Vkcas

�
2�kr

N

�

=
1

N

N�1X
i=0

vi

N�1X
k=0

cas

�
2�ki

N

�
cas

�
2�kr

N

�
: (15)

De�nindo-se a fun�c~ao peso de Hartley por

wi(r)
�
=

1

N

N�1X
k=0

cas

�
2�ki

N

�
cas

�
2�kr

N

�
; (16)

o valor do sinal nos ��ndices fracion�arios pode ser encontrado
atrav�es de uma interpola�c~ao de ordem N :

vr
�
=

N�1X
i=0

wi(r) � vi: (17)

Desse modo, cada n�ucleo realiza um tipo diferente de
interpola�c~ao. Uma propriedade interessante dos pesos de
interpola�c~ao para a DHT �e dada pela proposi�c~ao abaixo.

Proposi�c~ao 1 Para os pesos de interpola�c~ao de Hartley

vale que
N�1X
i=0

wi(r) = 1: (18)

Prova: Claramente,

N�1X
i=0

wi(r) =
1

N

N�1X
k0=0

cas
2�k0r

N

N�1X
i=0

cas
2�k0i

N
:



Observando-se que

1

N

N�1X
i=0

cas
2�k0i

N
=

n
1; se k0 = 0,
0; caso contr�ario,

tem-se que

N�1X
i=0

wi(r) =

N�1X
k0=0

cas
2�k0r

N
Æk0;0 ;

onde Æ �e o delta de Kronecker.

Em verdade, jwi(r)j � 1. Nos casos em que r �e inteiro,
segue das propriedades de ortogonalidade da fun�c~ao cas que
wr = 1 e wi = 0, 8i 6= r e, como esperado, n~ao h�a neces-
sidade de interpola�c~ao. Observa-se que maxi wi(r) = w[r],
onde [x] denota o inteiro mais pr�oximo de x. Esta propri-
edade justi�ca uma interpola�c~ao de ordem zero. Os pesos
de interpola�c~ao para v�arios n�ucleos podem ser expresso por
uma f�ormula fechada ap�os alguns desenvolvimentos trigo-
nom�etricos. No que se segue, Sa(�) denota a fun�c~ao amos-

tragem, Sa(x)
�
= sinx

x
.

Proposi�c~ao 2 Os pesos de interpola�c~ao para uma trans-

formada de comprimento N s~ao dados pelas seguintes ex-

press~oes a depender do n�ucleo considerado.

N�ucleo Cosseno - cos
�
2�ki
N

�

wi(r) =
1

2N
+

N � 1=2

N

�
1

2

Sa(
N�1=2

N
2�(i � r))

Sa(�(i� r)=N)
+

1

2

Sa(
N�1=2

N
2�(i+ r))

Sa(�(i+ r)=N)

�
: (19)

N�ucleo Seno - sin
�
2�ki
N

�

wi(r) =
N � 1=2

N

�
1

2

Sa(
N�1=2

N
2�(i� r))

Sa(�(i� r)=N)
�

1

2

Sa(
N�1=2

N
2�(i+ r))

Sa(�(i+ r)=N)

�
: (20)

N�ucleo de Hartley - cas
�
2�ki
N

�

wi(r) =
1

2N
+

N � 1=2

N

Sa(
N�1=2

N
2�(i� r))

Sa(�(i� r)=N)
+

1

2N
cot

�
�(i+ r)

N

�
�

1

2N

cos(
N�1=2

N
2�(i+ r))

sin(�(i+ r)=N)
: (21)

Prova: Segue diretamente das f�ormulas de adi�c~ao de arcos
e das identidades trigonom�etricas:

MX
m=0

cosm� e

MX
m=0

sinm�:

Cada somat�orio parcial Sk corresponde a k pontos de
amostragem e se pode escrever cada ponto vmN

k

, de acordo

com a f�ormula de interpola�c~ao, em fun�c~ao do vetor de en-
trada v = (v0; � � � ; vN�1). Ent~ao, toda soma parcial pode
ser reescrita como uma combina�c~ao linear das componentes
no dom��nio do tempo, isto �e,

Sk =

N�1X
i=0



k
i vi; (22)

onde 
k
i

�
= 1

k

Pk�1

m=0
wi(m

N
k
) representa a resultante do peso

da k-�esima soma parcial. As somas parciais podem ent~ao
ser expressas em termos do sinal de entrada:2
664

S1
S2
...

SN�1

3
775 =

2
664


1
0 
1

1 � � � 
1
N�1


2
0 
2

1 � � � 
2
N�1

...
...

. . .
...


N�1
0 
N�1

1 � � � 
N�1
N�1

3
775
2
664

v0
v1
...

vN�1

3
775

(23)

Os ��ndices fracion�arios foram incorporados �a matriz [
].
Escrita de forma compacta, a equa�c~ao matricial acima �ca
denotada por ST = [
] � vT . Ent~ao, o espectro pode ser
calculado por VT = [M ] � [
] � vT . A matriz [M ] apre-
senta apenas adi�c~oes e a complexidade multiplicativa est�a
relacionada com a matriz [
].

Os elementos de [
] podem ser calculadas facilmente:



k
i =

1

Nk

k�1X
m=0

N�1X
k0=0

cas

�
2�ik0

N

�
cas

�
2�k0

N

mN

k

�
: (24)

Invertendo-se a ordem dos somat�orios e aplicando o Le-
ma Fundamental, vem que



k
i =

1

N

b(N�1)=kcX
s=0

cas

�
2�kis

N

�
; 0 � i; s � N-1: (25)

Proposi�c~ao 3 As componentes do peso da k-�esima soma

parcial s~ao normalizadas, i.e., somam

N�1X
i=0



k
i = 1.

Prova: Para o n�ucleo cas segue que

N�1X
i=0


k
i =

N�1X
i=0

1

N

b(N�1)=kcX
s=0

cas
2�kis

N
:

Novamente, invertendo-se a ordem dos somat�orios e apli-
cando o Lema Fundamental, tem-se que

N�1X
i=0


k
i =

b(N�1)=kcX
s=0

�
1; se N jks
0; caso contr�ario

�
= 1:

A demonstra�c~ao �e an�aloga para outros n�ucleos.

Proposi�c~ao 4 As f�ormulas fechadas para 
k
i com rela�c~ao

aos n�ucleos cosseno e cas s~ao:



Cosseno:



k
i (cos) =

1

2
+

�j
N � 1

k

k
+

1

2

�
�

Sa
�
(b

(N�1)

k
c+ 1

2
) 2�ik

N

�
Sa(�ik

N
)

: (26)

Hartley:



k
i (cas ) = 


k
i (cos) +

1

2
cot

�
�ki

N

�
�

1

2
�
cos
�
(b (N�1)

k
c+ 1

2
) 2�ik

N

�
sin(�ik

N
)

: (27)

Prova: Segue diretamente das identidades trigonom�etricas

para
PM

m=0
cosm� e

PM

m=0
sinm�.

3.2. Interpola�c~ao N~ao Ideal

O algoritmo introduzido aqui para calcular uma Transfor-
mada Discreta pode ser interpretado de forma mais com-
pleta. Nesta se�c~ao procura-se esclarecer alguns pontos da
transformada aritm�etica. Todo o processo �e baseado em
somat�orios Sk, k = 1; � � � ; N � 1, de determinadas compo-
nentes em tempo discreto. Os ��ndices nos quais o sinal deve
ser amostrado para construir as somas parciais s~ao da forma
�N , em que � �e uma fra�c~ao de Farey N � 1 [13]. Indepen-
dentemente do valor de k, um n�umero k de amostras �e to-
mado prudentemente atrav�es de uma dizima�c~ao. Fixado k,
a seq�uência no dom��nio do tempo (v0; � � � ; vN�1) �e dizima-
da por N

k
e as somas Sk correspondem exatamente ao va-

lor m�edio (m�edia aritm�etica) das \componentes sobreviven-
tes". Nos casos em que k n~ao divide N , a dizima�c~ao leva a
��ndices fracion�arios no dom��nio do tempo, de modo que uma
interpola�c~ao �e exigida. O n�umero de pontos R que exigem
interpola�c~ao �e quotada superiormente por R �

P
d6 jN

d�1
2
.

Esta abordagem �e, portanto, atrativa quando se lida com
uma seq�uência de comprimento N n~ao primo com grande
n�umero de fatores.

Proposi�c~ao 5 Uma aproxima�c~ao cont��nua para os pesos

de interpola�c~ao para N su�cientemente grande �e dada por:

N�ucleo Cosseno

ŵi(r) �
Sa(2�(i� r)) + Sa(2�(i+ r))

2
(28)

N�ucleo Seno

ŵi(r) �
Sa(2�(i� r))� Sa(2�(i+ r))

2
(29)

N�ucleo de Hartley

ŵi(r) � Sa(2�(i� r)) +
1� cos 2�r

2�(i+ r)
: (30)

�E interessante observar que o peso assint�otico para a
transformada de Hartley pode ser reescrito em termos de
uma Transformada de Hilbert:

ŵi(r) � Sa(2�(i� r))�HfSa (2�(i+ r)g ; (31)

onde H denota a transformada de Hilbert.

A interpola�c~ao de ordem zero �e feita fazendo-se f̂j =
f[j]. Um sinal discreto v = (vo; � � � ; vN�1) �e dito ser par
(respectivamente ��mpar) se e somente se vk = vN�k (res-
pectivamente vk = �vN�k). Os ��ndices correspondentes
aos instantes de amostragem s~ao tais que uma simetria par
�e observada. A inuência das componentes ��mpares do sinal
nas somas parciais desaparece quando uma interpola�c~ao de
ordem zero �e feita. Assim, essa interpola�c~ao permite apenas
estimar as componentes pares do espectro. Um exame do
comportamento assint�otico dos pesos justi�ca uma interpo-
la�c~ao de ordem zero para o n�ucleo cosseno. Claramente,

ŵi(r) � 0 8 i 6= [r]; N � [r]; (32)

ŵ[r](r) � Sa

�
2�([r]� r)

2

�
�

1

2
; (33)

ŵN�[r](r) � Sa

�
2�([r]� r)

2

�
�

1

2
: (34)

Observando a Equa�c~ao 17, ve-se que v̂r � w[r](r)v[r] +
wN�[r](r)vN�[r]. Ent~ao, tem-se que para sinais pares v̂r �
v[r]. Como mencionado, o problema chave na AT �e a in-
terpola�c~ao. Assim, para entender o balan�co entre comple-
xidade multiplicativa e precis~ao, deve-se examinar mais de-
talhadamente o processo de interpola�c~ao.

Um modo de \controlar" o processo de interpola�c~ao �e
classi�car os pesos wi(r) em ordem decrescente e classi�car
os ��ndices i segundo a ordem dos wi(r) correspondentes em
um conjunto T de N elementos (kTk = N).

Seja T� o subconjunto de T que cont�em apenas os pri-
meiros � elementos de T (T� � T; kT�k = �). Uma inter-
pola�c~ao n~ao-ideal com � amostras pode ser gerada consi-
derando

v̂r =
X
i2T�

wi(r)P
j2T�

wj(r)
� vi; (35)

onde
P

j2T�
wj(r) �e um fator de normaliza�c~ao. Para uma

interpola�c~ao de ordem zero, fa�ca � = 1.

4. GENERALIZAC� ~AO: TRANSFORMADAS
ARITM�ETICAS

Uma abordagem para transformadas discretas invariantes
ao n�ucleo pode ser obtida de um maneira simples.

Considere uma transformada discreta

Vk =
1

N

N�1X
i=0

vi	N (k; i); 8 k = 0; � � � ; N � 1: (36)

O n�ucleo da transformada, 	N , pode ser, por exemplo,

	N(k; i) 2
n
cas

�
2�ki

N

�
; cos

�
2�ki

N

�
; e

�j 2�ki
N

o
: (37)

Lema 3 (Generaliza�c~ao do Lema 1)

1

k

k�1X
m=0

	N (
k0

k
;mN) =

n
1; se kjk0,
0; caso contr�ario.

(38)



A Transformada Aritm�etica tem a mesma formula�c~ao
para todas as transformadas de uma certa classe. A di-
feren�ca entre usar uma ou outra est�a relacionada com o
processo de interpola�c~ao. O valor do sinal em amostras fra-
cion�arias �e diferente para cada transformada, pois a f�ormula
de interpola�c~ao depende do n�ucleo considerado.

Seja cas0(�) a fun�c~ao cas(�) complementar [3]. Um con-
junto alternativo de amostras pode ser de�nido no c�alculo
das somas parciais atrav�es da inclus~ao de um novo parâme-
tro �.

Teorema 3 Seja uma soma parcial no dom��nio do tempo

de�nida por Sk;�
�
= 1

k

Pk�1

m=0
vmN

k
��N . Ent~ao, o espectro de

Hartley �e relacionado com as somas parcias deslocadas por:

Vk =

b
N�1

k
cX

l=1

�(l)
Skl;�

cas 0(2�kl�)
; 8 k = 1; � � � ; N�1: (39)

Prova: Realizando um procedimento an�alogo ao feito nas
Equa�c~oes 5 e 6, vem que

Sk;� =

N�1X
k0=0

Vk0
1

k

k�1X
m=0

cas

�
2�

k0

k
m� 2�k

0

�

�
: (40)

Aplicando o Lema 1 e a f�ormula para adi�c~ao de arcos para
a fun�c~ao cas (�), i.e., cas (a� b) = cos b � cas a� sin b � cas 0a,
conclui-se facilmente que

Sk;� =

b(N�1)=lcX
s=1

Vskcas
0

(2�k�): (41)

Uma aplica�c~ao do Teorema 1 (F�ormula de Invers~ao de M�-
bius) �naliza a demonstra�c~ao.

Agora, �e poss��vel ajustar convenientemente o valor de �
como fun�c~ao de k, de modo a obter a transformada aritm�e-
tica baseada em outro conjunto de pontos de amostragem
do sinal no dom��nio do tempo.

Corol�ario 1 (AT Generalizada) O espectro de Hartley

pode ser determinado por

Vk =

b(N�1)=kcX
l=1

�(l)Skl; 1

4kl

: (42)

Fazendo � = 1
4kl

, a interpola�c~ao de ordem zero se tor-
na aplic�avel para o c�alculo da Transformada de Hartley de
sinais ��mpares [12].

5. CONCLUS~OES

A abordagem apresentada neste artigo generaliza a Trans-
formada Aritm�etica de Fourier (AFT) e permite o c�alculo
de outras transformadas discretas, como a DHT. O pon-
to chave do desenvolvimento �e o processo de interpola�c~ao

exigido para o c�alculo da AFT. Explica-se ent~ao o balan�co
entre complexidade e precis~ao, especialmente para transfor-
madas de comprimento menores. Como existe uma rela�c~ao
simples entre a DFT e a DHT [3], uma possibilidade �e avali-
ar a AHT como estimativa da DHT e ent~ao encontrar uma
estimativa correspondente para a DFT. Finalmente, vale
lembrar que a transformada aritm�etica pode ser calculada
usando processamento paralelo.
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