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RESUMO 
Reunindo indicadores absolutos de desempenho do algoritmo 
LMS e uma representação apropriada da evolução em passo 
variável, propõe-se uma metodologia de avaliação e projeto de 
algoritmos de passo variável. A potencialidade de alguns 
algoritmos é explorada: quando corretamente projetados, 
apresentam um desempenho superior aos seus concorrentes mais 
complexos, mesmo em ambientes não-estacionários. 

1. INTRODUÇÃO 

Desenvolvido na Universidade de Stanford, Cali fórnia, por B. 
Widrow e M. E. Hoff Jr. em 1959, o algoritmo LMS representa 
um dos mais importantes algoritmos adaptativos existentes. 
Baseado na estimação instantânea do gradiente, assemelha-se ao 
método do gradiente-descendente, evoluindo estocasticamente 
em direção ao ponto de erro mínimo da superfície de 
desempenho. Embora robusto e simples, classicamente o 
algoritmo LMS é governado por um passo de cálculo fixo µ , 
envolvendo uma escolha conflitante entre a velocidade de 
convergência e o desajuste em regime permanente, o que limita o 
desempenho do algoritmo [1], [5], [6], [7]. É corrente na 
literatura que, sob qualquer ponto de vista de otimização, a 
adaptação é melhor assistida pela utili zação de passo variável [4]. 
Em ambientes estacionários, a escolha de uma seqüência de 
passos apropriada acelera significativamente a convergência do 
algoritmo  para um dado desajuste em regime permanente. Em 
ambientes não-estacionários, os algoritmos de passo variável são 
geralmente mais eficientes no rastreamento da solução ótima [5]. 
Em contrapartida, a flexibili dade oferecida pela variação do 
passo exige o emprego de algoritmos específicos para a ajuste do 
passo, o que inspirou a proposição de várias estruturas de 
adaptação do passo na literatura [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], 
[13], [14], [15]. As estruturas possuem parâmetros intrínsecos de 
controle, que devem ser projetados para gerarem uma seqüência 
de passos adequada. As questões que emergem são então: (i) 
Qual a seqüência de passos que deve ser implementada; (ii ) Que 
conjunto de parâmetros dos algoritmos gera tal seqüência. O 
tratamento dessas questões certamente envolve a determinação 
de indicativos absolutos do limite de desempenho do algoritmo 
LMS, o que pode ser obtido com o modelo analíti co da evolução 
do erro médio quadrático (EMQ) [1], [2], [16]. A não-utili zação 
de critérios dessa natureza na avaliação dos algoritmos pode 
levar a conclusões equivocadas acerca de seus respectivos 
desempenhos [16]. A idéia aqui é utili zar a evolução ótima 
teórica do algoritmo LMS em conjunto com uma representação 
apropriada da evolução dos algoritmos de passo variável, 
constituindo uma metodologia de avaliação dos algoritmos de 

controle do passo. Para os casos de identificação de sistemas 
(Fig. 1), com o sinal de referência x(n) ruído branco, é também 
possível projetar os algoritmos de controle e seus parâmetros. 
Demonstra-se que algoritmos simples [6], considerados de 
desempenho inferior na literatura [7], [9], [12], na verdade têm 
sido mal projetados. 

2. EVOLUÇÃO ÓTIMA DO LMS 

Empregando passo variável, a equação de adaptação do 
algoritmo LMS é dada por [1], [16]:  

)n(X)n(e )n()n(W)1n(W µ+=+            (1) 

O passo de cálculo µ(n) deve ser mantido no intervalo  
[µmin , µmáx], visando capacidade de rastreamento em ambientes 
não-estacionários e estabili dade no caso estacionário [1], [6], [7]. 
O erro de estimação e(n) é definido como )n(y)n(d)n(e −= , 

onde )n(X)n(W)n(y T=  é a resposta do filt ro adaptativo com 

coeficientes [ ]T1N10 )n(w ,      , (n)w , (n)w)n(W −= �  a um vetor 

de entradas [ ]T )1Nn(x  ,    , )1n(x , )n(x )n(X +−−= � , e 

)n(z)n(XW)n(d T
o +=  é o sinal desejado, composto pela 

resposta do sistema desconhecido  Wo  à entrada x(n) e pelo 
ruído de medição z(n) (Fig. 1). A base analíti ca utili zada para 
derivação da evolução ótima do algoritmo LMS é o modelo 
analíti co do EMQ, ξ(n)=E{ e2(n)} , com passo fixo, válido para 
sinais gaussianos [1], [2], [16]: 
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onde )}n(X)n(X{ER T=  é a matriz de auto-correlação do sinal 

x(n), )}n(V)n(V{E)n(K T= é a matriz de auto-correlação do 
vetor de erro nos coeficientes oW)n(W)n(V −=  e ξmin é o nível 

de ruído não-correlacionado. De (2) e (3) é possível determinar 
uma seqüência de passos que leve o algoritmo LMS à evolução 
ótima em ambientes estacionários, operando com passo variável 
[3], [12], [16]: 
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Esse resultado é de extrema importância, formali zando a 
adaptação do algoritmo LMS com passo variável. No entanto, é 
normalmente negligenciado na literatura [6], [7], [11], [13], [14], 
[15], onde muitas vezes os algoritmos são justificados ou 
avaliados comparativamente entre si, com base em resultados de 
simulação. Essa políti ca pode resultar em conclusões precipitadas 
acerca do desempenho dos diferentes algoritmos de controle do 
passo, conforme demonstram as seções seguintes. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1 - O problema da identificação de sistemas. 

3. O PLANO DE APRENDIZADO 

Os algoritmos de passo variável são normalmente avaliados 
usando curvas separadas para o EMQ e para o passo como 
funções de  n  [6], [7], [11], [15] . No entanto, avaliar o impacto 
da seqüência de passos no EMQ não é uma tarefa trivial, quando 
reali zada em curvas separadas. Conforme ilustra a Fig. 2, as 
curvas ξ(n) e µ(n) podem ser vistas como projeções de uma 
trajetória espacial ξ(µ,n). Uma terceira projeção, até então 
inexplorada, situa-se no plano de aprendizado[ ]µξ ,  [16]. 
Capturando informações simultâneas do passo de cálculo e da 
figura de mérito correspondente, o EMQ, caracteriza-se de 
maneira mais compacta a adaptação com passo variável, 
gerando-se trajetórias características dos algoritmos, nas quais o 
número de iterações n é um parâmetro implícito. Dado que os 
algoritmos de passo variável geralmente determinam o passo em 
função de alguma variável do processo adaptativo [6], [7], [8], 
[11], [13], [14], achou-se conveniente refletir os eixos do plano 
de aprendizado (plano ],[ ξµ ), expli citando o passo de cálculo 
como variável dependente do erro médio quadrático (Fig. 3). 
Embora implícito em n , o plano de aprendizado ainda preserva 
alguma informação temporal da adaptação: é possível avaliar os 
algoritmos verificando qual trajetória alcança o menor erro para 
um dado número de iterações pré-estabelecido (projeção sobre o 
eixo ξ) [16]. Para sinais correlacionados, os modelos analíti cos 
necessitam de informações não conhecidas a priori, como a 
solução de Wiener e a matriz R. Nesses casos, a metodologia 
proposta pode ser empregada na avaliação dos algoritmos de 
passo variável. Quando o sinal de referência é ruído branco, 
como na formulação de identificação de sistemas (Fig. 1), é 
possível utili zar a metodologia também para projetar os 
algoritmos de passo variável e seus parâmetros. 
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Fig. 2 – Projeções possíveis da trajetória espacial. 

3.1 O Regime Transitór io e a Trajetór ia Ótima 
A trajetória ótima é o lugar geométrico dos pontos no plano 
[ ]ξµ ,  que caracterizam a evolução ótima do algoritmo LMS, 
segundo as expressões (2), (3) e (4). A dinâmica dos algoritmos 
de passo variável pode ser representada por trajetórias no plano 
de aprendizado. Os algoritmos serão eficientes na medida em que 
suas trajetórias se aproximarem da trajetória ótima.  

3.2 Geração de Trajetór ias Características 
Basicamente, gerar trajetórias características consiste em traçar o 
EMQ em função da seqüência de passos empregada. Além da 
teoria da independência [1], [11], algumas das hipóteses 
normalmente empregadas no estudo de algoritmos de passo 
variável  são [6], [7], [11], [16]: 

• O passo de cálculo µ(n) e seu valor quadrático µ2(n) são 
estatisticamente independentes do vetor de entradas X(n) e 
do vetor de erro nos coeficientes V(n) ; 

• O valor esperado do passo de cálculo quadrático é 
aproximadamente igual ao quadrado do valor esperado do 

passo,  ])n([E(n)][E 22 µ≈µ  ; 

Usando essas hipóteses, pode-se generali zar a equação (3), 
chegando-se à equação (5), válida para sinais gaussianos [16]: 
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De posse das equações (2) e (5) e de um modelo para o passo de 
cálculo médio E[µ(n)], descreve-se o comportamento do EMQ de  
algoritmos de passo variável, obtendo-se então, as trajetórias no 
plano ], [ ξµ . 

3.3 O Regime Permanente e a Curva de Estagnação 
A curva de estagnação é o lugar geométrico dos pontos onde 
pode ocorrer a estagnação do algoritmo de controle do passo para 
as diferentes trajetórias características possíveis. A curva é 
definida como: 
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Com as hipóteses utili zadas na seção anterior, a curva de 
estagnação pode ser obtida das expressões existentes de desajuste 
para passo fixo, encontradas em [1] e [2], por exemplo. Para x(n) 
ruído branco, a curva de estagnação é dada por: 
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onde N é a ordem do filt ro e  2
xσ   é a variância do sinal x(n). 

3.4 As Regiões de Estagnação e Transitór ia 
As proximidades da curva de estagnação compreendem uma 
região de convergência, em geral, lenta. É útil definir 
graficamente limites para tais “proximidades” , dado que nessa 
região a escolha do passo é mais crítica [16]. A definição da 
região impli ca na escolha de um limite superior para o passo, 
com o EMQ associado. Uma boa definição para a região de 
estagnação é utili zar o EMQ em regime permanente 
correspondente ao passo ótimo inicial µopt(0), dado que a 
seqüência ótima de passos e a curva de aprendizado associada 
são sempre decrescentes a partir da iniciali zação: 

)0(opt
)(

µ=µ
µξ∞              (8) 

Traçando-se uma reta suporte, paralela ao eixo dos passos (reta 
tracejada na Fig. 3), que passe pelo ponto correspondente à 
estagnação com passo fixo ótimo inicial )0(optµ  e ao erro 

associado, divide-se o plano de aprendizado em região de 
estagnação e região transitória, como indicado na Fig. 3.  
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Fig.3 - O plano de aprendizado. 

3.5 A Solução de Wiener 
Representa o ponto de estagnação ótimo, onde o algoritmo atinge 
o erro médio quadrático mínimo em regime permanente, dado 
pela solução de Wiener. 

3.6 Utili zando o Plano de Aprendizado 
Os algoritmos são avaliados e projetados graficamente, 
comparando-se trajetórias no plano de aprendizado. É 
interessante observar algumas heurísticas na utili zação do plano: 

• A proximidade com a trajetória ótima é mais importante na 
região de estagnação. Trajetórias relativamente distantes 
da trajetória ótima na região transitória, mas que se 
aproximem da curva ótima na região de estagnação, podem 
representar uma boa convergência; 

• Deve-se evitar trajetórias próximas à curva de estagnação; 
ela representa o lugar geométrico onde a taxa de 
convergência é nula (regime permanente); além de 
representar uma diminuição da taxa de convergência, 
aumenta-se a possibili dade de estagnação do passo de 
cálculo, provocando desajustes grandes; 

• A região inferior do plano de aprendizado, próxima ao eixo 
ξ,, deve ser evitada, pois representa uma região de 
dinâmica lenta (µ pequeno); 

4. APLICAÇÕES 
Em se tratando de um processo dinâmico, a iniciali zação e o 
intervalo de truncamento possuem um papel importante na 
adaptação. No caso de ruído branco, µopt(0) em (4) pode ser 
determinado a partir da igualdade (9), pressupondo W(0)=[0]Nx1: 
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dσ   representando a variância do sinal desejado d(n) e 2

zσ  

o nível de ruído não-correlacionado. Esse será o valor ideal µfopt 
para truncamento (limite superior), podendo também ser 
utili zado na etapa de iniciali zação. Assim, fazendo µfopt=µopt(0): 
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Esse resultado será utili zado nos exemplos a seguir, que 
correspondem à formulação identificação de sistemas. Em [6] foi 
proposto um algoritmo simples de passo variável da família 
LMS. Denominado “Variable Step-Size LMS Algorithm” 
(“VSS”), o algoritmo adapta o passo pelo erro de estimação 
quadrático, necessitando o ajuste de duas constantes de controle: 

)n(e)n()1n( 2⋅γ+µ⋅α=+µ       (11) 

Tomando-se o valor esperado em (11) e manipulando-se a 
equação (43) em [6], chega-se, respectivamente, a:  
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Dado um desajuste de projeto M e uma estimativa inicial αo , 
determina-se a constante γo correspondente através de (13). O 
conjunto { αo , γo} gera uma trajetória característica no plano  
[µ , ξ] , através de (2), (5) e (12). Sob orientação da trajetória 
ótima, pode-se corrigir a trajetória inicial refinando-se αo . O 
conjunto corrigido { αcor , γcor} é aquele que fornece a maior 



proximidade com a trajetória ótima, segundo as heurísticas 
descritas. 

4.1 Um Exemplo com Especificações Rigorosas 
O exemplo seguinte utili za como sinal de referência x(n) um 
ruído branco gaussiano com variância unitária. Estipulou-se um 
desajuste desejado em regime de M=1%, com o filt ro de Wiener 

[ ]1,0 ;; 1,0 ; 1,0WT
o C=  e o filt ro adaptativo possuindo ordem 

N=100. Prevenindo a modelagem exata, foi adicionado à saída da 

planta um ruído branco gaussiano z(n) com variância 32
z 10−=σ . 
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Fig. 4 – Algoritmo VSS: (a) trajetória original;  
(b) trajetória ótima; (c) trajetória corrigida. 

Os limites para o passo são µmin=0 e µmáx=0,0098, e µ(0)=µfopt. 
Como sugerido em [6], utili zou-se αvss=0,97 e γvss =0,0057 para 
atingir o desajuste desejado (M=1%). Nota-se na Fig. 4 que a 
trajetória correspondente (curva(a)) está distante do caminho 
ótimo (curva (b)). Corrigindo a trajetória, chega-se ao conjunto 
de parâmetros αcor=0,998 e  γcor=3,9133⋅10-4, representada pela 
curva (c) na Fig. 4. Claramente, a trajetória corrigida leva a um 
desempenho superior do algoritmo, como mostra a Fig. 5. 
Simulações reali zadas com desajustes ainda menores (0,2% ou 
menos), utili zados em [7], por exemplo, revelaram discrepâncias 
consideravelmente maiores,  sempre favoráveis à metodologia de 
projeto proposta. 
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Fig. 5 – Algoritmo VSS: (a) curva original; (b) curva 
corrigida. Simulação com 100 reali zações. 

4.2 Comparando Algor itmos: MVSS versus VSS 
Aqui será demonstrada a importância de uma avaliação mais 
sistemática dos algoritmos. Em [7] foi proposto o algoritmo 
“MVSS”, uma modificação do algoritmo VSS. Infeli zmente, não 
são fornecidos os filt ros de Wiener empregados nos exemplos. 
Porém, nos casos em que x(n) é ruído branco, pode-se inferir das 
curvas e das informações disponíveis um filt ro de Wiener 
equivalente que permita reproduzir os exemplos [16]. 

Baixa RSN (Relação Sinal-Ruído): será avaliado o Exemplo 1 
de [7]. O sinal de referência é ruído branco gaussiano com 
variância unitária, excitando um sistema desconhecido FIR de 
ordem N=4 e um filt ro adaptativo FIR de mesma ordem. O ruído 
de medição na saída da planta é gaussiano e branco, com 

variância 12
z =σ . 
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Fig. 6 -  Algoritmo VSS: (a) original; (b) corrigido;  
(c) trajetória ótima. Simulação com 200 reali zações 

O algoritmo MVSS foi utili zado com os parâmetros αmvss=0,97 ,  
γmvss=10-3 e βmvss=0,99, escolhidos de maneira a produzir um 
EMQ em excesso de aproximadamente –34 dB em regime. Um 
filt ro de Wiener equivalente é Wo=[2,8 ; 2,8 ; 2,8 ; 2,8]T. 
O algoritmo VSS foi implementado com α vss=0,97 e γvss =10-5 , o 
que corresponde a um desajuste de M≈6,9⋅10-4. O intervalo de 
truncamento utili zado (original) foi µmax=0,1  e  µ min=5⋅10-4.  
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Fig. 7 – EMQ em excesso. Algoritmos: (a) VSS original; 
(b) VSS corrigido; (c) MVSS. Simulação com 200 
reali zações. 



A correção da trajetória do algoritmo VSS é il ustrada na Fig. 6, 
envolvendo a iniciali zação e truncamento com µmin=5⋅10-4, 
µ(0)=µmax=µfopt=0,163, e as constantes corrigidas αcor=0,973 e 
γcor = 9,05⋅10-6 . A Fig. 7 revela uma melhoria substancial no 
desempenho do algoritmo VSS, superando o algoritmo MVSS. 

Alta RSN: O Exemplo 3 em [7] também será avaliado no plano 
de aprendizado. Este exemplo é semelhante ao anterior, sendo 
reproduzido com o filt ro de Wiener equivalente Wo=[1,58 ; 1,58 ; 
1,58 ; 1,58]T e com intervalo de truncamento original µmax=0.1  e  
µ min=5⋅10-4. À saída da planta foi adicionado um ruído de 

medição branco e gaussiano com variância 32
z 10−=σ .  
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Fig. 8 – Algoritmo VSS: (a) trajetória original; (b) 
trajetória corrigida; (c) trajetória ótima. Simulação com 
200 reali zações. 

Os parâmetros αmvss=0,97, βmvss=0,99, γmvss=1, αvss=0,97, 
γvss=0,02 foram selecionados para produzir um erro médio 
quadrático em excesso de aproximadamente –60dB em regime 
permanente [7]. O desajuste correspondente às constantes 
utili zadas no algoritmo VSS original é M≈1.38⋅10-3.  
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Fig. 9 - EMQ em excesso. Algoritmos: (a) VSS original; 
(b) VSS corrigido; (c) MVSS. Simulação com 200 
reali zações 

Na Fig. 8, a trajetória original do VSS foi corrigida através dos 
valores αcor=0.977 e γcor =0.0154, e com iniciali zação e 
truncamento de µ(0)= µmax =µfopt ≈ 0,167. Novamente, nota-se na 

Fig. 9 uma melhoria expressiva do desempenho do algoritmo 
VSS, chegando a superar o algoritmo MVSS. 

4.3 Correção da Dinâmica ou Busca Automática? 
Duas abordagens, de certa forma concorrentes, serão avaliadas 
nesta seção: a otimização automática do passo, pretendida por 
alguns algoritmos [1], [11], [12], e a correção da dinâmica, 
proposta neste trabalho.  

-35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035
ξ∞(n)

O R P

O Q P

O S P

µ

ξdB  
Fig. 10 – Algoritmos: (a) NASS; (b) VSS corrigido. (c) 
trajetória ótima. Simulação com 100 reali zações. 

Serão avaliados os algoritmos “NASS” [12], mais recente na 
literatura, e o algoritmo VSS. Ambos foram projetados para 
atingir um desajuste de M≈1%, verificando-se a dinâmica 
correspondente no plano de aprendizado. O filt ro de Wiener 

utili zado foi  [ ]1 ,  , 1 , 1 , 1W
30
1T

o T⋅=  , o que determina |Wo|=1 

para N=30. A variância do ruído de medição z(n), branco e 

gaussiano, adicionado à saída da planta, é 32
z 10−=σ  .  
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Fig. 11 – Algoritmos: (a) NASS; (b) VSS original; (c) VSS 
corrigido. Simulação Monte Carlo com 100 reali zações 

O sinal de referência utili zado é ruído branco gaussiano com 
variância unitária. O conjunto de parâmetros para o algoritmo 
VSS, projetado pela metodologia proposta, é αcor=0,994 e 
γcor=0,0039. Seguindo a sugestão de [12], o algoritmo NASS foi 
implementado com fatores de perdas ρ=ρτ=0,002, visando o 



desajuste de projeto. Foi utili zada uma constante Ld unitária, em 
se tratando de ruído branco na entrada do filt ro [12], [16]. A 
Fig. 10 mostra as trajetórias dos algoritmos no plano de 
aprendizado. A Fig. 11 mostra claramente a superioridade do 
algoritmo VSS, quando corretamente projetado. 

4.4 Caso Não-Estacionár io 
O exemplo anterior será repetido com os mesmos parâmetros. Os 
algoritmos são liberados à convergência quando, na iteração 
n=1000, manifesta-se uma mudança abrupta na solução de 
Wiener , oo WW −=′  [7], [11], provocando um “salto” no erro 

médio quadrático. A Fig. 12 apresenta os resultados da simulação 
Monte Carlo. Verifica-se que mesmo projetado para um desajuste 
pequeno, M=1%, o algoritmo VSS corrigido ainda se mantém 
superior, mesmo na presença de não-estacionaridades, afirmando 
a vantagem da metodologia desenvolvida sobre o procedimento 
proposto em [6]. 
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Fig. 12 – Caso não-estacionário. Algoritmos: (a) NASS; 
(b) VSS corrigido. Simulação com 100 reali zações 

5. CONCLUSÕES 

Os exemplos explorados indicam a necessidade de uma avaliação 
mais sistemática dos algoritmos, que empregue critérios 
analíti cos de desempenho. A proposição de novos algoritmos 
deve levar isto em conta. A metodologia proposta fornece uma 
base simples e eficiente para efetuar a inspeção dos algoritmos, 
também permitindo o projeto em certos casos. Revelou-se a 
potencialidade de algoritmos simples que, corretamente 
projetados, apresentam desempenho superior a seus concorrentes 
mais complexos, inclusive em ambientes não-estacionários. A 
metodologia pode ainda ser estendida a outros algoritmos, como 
o LMS normali zado, entre outros [16]. 
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