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RESUMO

Reunindo indicadores absolutos de desempenho do agoritmo
LMS e uma representac@® apropriada da evolugdo em paso
varidvel, propde-se uma metodologia de avaliac® e projeto de
algaritmos de pas veriavel. A potenciaidade de dguns
algaitmos € eplorada: quando corretamente projetados,
apresentam um desempenho superior aos ®us concorrentes mais
complexos, mesmo em ambientes n&o-estaci onarios.

1. INTRODUCAO

Desenvolvido na Universidade de Stanford, Califérnia, por B.
Widrow e M. E. Hoff Jr. em 1959 o algoritmo LMS representa
um dos mais importantes agoritmos adaptativos existentes.
Baseado na estimac® instantdneado gadiente, asemelha-se @
método do gadiente-descendente, evoluindo estocasticamente
em direc® a0 ponto de aro minimo da superficie de
desempenho. Embora robusto e simples, clasgcamente o
algaritmo LMS é governado por um pas de calculo fixo u ,
envolvendo uma escolha conflitante entre a velocidade de
convergéncia eo desgjuste en regime permanente, o que limitao
desempenho do algaritmo [1], [5], [6], [7]. E corrente na
literatura que, sob quelquer ponto de vista de otimizac¢®, a
adaptacd é melhor asdstida pela utili zag® de pas variavel [4].
Em ambientes estacionérios, a escolha de uma seqiéncia de
passos apropriada acelera significativamente aconvergéncia do
algaritmo para um dado desgjuste em regime permanente. Em
ambientes ndo-estacionarios, os algoritmos de pas varidvel séo
geralmente mais eficientes no rastreamento da solugéo étima [5].
Em contrapartida, a flexibili dade oferecida pela variac® do
pas exige 0 emprego de algoritmos especificos para a guste do
pas, 0 que inspirou a proposicdo de vérias estruturas de
adaptacd do paso naliteratura[6], [7], [8], [9], [10], [11], [12],
[13], [14], [15]. As estruturas posaiem par ametrosintrinsecos de
controle, que devem ser projetados para gerarem uma sequiéncia
de pasos adequada. As questdes que emergem sdo entéo: (i)
Qual a seqiéncia de pass que deve ser implementada; (i) Que
conjunto de parametros dos agoritmos gera tal segiéncia O
tratamento dessas questdes certamente ewvolve adeterminacé®
de indicativos absolutos do limite de desempenho do agoritmo
LMS, o que pode ser obtido com o model o analiti co da evolucéo
do erro médio quadrético (EMQ) [1], [2], [16]. A ndo-utili zacd
de critérios dessa natureza na avalia¢® dos algoritmos pode
levar a conclusdes eguivocadas acerca de seus respectivos
desempenhos [16]. A idéia aui é utilizar a evolugdo &Gima
tedrica do algoritmo LMS em conjunto com uma representacé
apropriada da evolucd dos agoitmos de pas variavel,
constituindo uma metoddogia de avaliagdo da algoritmos de
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controle do pa. Para os casos de identificac® de sistemas
(Fig. 1), com o sinal de referéncia x(n) ruido branco, é também
posdvel projetar os algaritmos de controle e seus parametros.
Demonstra-se que dgaitmos dmples [6], considerados de
desempenho inferior na literatura [7], [9], [12], na verdade tém
sido mal projetados.

2. EVOLUCAO OTIMADOLMS

Empregando pas® varidvel, a euac® de aaptacd® do
algaritmo LM S é dada por [1], [16]:

W(n+1) = W(n) +p(n) e(n)X(n) @

O paso de clculo p(n) deve ser mantido no intervalo
[Mmin » Hmax], Visando capacidade de rastreamento em ambientes
ndo-estaciondrios e estabili dade no caso estacionario [1], [6], [7].
O ero de estimac@® e(n) é definido como e(n) =d(n)-y(n),
onde y(n) =WT(n)X(n) é aresposta do filtro adaptativo com
coeficientesW(n) = [Wo(n),wl(n), ,WN_l(n)]T a um vetor
de etradas X(n)=[x(n),x(n-1), -, x(n-N+1)]", e
d(n) =W, X(n)+z(n) é o sina desgado, composto pela
resposta do sistema desconhecido W, a entrada x(n) e pelo
ruido de medicéo z(n) (Fig. 1). A base andlitica utilizada para
derivagd® da evolugdo d&ima do dgoritmo LMS é o modelo
andlitico do EMQ, &(n)=E{€&’(n)}, com pas9 fixo, vélido para
sinais gaussanos[1], [2], [16]:

&(n) =& pin + THRK(N)} @)

K(n+1) =K(n)-pRK(n) +K(N)R] +

u2 [ﬁR HI’{RK(n)} + 2RK(n)R +R [Imin] (3)

onde R = E{X(n)X"(n)} é amatriz de aito-correlacé do sinal
x(n), K(n)=E{V(n)V'(n)} é amatriz de auto-correlacé® do
vetor de ero nos coeficientes V(n) = W(n) =W, €Z&min €0 nivel
de ruido ndo-correlacionado. De (2) e (3) € possvel determinar
uma seqiiéncia de pass que leve o algaritmo LMS a evolugao
6tima em ambientes estacionarios, operando com paso variavel
(3], [12], [16]:
TH{R?K(n)}
TH{R?% TH{RK(n)} + 2TH{R3K(n)} +&,,;, TH{R?%}
(4)

Hopt(N) =



Ese resultado é de etrema importancia, formalizando a
adaptacé do algaritmo LMS com pas veriavel. No entanto, é
normal mente negligenciado naliteratura [6], [7], [11], [13], [14],
[15], onde muitas vezes os algoritmos 0 justificados ou
avali ados comparativamente entre si, com base em resultados de
simulagé. Essa politi capode resultar em conclusdes precipitadas
acerca do desempenho dos diferentes algoritmos de controle do
pas, conforme demonstram as ®gdes seguintes.
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Fig. 1 - O problema da identificac¢a de sistemas.

3. O PLANO DE APRENDIZADO

Os agoitmos de pas variavel so normalmente avaliados
usando curvas sparadas para 0 EMQ e para 0 pas® como
funcBes de n [6], [7], [11], [15] . No entanto, avaliar 0 impacto
da seqiiéncia de passos no EMQ ndo é umatarefatrivial, quando
redizada en curvas sparadas. Conforme ilustra aFig. 2, as
curvas &(n) e p(n) podem ser vistas como projegdes de uma
tragjetéria espacial &(u,n). Uma terceira projecéd, até etdo
inexplorada, situa-se no plano ¢k aprendzado[E ,p] [16].
Capturando informagdes smultaneas do pas de célculo e da
figura de mérito correspondente, 0 EMQ, caracteriza-se de
maneira mais compacta a alaptac® com pas variavel,
gerando-se trajetorias caracteristicas dos algoritmaos, nas quais o
ndmero de iteragdes n € um parametro implicito. Dado que os
algaritmos de pas variavel geralmente determinam o passo em
fungéo de dguma variavel do proceso adaptativo [6], [7], [8],
[11], [13], [14], achou-se conveniente refletir os eixos do plano
de grendizado (plano [W,&] ), explicitando o pass de calculo
como variavel dependente do erro médio quadrético (Fig. 3).
Embora implicito em n , o plano de grendizado ainda preserva
alguma informacgd temporal da adaptagd: € possvel avaliar os
algaritmos verificando qual trajetéria dcanga o menor erro para
um dado ndmero de iteragdes pré-estabel ecido (projecé sobre o
eixo &) [16]. Para sinais correlacionados, os modelos analiti cos
necesgtam de informagdes ndo conhecidas a priori, como a
solugéo de Wiener e amatriz R. Nesses casos, a metodologa
proposta pode ser empregada na avaliac® dos algaritmos de
paso variavel. Quando o sina de referéncia é ruido branco,
como na formulacéd® de identificacé® de sistemas (Fig. 1), é
posdvel utilizar a metodologa também para projetar os
algaritmos de pas variavel e seus parametros.
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Fig. 2 — Projegdes posdveis datrajetéria espacial .

3.1 O Regime Transitérioea Trajetoria Otima

A trajetéria 6tima é o lugar geométrico dos pontos no plano
|.&] que caracterizam a evolugZo Gtima do algoritmo LMS,
segundb as expresoes (2), (3) e (4). A dindmica dos algoritmos
de pass0 varidvel pode ser representada por trajetérias no plano
de grendizado. Os algaritmos réo eficientes namedida en que
suas trajetorias ® goroximarem da trajetéria 6tima.

3.2 Geracdo de Trajetérias Caracteristicas
Basicamente, gerar trajetorias caracteristicas consiste entraca o
EMQ em fungdo da seqiéncia de passos empregada. Além da
teoria da independéncia [1], [11], algumas das hipdteses
normalmente empregadas no estudo de dgoritmos de paso
variavel sdo [6], [7], [11], [16]:

e O pas® decélculo u(n) e seu valor quadético (A(n) sdo
estatisticamente independentes do vetor de entradas X(n) e
do vetor de aro nas coeficientes V(n) ;

e O valor esperado do pa® de cédlculo quadatico é
aproximadamente igud ao quadado dovalor esperado do
pasw, E[p*(n)]=E[u(n)] ;

Usando essas hipdteses, pode-se generdizar a equacd®d (3),

chegando-se a guacéd (5), vdlida parasinais gaussanos[16]:

K(n+1) = K(n) - Efu(m]dRK (n) + K(MR]
+ E2u(m)]dR (Te{RK ()} + 2RK (R + R &, ]
(5

De posse das equagdes (2) e (5) e de um modelo para o pas de

calculo médio E[p(n)], descreve-se o comportamento do EMQ de

algaritmos de pas varidvel, obtendo-se entéo, as trajetdrias no

plano [u,&].

3.3 O Regime Permanente ea Curva de Estagnacdo

A curva de estagnacé € o lugar geométrico dos pontos onde
pode ocorrer a estagnacd® do algoritmo de controle do pas para
as diferentes trgjetérias caracteristicas posdveis. A curva €
definida como:

& (W) = linl,z(n'“) (6)



Com as hipdteses utilizadas na se¢® anterior, a curva de
estagnac¢d pode ser obtida das expresHes existentes de desajuste
para pas fixo, encontradas em [1] e [2], por exemplo. Parax(n)
ruido branco, a curva de estagnac¢® é dada por:

(W= D&, @

. - NBuog
2H-po?

onde N é aordem dofiltroe o2 é avarianciado sinal x(n).

3.4 AsRegifesde Estagnacdo e Transitéria

As proximidades da curva de estagnac® compreendem uma
regido de convergéncia, em geral, lenta E (til definir
graficamente limites para tais “proximidades’, dado que nessa
regido a escolha do pas € mais critica [16]. A definicéo da
regido implica na escolha de um limite superior para 0 pas,
com o EMQ assciado. Uma boa definicdo para aregido e
estagnado € utilizaa o EMQ em regime permanente
correspondente @ pas @imo inicial pow(0), dado que a
seqiiéncia 6tima de pass e acurva de grendizado associada
s80 sempre decrescentes a partir da iniciali zac:

Eoo (IJ) H=Hopt(0) (8)

Tragcando-se uma reta suporte, paralela ao eixo dos pasos (reta
tracgjada na Fig. 3), que pase pelo ponto correspondente a
estagnac® com pas fixo otimo inicial e, (0) e @ erro
asciado, divide-se o plano de agrendizado em regido e
estagnazdo e regido transitéria, como indicado na Fig. 3.

u

0.1 Ew(m/ Curva-de
Estagnagdo
| & |

0.08 ¥ —
i
i Trajetéria

0.06 ' i Regido
! Transitéria
|
. _ 4
/ a Regido de

0.04 d Estagnagao
]
|
|

0.02 ! Solugdo de
! iener
f [u.€]
i

@ -25 -20 -15 -10 -5 0

&
Fig.3 - O plano de grendizado.

3.5 A Solugdo de Wiener

Representa o porto de estagna;do &imo, onde o algaritmo atinge
o erro médio quadrédtico minimo em regime permanente, dado
pela solugéo de Wiener.

3.6 Utilizando oPlano de Aprendizado

Os dgoitmos <o aveliados e projetados graficamente,
comparando-se trajetérias no plano de arendizado. E
interessante observar algumas heuristicas na utili zag& do plano:

e Aproximidade comatrajetéria &ima é maisimportantena
regido e estagneazdo. Trajetdrias relativamente distantes
da trajetéria &ima na regido transitéria, mas que se
aproximemda curva &ima naregido ce estagnazao, podem
representar uma boaconvergéncia;

¢ Devese eiitar trajetérias proximas a curva de estagnagao;
eda representa o lugar geométrico once a taxa de
convergéncia € nula (regime permanente); além de
representar uma dminuicdo da taxa de convergéncia,
aumenta-se a passhilidade de estaghagdo do pao de
calculo, provocando dsajustes grandes;

e Aregidoinferior do dano ceaprendizada préxima aoeixo
¢, deve ser evitada pois representa uma regido e
dinamica lenta (1 pequeno);

4. APLICACOES

Em se tratando de um proces dindmico, a inicializac® e o
intervalo de truncamento possuem um papel importante na
adaptac®. No caso de ruido branco, Hox(0) em (4) pode ser
determinado a partir daigualdade (9), pressupondo W(0)=[0]nx1:

2 _ 2
THK (O} =[] = °"02°Z €)

X

com O3 representando a varianciado sina desejado d(n) e 02

o nivel de ruido ndo-correlacionado. Esse serd o valor ided iop

para truncamento (limite superior), podendo também ser

utili zado na dapa de inicializaga. Asgm, fazendo Miop=Hop(0):
03 -2

(N +2)0%(05 - %) + NoZa?

Ufopt = (10)

Es® resultado serd utilizado nos exemplos a seguir, que
correspondem a formulagb identificacé de sistemas. Em [6] foi
proposto um algaritmo simples de paso variavel da familia
LMS. Denominado “Variable Step-Size LMS Algorithm”
("VSS'), o agaitmo adapta 0 pas pelo erro de etimacéd®
quadrético, necesstando o gjuste de duas constantes de controle:

W(n+1) = o fu(n) +y & (n) 11

Tomando-se o valor esperado em (11) e manipulando-se a
equac® (43) em [6], chega-se, respectivamente, a:

Elu(n+1)] = a [Eu(n)] + YL&(n) 12

a - a -
y=0-BMEE 0o
H O+MOF2@-0)T{R}o;

13

Dado um desgjuste de projeto M e uma etimativa inicial o, ,
determina-se a constante Y, correspondente dravés de (13). O
conjunto {0, , Yo} gera uma trajetéria caracteristica no plano
[u, &, através de (2), (5) e (12). Sob orientacé da trajetoria
6tima, pode-se corrigir a trgjetéria inicia refinando-se o, . O
conjunto corrigido {Ocr , Yoor} € auele que fornece a maior



proximidade com a tragjetoria 6tima, segundo as heuristicas
descritas.

4.1 Um Exemplo com Espedficagdes Rigor osas

O exemplo seguinte utiliza como sina de referéncia x(n) um
ruido branco gaussano com variéncia unitéria. Estipulou-se um
desgjuste desgjado em regime de M=1%, com o filtro de Wiener

w, =[01;04;--;01] e o filtro adaptativo poswindo ardem
N=100. Prevenindo a modelagem exata, foi adicionado asaidada
planta um ruido branco gausgano z(n) com variancia cf =102,
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Fig. 4 — Algoitmo VSS (@) traetdria origina;
(b) trajetoria Gtima; (c) trajetéria corrigida

—

Os limites para 0 paso S30 Hmin=0 € ma=0,0098 e [(0)={iop-
Como sugerido em [6], utili zou-se 00,97 € Yyyss =0,0057 @ra
atingir o desgjuste desgjado (M=1%). Nota-se na Fig. 4 que a
trajetoria correspondente (curva(a)) esta distante do caminho
6timo (curva (b)). Corrigindo a trajetéria, chega-se a conjunto
de pardmetros a,=0,998 e ymr:3,913321104, representada pela
curva (c¢) na Fig. 4. Claramente, atrgjetéria corrigida leva aum
desempenho superior do algaritmo, como mostra a Fig. 5.
Simulagdes redizadas com desajustes ainda menores (0,2% ou
menos), utili zados em [7], por exemplo, revelaram discrepancias
consideravel mente maiores, sempre favoraveis a metodologia de
projeto proposta.
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Fig. 5 — Algaritmo VSS (a) curva origina; (b) curva
corrigida. Simulag& com 100redi zagdes.

4.2 Comparando Algoritmos: MVSSversusVSS

Aqui sera demonstrada a importancia de uma avaliac® mais
sistematica dos agoritmos. Em [7] foi proposto o agoritmo
“MVSS', uma modificacé do algaritmo VSS Infelizmente, ndo
sdo fornecidos os filtros de Wiener empregados nos exemplos.
Porém, nos casos em que x(n) é ruido branco, pode-seinferir das
curvas e das informagdes disponiveis um filtro de Wiener
equivalente que permita reproduzir os exemplos [16].

Baixa RSN (Relagdo Sinal-Ruido): seréa avaliado o Exemplo 1
de [7]. O sinal de referéncia é ruido branco gaussano com
variancia unitaria, excitando um sistema desconhecido FIR de
ordem N=4 e um filtro adaptativo FIR de mesma ordem. O ruido
de medicdo na saida da planta é gaussano e branco, com

variancia g2 =4.
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Fig. 6 - Algaitmo VSS (@) original; (b) corrigido;
(c) trajetéria 6tima. Simulag® com 200redi zagdes

O dgoritmo MV SSfai utili zado com os parémetros Oms<=0,97 ,
ym\,ss=103 € Bms=0,99, escolhidos de maneira a produzir um
EMQ em exces de groximadamente —34 dB em regime. Um
filtro de Wiener equivalente é W,=[2,8 ; 2,8 ; 28 ; 2,8]".
O algaritmo VSSfoi implementado com o s&=0,97 € Vyss =10%,0
que corresponde aum desgjuste de M=6,9010*. O intervalo de
truncamento utili zado (original) foi Pne=0,1 € M min=5010".
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Fig. 7— EMQ em exces. Algaritmos: (a) VSSoriginal;
(b) VSS corrigido; (¢) MVSS Simulacd® com 200
redizagdes.



A corre¢d da trajetéria do algoritmo VSSé ilustrada na Fig. 6,
envolvendo a iniciaizac® e truncamento com pmin=5010%
H(0)=pma=Htop=0,163 € & constantes corrigidas 0¢,=0,973 e
Veor = 9,05010° . A Fig. 7 revela uma melhoria substancial no
desempenho do algaritmo VSS superando oagaritmo MVSS

Alta RSN: O Exemplo 3 em [7] também serd avaliado no plano
de grendizado. Este exemplo é semelhante a anterior, sendo
reproduzido com o filtro de Wiener equivalente W,=[1,58; 1,58;
1,58 1,58" e com intervalo de truncamento ariginal pPma=0.1 e
v min=0010% A saida da planta foi adicionado um ruido de

medi¢éo branco e gaussano com variancia c§ =102,
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Fig. 8 — Algaitmo VSS (a) traetoria origina; (b)
trajetdria corrigida; (c) trajetéria étima. Simulag&d® com
200redizagdes.

Os par@dmetros Omss=0,97, Brvss=0,99, Ymws=1, 0ys=0,97,
Vuss=0,02 foram selecionados para produzir um erro médio
quadrético em exces de groximadamente -60dB em regime
permanente [7]. O desgjuste correspondente & constantes
utili zadas no algoritmo VSSoriginal é M=1.3810°.
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Fig. 9 - EMQ em exces. Algaritmos: (a) VSSorigind;
(b) VSS corrigido; (¢) MVSS Simulac® com 200
redizagdes

Na Fig. 8, atrajetéria original do VSSfoi corrigida dravés dos
valores 0=0.977 e Yo =0.0154 e com inicidizac® e
truncamento de P(0)= Hmax =Hsop= 0,167. Novamente, nota-se na

Fig. 9 uma melhoria expressva do desempenho do algaritmo
V'SS chegando a superar o algoritmo MVSS

4.3 Correcao da Dinamica ou Busca Automatica?

Duas abordagens, de certa forma concorrentes, serdo avaliadas
nesta secé: a otimiza¢éd® automdtica do pass, pretendida por
alguns agaritmos [1], [11], [12], e a corregcd da dinamica,
proposta neste trabal ho.
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Fig. 10 — Algaritmos: (a) NASS (b) VSScorrigido. (c)

trajetéria 6tima. Simulag&® com 100redizagdes.

Ser8o avaliados os algaitmos “NASS' [12], mais recente na
literatura, e o agaritmo VSS Ambos foram projetados para
atingir um desgjuste de M=1%, verificando-se a dindmica
correspondente no plano de grendizado. O filtro de Wiener

utili zado foi W :ﬁ[[a,l,l,---,l] , 0 que determina [W,|=1

para N=30. A varidncia do ruido de medi¢céo z(n), branco e
gaussano, adicionado a saida da planta, & c§ =102

&as(N)

5

0

.35

H H i H H H i H
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
n

Fig. 11 — Algoritmos: (a8) NASS (b) VSS original; (c) VSS
corrigido. Simulagé@ Monte Carlo com 100redi zagdes

O sina de referéncia utilizado é ruido branco gaussano com
variancia unitaria. O conjunto de parémetros para o algaritmo
VSS projetado pela metodologa proposta, € 0.,=0,994 e
Yeor=0,0039 Seguindo a sugestéo de [12], o algaritmo NASSfoi
implementado com fatores de perdas p=p,=0,002 visando o



desgjuste de projeto. Foi utili zada uma constante Ly unitéaria, em
se tratando de ruido branco na entrada do filtro [12], [16]. A
Fig. 10 mostra & trajetdrias dos agoritmos no plano de
aprendizado. A Fig. 11 mostra claramente a superioridade do
algoritmo VSS quando corretamente projetado.

4.4 Caso Nao-Estacionario

O exemplo anterior serarepetido com os mesmaos parametros. Os
algaritmos sio liberados a convergéncia quando, na iteracd
n=1000 manifesta-se uma mudanca drupta na solugéo de
Wiener , W, =-W, [7], [11], provocando um “salto” no erro
médio quadrético. A Fig. 12 apresenta os resultados dasimulag&®
Monte Carlo. Verifica-se que mesmo projetado para um desajuste
pequeno, M=1%, o algaritmo VSS corrigido ainda se mantém
superior, mesmo ha presencade ndo-estaci onaridades, afirmando
a vantagem da metodologa desenvolvida sobre o procedimento
proposto em [6].
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Fig. 12 — Caso ndo-estacionario. Algaritmos: (a) NASS
(b) VSScorrigido. Simulac@® com 100redi zaghes

5. CONCLUSOES

Os exempl os explorados indicam a necess dade de uma avaliacé@®
mais gstematica dos agoritmos, que empregue critérios
analiticos de desempenho. A proposicéo de noves agoritmos
deve levar isto em conta. A metodologia proposta fornece uma
base simples e diciente para detuar a inspecé dos algoritmos,
também permitindo o projeto em certos casos. Revelou-se a
potencialidade de dgoaitmos dmples que, corretamente
projetados, apresentam desempenho superior a seus concorrentes
mais complexos, inclusive an ambientes néo-estaciondrios. A
metodologia pode dnda ser estendida aoutros algoritmos, como
0 LMS normali zado, entre outros [16].
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