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Sum�ario| Neste artigo �e investigado como

a redu�c~ao de posto aliada a quantiza�c~ao dos

coe�cientes do �ltro de Wiener em coorde-

nadas canônicas com um n�umero reduzido

de bits melhora o desempenho de sistemas

de restaura�c~ao de imagens corrompidas com

blur e ru��do aditivo. Os resultados obtidos

s~ao encorajadores e mostram que as ima-

gens restauradas utilizando esta implemen-

ta�c~ao do �ltro de Wiener apresentam quali-

dade superior �aquela conseguida com o �ltro

de posto completo.

1 INTRODUC� ~AO

Em sistemas de restaura�c~ao de imagens, deseja-

se reduzir ou eliminar certas degrada�c~oes existentes

em uma imagem, de modo que a imagem restaura-

da se aproxime ao m�aximo da original. Para se

conseguir isto, s~ao utilizados algoritmos que procu-

ram explorar detalhadamente as caracter��sticas do

sinal e das degrada�c~oes envolvidas.

Em muitas aplica�c~oes sup~oem-se que todas as de-

grada�c~oes ocorreram antes que o sistema de res-

taura�c~ao seja empregado, como podemos observar

na �gura 1. Isto nos permite considerar o pro-

blema da restaura�c~ao dentro do dom��nio discreto.

Tais suposi�c~oes s~ao utilizadas neste trabalho. Sen-

do assim, consideraremos f(n1; n2) como a ima-

gem original, g(n1; n2) como a imagem degrada-

da e f̂(n1; n2) como a imagem digital processada

(restaurada). Ent~ao, podemos resumidamente di-

zer que o objetivo de tais sistemas �e o de fazer a

imagem f̂(n1; n2) ser o mais pr�oxima poss��vel de

f(n1; n2). Mesmo que nem sempre seja poss��vel

considerar que todas as degrada�c~oes ocorreram an-

tes do sistema de restaura�c~ao ser aplicado (p.e. de-

grada�c~ao causada por ru��do aleat�orio aditivo no dis-

play); para estes casos �e poss��vel fazer um proces-

samento antecipativo �a futura degrada�c~ao [1].

Os algoritmos utilizados para restaura�c~ao de ima-

gens s~ao projetados para explorar as caracter��sticas

do sinal e das suas degrada�c~oes. Desta forma, um

conhecimento preciso da degrada�c~ao �e essencial pa-
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Figura 1: Aplica�c~ao de um sistema de restaura�c~ao

de imagens com degrada�c~oes.

ra o desenvolvimento de um algoritmo de restau-

ra�c~ao satisfat�orio. Dentre os tipos de degrada�c~oes

mais conhecidos est~ao o blur { gerado devido �a fal-

ta de foco da lente, movimento e/ou turbulência

atmosf�erica; e o ru��do aleat�orio aditivo { gerado

por ru��do em circuitos eletrônicos e alguns casos de

ru��dos nas amplitudes quantizadas.

O desenvolvimento de um sistema de restaura�c~ao

depende ent~ao do tipo de degrada�c~ao existente. Al-

goritmos que tentam reduzir ru��do aleat�orio aditivo

s~ao diferentes dos que tentam reduzir blur. Contu-

do, existem algoritmos [2, 3] que tentam contornar

estes dois tipos de degrada�c~oes simultaneamente.

Dentre estes algoritmos est~ao as t�ecnicas baseadas

na �ltragem de Wiener [4].

Este artigo investiga como a implementa�c~ao com

precis~ao �nita [5] e a redu�c~ao acentuada do pos-

to de �ltros de Wiener decompostos em m�ultiplos

est�agios [5, 6] in
uenciam na qualidade de imagens

restauradas. Ao contr�ario do que se poderia imagi-

nar a utiliza�c~ao de um posto reduzido gera imagens

restauradas com qualidade superior �aquela obtida

quando utiliza-se o �ltro de posto completo. Ade-

mais, no contexto de codi�ca�c~ao a utiliza�c~ao do

�ltro de Wiener com posto e precis~ao reduzidos as-

sume consider�avel importância. O restante deste

artigo �e dividido como descrito a seguir: A se�c~ao 2

descreve o �ltro de Wiener para redu�c~ao de ru��do

e blur em imagens. Na Se�c~ao 3 �e feita uma analise

da decomposi�c~ao do �ltro de Wiener em m�ultiplos

est�agios. A se�c~ao 4 apresenta uma implementa�c~ao

com precis~ao �nita para �ltros de Wiener em co-

ordenadas canônicas. Na se�c~ao 5 s~ao expostos os

resultados experimentais e na se�c~ao 6 as conclus~oes.



2 REDUC� ~AO DE BLUR E RU�IDO ALEAT�ORIO

ADITIVO NA IMAGEM

Um modelo simples [7] e que leva a resultados

satisfat�orios para imagens degradadas por blur e

ru��do aditivo pode ser observado na �gura 2 e �e

expresso por:

g(n1; n2) = f(n1; n2) � b(n1; n2) + v(n1; n2) (1)

onde f(n1; n2), r(n1; n2) e g(n1; n2) s~ao as imagens

original, borrada e corrompida com ru��do aleat�orio

aditivo e blur, respectivamente; b(n1; n2) �e a res-

posta ao impulso do �ltro que modela o blur e

v(n1; n2) �e o ru��do adicionado �a imagem.

* +

b(n1; n2) v(n1; n2)

f(n1; n2) r(n1; n2) g(n1; n2)

Figura 2: Modelo de uma imagem degradada por

blur e ru��do aditivo.

De acordo com a modelagem apresentada na

equa�c~ao 1 pode-se restaurar f(n1; n2) pela apli-

ca�c~ao de um sistema de redu�c~ao de ru��do para es-

timar r(n1; n2) a partir de g(n1; n2) e em seguida

aplicar um outro sistema para reduzir o blur e as-

sim obter uma estimativa de f(n1; n2) a partir da

estimativa de r(n1; n2), como mostra a �gura 3.
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Figura 3: Aplica�c~ao em cascata dos sistemas de

redu�c~ao de blur e de ru��do aditivo.

A aproxima�c~ao que tenta reduzir uma degrada-

�c~ao de cada vez nos permite desenvolver um algo-

ritmo de restaura�c~ao para cada tipo de degrada�c~ao

e ent~ao combin�a-los quando necess�ario. Por exem-

plo, supondo que f(n1; n2) e v(n1; n2) s~ao amos-

tras de processos aleat�orios estacion�arios indepen-

dentes de m�edia zero e que b(n1; n2) seja conhe-

cido, ent~ao o estimador �otimo linear que minimi-

za E

�h
f(n1; n2) � f̂(n1; n2)

i2�
�e um sistema linear e

invariante no tempo com resposta em freq�uência

dada por:

H(!1; !2) =
B
�(!1; !2)Pf (!1; !2)

jB(!1; !2)j2Pf (!1; !2) + Pv(!1; !2)
(2)

onde Pf (!1; !2) e Pv(!1; !2) s~ao as densidades es-

pectrais de energia da imagem e do ru��do, respecti-

vamente; B(!1; !2) �e a resposta em freq�uência do

�ltro que gera o blur.

Esta equa�c~ao pode ser reescrita para obtermos

H(!1; !2) =
Pr(!1; !2)

Pr(!1; !2) + Pv(!1; !2)
�

1

B(!1; !2)
(3)

A equa�c~ao 2 recebe o nome de �ltro de Fourier-

Wiener [8], por�em �e mais conhecida como �ltro

de Wiener. A partir da equa�c~ao 3 podemos fa-

cilmente veri�car que esta �e a aplica�c~ao em cascata

do sistema de redu�c~ao de ru��do atrav�es da �ltra-

gem de Wiener tradicional (Pr(!1; !2)=[Pr(!1; !2) +

Pv(!1; !2)]) e do sistema de redu�c~ao de blur atrav�es

de um �ltro pseudo-inverso (1=B(!1; !2)).

Embora o �ltro descrito na equa�c~ao 3 seja �otimo

no sentido do m��nimo erro m�edio quadrado linear

(LMMSE) as imagens resultantes s~ao texturizadas

apresentando um desempenho insatisfat�orio em

uma an�alise subjetiva.

Nas se�c~oes 3 e 4 ser~ao apresentadas represen-

ta�c~oes alternativas �a equa�c~ao 3, que s~ao mais e�-

cientes e que geram resultados visualmente mais

agrad�aveis.

3 DECOMPOSIC� ~AO DO FILTRO DE WIENER

EM M�ULTIPLOS EST�AGIOS

3.1 Representa�c~ao T��pica do Filtro de Wie-

ner

Dado um vetor y observado procuramos o �ltro

�otimoW tal que x̂ =Wy seja a melhor estimativa

do vetor x desejado. Este sistema pode ser obser-

vado na �gura 4. A matriz de correla�c~ao cruzada

Rzz entre x e y �e dada a seguir:

Rzz = E

�
x

y

� �
xT yT

�
=

�
Rxx Rxy

RT
xy Ryy

�
(4)

-

+

W
y x̂ =Wy

êx = x� x̂x

Figura 4: Filtragem t��pica com o �ltro de Wiener.

Considerando que o estimador LMMSE de um

vetor x a partir do vetor y seja dado por x̂ =Wy

e que o erro desta estimativa seja êx = x � x̂, po-

demos escrever o �ltro de Wiener W e a matriz de

covariância do erro Qxx como:

W = RxyR
�1
yy (5)

Qxx = E

h
êx ê

T
x

i
= Rxx �RxyR

�1
yyR

T
xy (6)
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O modelo linear estat��stico para a representa�c~ao

do estimador pode ser organizado em forma matri-

cial como a seguinte transforma�c~ao:

�
x

y

�
=

�
I W

0 I

� �
êx
y

�
(7)

com a correspondente inversa:

�
êx
y

�
=

�
I �W

0 I

� �
x

y

�
(8)

Esta transforma�c~ao determina os vetores original

x e observado y em fun�c~ao dos vetores ortogonais

êx e y, com as respectivas matrizes de covariâncias

Qxx e Ryy, produzindo o seguinte resultado para a

matriz de covariância de [êx y]

E

��
êx
y

� �
êTx y

T
��

=

�
I �W

0 I

� �
Rxx Rxy

RT
xy Ryy

�

�

�
I 0

�WT I

�

=

�
Qxx 0

0 Ryy

�
(9)

Como pode ser facilmente observado a equa�c~ao

9 �e uma decomposi�c~ao de Schur [9] para Rzz.

3.2 Decomposi�c~ao do Filtro de Wiener em

Três Est�agios

Para se fazer a decomposi�c~ao do �ltro de Wie-

ner em três est�agios iremos inicialmente de�nir que

a correla�c~ao cruzada entre os vetores (R
�1=2
xx x) e

(R
�1=2
yy y) ser�a chamada de matriz de coerência.

Sendo assim, a matriz de coerênciaCxy pode ent~ao

ser escrita como:

Cxy = E

h
(R

�1=2
xx x)(R

�1=2
yy y)T

i
= R

�1=2
xx RxyR

�T=2
yy

(10)

Usando a de�ni�c~ao de matriz de coerência e as

equa�c~oes 5 e 6 podemos decompor o �ltro de Wie-

nerW e a correspondente matriz de covariância do

erro Qxx em coordenadas de coerência como:

W = R
1=2
xx CxyR

�1=2
yy (11)

Qxx = R
1=2
xx (I�CxyC

T
xy)R

T=2
xx (12)

Esta representa�c~ao do �ltro de Wiener, �e cha-

mada de �ltro de Wiener em coordenadas de coe-

rência [5], e pode ser observada na �gura 5. Por

esta representa�c~ao pode-se observar que a determi-

na�c~ao do vetor de erro êx e do vetor estimado x̂ �e

realizada em 3 est�agios. O primeiro est�agio bran-

queia os vetores x e y produzindo as coordenadas

de coerências u e v. No segundo est�agio ocorre a

�ltragem do vetor v com a matriz de coerênciaCxy

produzindo o erro estimado êu e o estimador û. O

-

+

y

x

R
1=2
xxR

�1=2
yy Cxy

R
1=2
xx

u

v

êu

û

êx = x� x̂

x̂ =Wy

R
�1=2
xx

1
Æ est�agio 2

Æ est�agio 3
Æ est�agio

Figura 5: Filtro de Wiener em 3 est�agios.

terceiro est�agio colore os vetores êu e û produzindo

êx e x̂.

A transforma�c~ao linear de�nida na equa�c~ao 8 po-

de ser ent~ao reescrita como:

�
êx
y

�
=

"
R
1=2
xx 0

0 R
1=2
yy

# �
I �Cxy

0 I

�

�

"
R
�1=2
xx 0

0 R
�1=2
yy

# �
x

y

� (13)

Podemos novamente utilizar o re�namento pro-

posto anteriormente para representar a matriz de

covariância de [êx y] como:

�
Qxx 0

0 Ryy

�
=

"
R
1=2
xx 0

0 R
1=2
yy

#

�

�
I�CxyC

T
xy 0

0 I

�

�

"
R
T=2
xx 0

0 R
T=2
yy

# (14)

Pela observa�c~ao da estrutura diagonal da ma-

triz de covariância constata-se facilmente que o er-

ro estimado êu e o vetor v, em coordenadas de

coerência, s~ao decorrelacionados. A coordenada de

coerência u �e decomposta no estimador û e no erro

êu, onde û ? êu. A partir da equa�c~ao 14 tamb�em

pode ser obtida a matriz de covariância do erro em

coordenadas de coerência que �eQuu = I�CxyC
T
xy.

3.3 Decomposi�c~ao do Filtro de Wiener em

Cinco Est�agios

A representa�c~ao do �ltro de Wiener proposta na

se�c~ao 3.2 pode sofrer mais um n��vel de re�namento,

com a substitui�c~ao da matriz de coerênciaCxy pela

sua representa�c~ao SVD (Singular Value Decompo-

sition) [8]. Esta decomposi�c~ao utilizando a SVD

de Cxy �e conhecida como representa�c~ao do �ltro

de Wiener em coordenadas canônicas. A SVD de

Cxy pode ser representada por:

Cxy = FKGT ; K = FTCxyG (15)

FFT = Im�mGG
T = In�n (16)

K = [K(m) 0]; m < n

=

�
K(n)
0

�
; m > n (17)

K(m) = diag[k(1) k(2) � � � k(m)] (18)
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A matriz K �e a matriz de correla�c~ao canônica,

visto que K representa a correla�c~ao cruzada entre

os vetores (FTR
�1=2
xx x) e (GTR

�1=2
yy y):

K = E

h�
FTR

�1=2
xx x

��
yTR

�T=2
yy G

�i
= FTCxyG (19)

O �ltro de Wiener e a matriz de covariância do

erro em coordenadas canônicas podem ent~ao ser

escritas como:

W = R
1=2
xx FKG

TR
�1=2
yy (20)

Qxx = R
1=2
xx F(I�KK

T )FTR
T=2
xx (21)

O correspondente �ltro de Wiener, em coordena-

das canônicas, pode ser observado na �gura 6. Este

�ltro �e uma decomposi�c~ao do �ltro em Wiener em

5 est�agios. O primeiro est�agio branqueia os vetores

x e y produzindo as coordenadas de coerência u e

v. O segundo est�agio transforma as coordenadas

de coerência u e v em coordenadas canônicas % e

�. No terceiro est�agio realiza-se a �ltragem de �

com a matriz K produzindo o estimador %̂ e o erro

estimado ê%. O quarto est�agio transforma %̂ e ê%
para as coordenadas de coerência û e êue o quinto

est�agio colore estes vetores produzindo x̂ e êx.

-

+

y

x

R
�1=2
yy

1
Æ est�agio

R
�1=2
xx

R
1=2
xx

R
1=2
xx

%̂
K

F
T

G
T

F

F

u

v

%

û

êu êx = x� x̂

x̂ =Wy

ê%

2
Æ est�agio 3

Æ est�agio 4
Æ est�agio 5

Æ est�agio

�

Figura 6: Filtro de Wiener em 5 est�agios.

A transforma�c~ao linear de�nida na equa�c~ao 8 e

reescrita na equa�c~ao 13 pode sofrer mais um n��vel

de re�namento, quando utilizamos coordenadas ca-

nônicas, tornando-se:

�
êx
y

�
=

"
R
1=2
xx 0

0 R
1=2
yy

# �
F 0

0 G

� �
I �K

0 I

�

�

�
FT 0

0 GT

� "
R
�1=2
xx 0

0 R
�1=2
yy

# �
x

y

�
(22)

A representa�c~ao da matriz de covariância de

[êx y] pode ent~ao ser expressa como:

�
Qxx 0

0 Ryy

�
=

"
R
1=2
xx 0

0 R
1=2
yy

# �
F 0

0 G

�

�

�
I�KKT 0

0 I

� �
FT 0

0 GT

�

�

"
R
T=2
xx 0

0 R
T=2
yy

#

(23)

A estrutura diagonal desta matriz de covariância

mostra que o erro estimado ê% e � s~ao descorrela-

cionados, signi�cando que o estimador %̂ e o erro êu
decomp~oem ortogonalmente a coordenada canônica

%. A partir desta equa�c~ao obtemos a matriz de co-

variância para o erro em coordenadas canônicas que

�e Q%% = I�KKT .

4 ALOCAC� ~AO DE BITS E QUANTIZAC� ~AO EM

PRECIS~AO FINITA

A redu�c~ao de posto de um vetor aleat�orio x ge-

rando um vetor de posto reduzido xr [9], quan-

do aplicado ao contexto da decomposi�c~ao do �l-

tro de Wiener em coordenadas canônicas, traduz-

se na redu�c~ao de posto da matriz K. Uma im-

plementa�c~ao com precis~ao �nita que atinge este

prop�osito foi desenvolvida em [5] e tem como obje-

tivo: min D = min 1

m
tr[Qxx(r)] com a restri�c~aoPr

i=1 bi = mR, utilizando-se para isto a t�ecnica de

otimiza�c~ao de Lagrange. A seguir podemos obser-

var as f�ormulas de aloca�c~ao de bits obtidas em [5]:

bi =
1

2
log2

k
2(i)�2(i)

�
(24)

r = max argi[k
2(i)�2(i) > �] (25)

R =
1

m

min(m;n)X
i=1

max

�
1

2
log2

k
2(i)�2(i)

�
; 0

�
(26)

D =
1

m

min(m;n)X
i=1

minf[1� k
2(i)]�2(i) + �; �

2(i)g (27)

�
2(i) = sTi si; si =

�
R
1=2
xx F

�
i

(28)

Nestas equa�c~oes ajusta-se o parâmetro � para

uma taxa de bits R especi�cada. Para este valor

de � calculado obt�em-se o posto r, a distor�c~ao D,

e n�umero de bits bi alocados para representar ca-

da k(i). De forma inversa, podemos especi�car a

distor�c~ao D, ajustar � e determinar bi, r e R.

5 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

As imagens degradadas foram obtidas pela adi-

�c~ao de ru��do gaussiano de valor RMS 1/500 da sua

faixa dinâmica e pela �ltragem passa-baixas do ti-

po m�edia m�ovel com 32 amostras. Nestas imagens

foram aplicados os �ltros de Wiener com um �unico

est�agio (posto completo) e com 5 est�agios (coorde-

nadas canônicas), sendo que este �ultimo utilizan-

do a implementa�c~ao com precis~ao �nita exposta na

se�c~ao 4.

Vale ressaltar que, como o objetivo deste traba-

lho �e o de se investigar como a redu�c~ao de posto do

�ltro de Wiener decomposto em m�ultiplos est�agios

in
uencia os sistemas de restaura�c~ao de imagens,

consideramos conhecidas as caracter��sticas de todas

as degrada�c~oes envolvidas. Desta forma, foram uti-

lizados os valores reais do espectro de potência do

4



ru��do Pv(n1; n2) e da fun�c~ao de blur B(n1; n2), n~ao
sendo necess�aria nenhuma estima�c~ao destes parâ-

metros. O espectro de potência das imagens

(Pf (n1; n2)) foi estimado utilizando o modelamento

da fun�c~ao de covariância [10] como uma fun�c~ao se-

par�avel, com as suas linhas e colunas estacion�arias

e erg�odicas, da seguinte forma:

Rf (n1; n2) = �
2
�
jn1j
1 �

jn2j
2 ; j�1j < 1; j�2j < 1 (29)

Pf (!1; !2) = Fourier
�
Rf (n1; n2)

�
(30)

onde �2 representa a variância da imagem e �1 =

r(1; 0)=�2 e �2 = r(0; 1)=�2 podem ser estimados

da imagem degradada g(n1; n2).
Na �gura 7 podemos encontrar as imagens Ca-

nyon, Zelda e Barbara, originais, degradadas e res-

tauradas com a aplica�c~ao do �ltro de Wiener de

posto completo e reduzido (posto=2). A partir des-

ta �gura pode-se observar que as imagens restau-

radas com o �ltro de Wiener com posto igual a 2

apresentam qualidade superior em an�alise subjetiva

�aquelas obtidas com o posto completo.

Vale salientar que a escolha do posto de�ne a

quantidade de bits de precis~ao que ser�a usada na

quantiza�c~ao da parte fracion�aria dos coe�cientes do

�ltro.

6 CONCLUS~OES

Neste artigo foi investigado como a redu�c~ao de

posto e quantiza�c~ao dos coe�cientes do �ltro de

Wiener em coordenadas canônicas melhoram a qua-

lidade das imagens obtidas ap�os a restaura�c~ao.

Para se avaliar a qualidade destas imagens uti-

lizamos somente an�alise subjetiva, pois como o �l-

tro de Wiener foi projetado para ser �otimo no sen-

tido LMMSE e sendo o Rela�c~ao Sinal Ru��do de

Pico (PSNR) calculada com a utiliza�c~ao do MSE

(10 log10(255
2=MSE)), �e esperado que o �ltro de Wie-

ner de posto completo apresente valores de PSNR

superiores aos obtidos com as vers~oes de posto re-

duzido.

Os resultados experimentais demonstraram que

as imagens restauradas com a utiliza�c~ao do �ltro

de Wiener de posto igual a 2 apresentam qualidade

superior �aquelas obtida com o �ltro de Wiener de

posto completo. Al�em disso, a redu�c~ao dr�astica do

posto destes �ltros aliada �a quantiza�c~ao dos seus

coe�cientes com precis~ao �nita, gera �ltros que po-

dem ser aplicados com bastante e�ciência na res-

taura�c~ao de imagens com blur e ru��do aditivo.
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(a) Canyon original. (b) Zelda Original. (c) Barbara Original.

(d) Canyon com blur e ru��do. (e) Zelda com blur e ru��do. (f) Barbara com blur e ru��do.

(g) Wiener com posto completo. (h) Wiener com posto completo. (i) Wiener com posto completo.

(j) Wiener com posto=2. (k) Wiener com posto=2. (l) Wiener com posto=2.

Figura 7: Imagens Canyon, Zelda e Barbara originais, corrompidas com blur e ru��do e restauradas

utilizando o �ltro de Wiener de posto completo e posto igual a 2.
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