
SBrT 2000 { XVIII Simp�osio Brasileiro de Telecomunicac�~oes, 3 a 6 de Setembro, 2000, Gramado { RS

AN�ALISE DE C�ODIGOS DE BLOCO EM CANAIS COM DESVANECIMENTO

CORRELACIONADO N~AO-SELETIVO EM FREQ�UÊNCIA
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RESUMO

Avaliaremos o desempenho de c�odigos de bloco entrela�cados
(com n��vel de entrela�camento �nito) em canais modelados
como canais de estados �nitos (CEF), utilizando umm�etodo
anal��tico. Usaremos um modelo CEF que caracteriza um
canal discreto que compreende um modulador FSK (fre-
quency shift keying) bin�ario, um canal com desvanecimen-
to Rayleigh n~ao seletivo em freq�uência e correlacionado no
tempo com uma densidade espectral de potência conheci-
da, e um demodulador n~ao coerente. Ser�a desenvolvida
uma nova metodologia para a identi�ca�c~ao de uma classe
de modelos CEF a partir do conhecimento de um conjun-
to de seq�uências de erros produzidas pelo canal discreto.
Para um dado conjunto de parâmetros do canal, como por
exemplo, m�axima freq�uência Doppler e rela�c~ao sinal ru��do,
investigaremos o compromisso entre a capacidade de cor-
re�c~ao do c�odigo e o n��vel de entrela�camento para se obter
um certo n��vel de desempenho.

1. INTRODUC� ~AO

Em um canal de comunica�c~oes m�oveis t��pico, o sinal trans-
mitido sofre atenua�c~ao e distor�c~ao causadas por propaga�c~ao
multipercurso e sombreamento. O canal com desvaneci-
mento Rayleigh n~ao seletivo em freq�uência distorce o si-
nal transmitido com dois ru��dos independentes: um ru��do
multiplicativo Gaussiano complexo, variante no tempo com
m�edia zero, e um ru��do aditivo Gaussiano branco. Como
conseq�uência, mudan�cas abruptas na energia do sinal rece-
bido podem acontecer, levando �a ocorrência de surtos de
erros na seq�uência recebida. A obten�c~ao de comunica�c~ao
con��avel em um canal com surtos de erros depende forte-
mente da constru�c~ao de esquemas de codi�ca�c~ao e�cientes.

A aplica�c~ao conjunta de entrela�camento e c�odigos cor-
retores de erros projetados para corrigir erros aleat�orios
tem sido proposta na literatura para possibilitar o emprego
destes c�odigos em canais com surtos [1]-[7]. Denominare-
mos canal entrela�cado o bloco em cascata composto pe-
lo entrela�cador, pelo canal discreto e pelo desentrela�cador.
Entenda-se por canal discreto o bloco composto pelo mo-
dulador digital FSK, pelo canal f��sico e pelo demodulador,
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cujos s��mbolos de entrada e sa��da pertencem a um alfabe-
to �nito. Utilizamos modelos matem�aticos denominados
canais de estados �nitos (CEF) para descrever o compor-
tamento destes canais discretos. O entrela�camento e o cor-
respondente desentrela�camento torna a seq�uência de erros
aleat�oria, separando os d��gitos de erro por uma quantida-
de chamada n��vel de entrela�camento, denotada por Id. No
receptor, dois d��gitos recebidos consecutivos s~ao corrompi-
dos por dois d��gitos de erro separados de Id intervalos entre
si. Se o valor de Id �e su�cientemente grande (tamb�em cha-
mado entrela�camento com n��vel in�nito) o canal pode ser
considerado sem mem�oria e a teoria de c�odigos corretores de
erros aleat�orios �e efetiva neste caso. Uma importante consi-
dera�c~ao pr�atica consiste em determinar o valor do n��vel de
entrela�camento para que este seja considerado in�nito (ap�os
este valor, n~ao h�a melhoria de desempenho com o aumento
de Id).

Em v�arios trabalhos anal��ticos anteriores a respeito do
desempenho de esquemas de codi�ca�c~ao em canais com des-
vanecimento, tem-se assumido entrela�camento com n��vel in-
�nito. Em diversas aplica�c~oes m�oveis [2], entretanto, res-
tri�c~oes de atraso podem limitar o m�aximo valor de Id. Por-
tanto, n~ao �e poss��vel eliminar totalmente a mem�oria do ca-
nal, mas apenas reduzir a severidade do surto.

O objetivo deste artigo �e analisar teoricamente o desem-
penho de c�odigos de bloco (usamos como exemplo c�odigos
BCH), utilizando um entrela�camento �nito em um canal
com desvanecimento correlacionado. A degrada�c~ao do de-
sempenho resultante do entrela�camento �nito ser�a investi-
gada. Tamb�em ser�a observado o compromisso entre a ca-
pacidade de corre�c~ao do c�odigo e o n��vel de entrela�camento
necess�ario para se obter uma probabilidade de erro deseja-
da.

O m�etodo que propomos para analisar este sistema de
comunica�c~oes tem dois passos. Primeiramente, modelare-
mos o canal discreto de comunica�c~oes entre a entrada do
modulador FSK e a sa��da do demodulador (quantizada em
dois n��veis) como uma seq�uência aditiva de erros bin�aria
produzida por uma classe particular de modelos CEF com
dois estados, conhecida como canal Gilbert-Elliott (CGE).
Mostraremos uma nova metodologia para a parametriza�c~ao
do CGE, que expressa os parâmetros do modelo como uma
fun�c~ao simples de seq�uências bin�arias de erro produzidas
pelo canal discreto. Desta forma, usaremos a f�ormula da
probabilidade multidimensional de uma seq�uência de erro



apresentada em [8] para parametrizar o canal CGE. Em
seguida, apresentaremos uma f�ormula de recorrência para
determinar a probabilidade de seq�uências de erros com peso
de Hamming m e comprimento n para o canal CGE entre-
la�cado. Uma descri�c~ao detalhada da t�ecnica combinatorial
proposta para desenvolver esta f�ormula recursiva para ca-
nais n~ao entrela�cados �e mostrada em [10]. Neste artigo,
mostraremos como o n��vel de entrela�camento pode ser fa-
cilmente incorporado na f�ormula de recorrência.

2. MODELO DO SISTEMA

Uma palavra de um c�odigo BCH bin�ario (n; k) de compri-
mento n e taxa Rc = k=n, c = (c1; � � � ; cn), �e a entrada
de um entrela�cador de bloco com parâmetros (Id; n). Este
entrela�cador consiste de um arranjo matricial com n colu-
nas (comprimento do c�odigo) e Id linhas (n��vel de entre-
la�camento). Os d��gitos s~ao escritos no arranjo em linhas e
lidos em colunas. O desentrela�cador faz a opera�c~ao inver-
sa. Cada linha do desentrela�cador �e uma palavra recebida
r = (r1; � � � ; rn), onde ri = ci + ei, com adi�c~ao m�odulo 2,
e ei denota um s��mbolo de erro bin�ario produzido por um
CGE parametrizado que modela a seq�uência de erros pro-
duzida por um canal com desvanecimento correlacionado.
Note que dois d��gitos consecutivos de uma mesma palavra
recebida s~ao corrompidos por dois d��gitos de erro separados
por Id. Uma breve descri�c~ao do CGE �e dada a seguir.
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Figura 1: Modelo Gilbert-Elliott para canais com mem�oria.

O modelo CGE mostrado na Fig. 1 �e descrito por uma
cadeia de Markov fSkg

1

k=0, estacion�aria, com dois esta-
dos. Seja P a matriz de transi�c~ao de probabilidades e � =
[�0; �1]

T a matriz coluna de probabilidades estacion�arias
(onde [�]T indica a transposta de uma matriz). Quando a
cadeia se encontra no estado 0, o s��mbolo de erro no k-�esimo
intervalo, ek, �e igual a um (erro) com probabilidade g, ou
zero (sem erro) com probabilidade 1� g. Quando a cadeia
se encontra no estado 1, o s��mbolo ek �e igual a um com pro-
babilidade b, ou zero com probabilidade 1� b. Como g < b,
por de�ni�c~ao, os estados 0 e 1 s~ao ditos estado bom e estado
ruim, respectivamente. De�na duas matrizes, P(0) e P(1),
onde o (i; j)-�esimo elemento de P(ek) �e a probabilidade da
cadeia transicionar do estado i para o j e gerar um s��mbolo

de erro ek. O modelo CGE �e especi�cado pelas seguintes
matrizes:

P =

�
1�Q Q
q 1 � q

�
; (1)

P(0) =

�
(1�Q)(1� g) Q(1� b)

q(1 � g) (1� q)(1� b)

�
; (2)

P(1) =

�
(1�Q)g Qb

qg (1� q)b

�
; (3)

� =
�
�0 �1
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=
h

q

Q+q

Q

Q+q

iT
; (4)

onde P = P(0) +P(1). A probabilidade de uma seq�uência
de erros de comprimento n, en = (e1e2 : : : en), gerada pelo
modelo, �e dada por:

P (en) = �
T

 
nY

k=1

P(ek)

!
1; (5)

onde 1 �e um vetor coluna com todos os elementos iguais a
1. O sistema de comunica�c~oes bin�ario que ser�a modelado
pelo CGE ser�a descrito a seguir.

O modelo do sistema de comunica�c~oes �e composto por
três blocos: uma modula�c~ao FSK bin�aria, um canal com
desvanecimento Rayleigh correlacionado no tempo com es-
pectro de potência conhecido e uma demodula�c~ao n~ao co-
erente com quantiza�c~ao abrupta. O sinal recebido �e cor-
rompido por um desvanecimento Rayleigh n~ao seletivo em
freq�uência e por um ru��do aditivo Gaussiano branco com
densidade espectral de potência bilateral igual a N0=2. A

envolt�oria complexa do processo de desvanecimento, ~G(t), �e
um processo Gaussiano complexo e estacion�ario, cuja fun�c~ao
de covariância C(� ) �e dada por:

C(�) =
1

2
Ef[ ~G(t+ � )][ ~G�(t)]g = J0(2�fD�);

onde J0(x) �e a fun�c~ao de Bessel de primeira esp�ecie de or-
dem zero e fD �e a m�axima freq�uência Doppler. Seja Ek uma
vari�avel aleat�oria, tal que Ek = 0 se o s��mbolo transmitido
for recebido corretamente e Ek = 1 se o s��mbolo transmi-
tido for recebido incorretamente. �E esta seq�uência de er-
ros que ser�a modelada pelo CGE. A probabilidade de uma
seq�uência de erros de comprimento n, en = (e1e2 � � � en),
para um canal com desvanecimento Rayleigh �e [8]:

P (en) =
PM�1

l1=e1
� � �

PM�1

ln=en

�Qn

k=1

(M�1

l
k

)(�1)lk+ek
l
k
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�
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; (6)

onde C �e a matriz n � n de covariância normalizada do
processo de desvanecimento, sendo seu (i; j)-�esimo elemen-
to igual a J0(2�fD(i � j)T ), onde 1=T a taxa de sina-
liza�c~ao, e F �e uma matriz diagonal de�nida como F =
diag( l1

l1+1
; � � � ; ln

ln+1
).

A Referência [1] apresenta um m�etodo para se determi-
nar os parâmetros do modelo CGE que representa o canal
com desvanecimento aqui considerado. Em [1] os parâmetros
da cadeia de Markov s~ao obtidos atrav�es da quantiza�c~ao do
processo de desvanecimento em dois n��veis, onde este n��vel
�e determinado de forma emp��rica. As probabilidades de



transi�c~ao s~ao obtidas usando uma express~ao para a taxa de
cruzamento de um processo Gaussiano em um certo n��vel.
Na pr�oxima se�c~ao, apresentaremos um m�etodo alternativo
para modelar diretamente a seq�uência de erro bin�aria do
canal discreto (seq�uência obtida pela adi�c~ao m�odulo 2 en-
tre a seq�uência transmitida na entrada do modulador e a
seq�uência recebida na sa��da do demodulador). O canal com
desvanecimento tem dois parâmetros: a rela�c~ao sinal-ru��do
(Es=N0) e a densidade espectral de potência que �e descrita
pela m�axima freq�uência Doppler normalizada fDT . Para
um valor �xo de fDT , encontraremos os parâmetros do mo-
delo CGE para v�arios valores de Es=N0.

3. ESTIMATIVA DOS PARÂMETROS DO CGE

Seja o CGE descrito pelas matrizes P(0) e P(1), dadas
em (2) e (3). De�na � e Æ s��mbolos bin�arios e � qualquer
seq�uência bin�aria de comprimento �nito. Considere � uma
seq�uência vazia, ou seja, uma seq�uência de comprimento
zero com a seguinte propriedade �� = ��.

Lema 1 A probabilidade de qualquer seq�uência � gerada

pelo CGE satisfaz a seguinte rela�c~ao de recorrência:

P (��Æ) = c(�; Æ)P (��) + d(�; Æ)P (�); (7)

onde

c(0; 0) = (1� g)(1�Q) + (1� b)(1� q);
c(1; 1) = g(1�Q) + b(1� q);
d(0; 0) = �(1� q �Q)(1� g)(1� b);
d(1; 1) = �(1� q �Q)gb;
c(1; 0) = 1� c(1; 1); c(0; 1) = 1� c(0; 0);
d(0; 1) = �d(0; 0); d(1; 0) = �d(1; 1):

(8)

2

O Lema 1 �e provado no Apêndice A. Uma conseq�uência
imediata deste lema �e que, fazendo-se � = �, podemos
escrever P (�Æ) = c(�; Æ)P (�) + d(�; Æ). Portanto, usando-
se (7), podemos determinar a probabilidade de qualquer
seq�uência de comprimento �nito de forma recursiva, a partir
do conhecimento de P (0) ou P (1), e das constantes c(�; Æ) e
d(�; Æ). O resultado apresentado no lema nos permite chegar
a valores para c(�; Æ) e d(�; Æ) e conseq�uentemente para b, g,
q e Q como fun�c~ao das seq�uências de erro produzidas pelo
canal. Substituindo � = � em (7) e em seguida � = �,
obtemos, respectivamente:

P (�Æ) = c(�; Æ)P (�) + d(�; Æ); (9)

P (��Æ) = c(�; Æ)P (��) + d(�; Æ)P (�): (10)

que �e representado matricialmente por:�
P (�) 1
P (��) P (�)

� �
c(�; Æ)
d(�; Æ)

�
=

�
P (�Æ)
P (��Æ)

�
: (11)

Resolvendo este sistema chegamos �as express~oes:

c(�; Æ) =
P (��Æ)� P (�Æ)P (�)

P (��)� P 2(�)
; (12)

e

d(�; Æ) =
P (�Æ)P (��)� P (��Æ)P (�)

P (��)� P 2(�)
: (13)

O Apêndice B apresenta a prova da seguinte proposi�c~ao
que sumariza a estima�c~ao dos parâmetros do canal CGE,
usando um conjunto de seq�uências de erro produzidas pelo
canal de comprimento no m�aximo 3.

Proposi�c~ao 1 Se P (01) 6= P (0)P (1), os parâmetros do

canal Gilbert-Elliott s~ao univocamente determinados pelas
quatro probabilidades P (0), P (00), P (000) e P (111). Os

parâmetros b e g s~ao as ra��zes da equa�c~ao quadr�atica:

[�1 + c(1; 1) + c(0; 0)]x2

+[1� c(1; 1)� c(0; 0) + d(1; 1)� d(0; 0)]x� d(1; 1) = 0;
(14)

e os parâmetros Q e q s~ao dados por:

Q =
c(0; 0)b� c(1; 1)(1� b) + (g � b)

g � b
;

q =
c(0; 0)g � c(1; 1)(1� g) + (b� g)

b� g
:

(15)

2

A partir do conhecimento de c(�; �) e d(�; �), onde � 2 f0; 1g,
que s~ao obtidos substituindo as express~oes da probabilida-
de de seq�uências de erro em (12) e (13), podemos usar os
resultados da Proposi�c~ao 1 para determinar os parâmetros
do modelo CGE.

4. AN�ALISE DE DESEMPENHO

Nesta se�c~ao, consideraremos a probabilidade de uma deco-
di�ca�c~ao incorreta de uma seq�uência codi�cada transmitida
em um CGE entrela�cado. A probabilidade de erro ap�os a
decodi�ca�c~ao (PED) �e de�nida como a probabilidade de
ocorrência de uma palavra recebida com mais de t s��mbolos
errados, onde t �e a capacidade de corre�c~ao do c�odigo. As-
sim:

PED =

nX
m=t+1

P (m;n); (16)

onde P (m;n) �e a probabilidade de m s��mbolos errados em
uma palavra recebida de comprimento n.

Empregaremos o m�etodo descrito em [10] para canais
n~ao entrela�cados para encontrar uma f�ormula de recorrência
para P (m;n) v�alida para modelos CEF entrela�cados descri-
tos por duas matrizes P(0) e P(1). Se s e z s~ao indeter-
minantes que enumeram o n�umero de s��mbolos errados e o
comprimento de uma seq�uência recebida, respectivamente,
ent~ao a probabilidade P (m;n) pode ser expressa como um
coe�ciente do termo smzn da s�erie de potências H(s; z), on-
de H(s; z) �e expressa como a raz~ao entre dois polinômios,
podendo ser escrita da seguinte forma [10]:

H(s; z) = �
T (I�P(0)z �P(1)sz)�11; (17)

onde I �e a matriz identidade. Usando o denominador de
(17), podemos encontrar uma f�ormula de recorrência para
P (m;n) que �e computacionalmente vi�avel.



Quando um entrela�camento com n��vel Id �e incorpora-
do ao sistema, dois d��gitos recebidos consecutivos s~ao cor-
rompidos por dois d��gitos de erro separados de Id inter-
valos entre si, ou seja, Id � 1 s��mbolos de erro entre dois
s��mbolos recebidos n~ao s~ao relevantes para a decodi�ca�c~ao.
Este comportamento �e expressado no modelo matem�atico
inserindo-se um termo em (17), que se torna:

H(s; z) = �
T [I� z(P(0)�P(1)s)PI

d
�1]�11: (18)

A Fig. 2 mostra uma curva num�erica para o desem-
penho PED de um c�odigo BCH (127; 64) entrela�cado so-
bre modelos CGE que descrevem o canal com desvaneci-
mento Rayleigh. Os gr�a�cos mostram o comportamento da
PED em fun�c~ao da rela�c~ao sinal-ru��do por s��mbolo bin�ario,
onde Es = RcEb, para v�arios valores do n��vel de entre-
la�camento. A Equa�c~ao (18) foi usada para calcular a PED
destes c�odigos. Em particular, Id = 1 indica que n~ao h�a
entrela�camento. Consideramos um esquema de modula�c~ao
FSK bin�aria, com fDT = 10�3. Utilizando os resultados
obtidos em (7) e (15), obtivemos os parâmetros de cada
CGE que modela o canal com desvanecimento referente a
cada valor de Eb=N0. V�arias combina�c~oes de Eb=N0 e Id
podem ser escolhidas para se obter um certo valor de de-
sempenho. Por exemplo, para PED = 10�3, pode-se usar
um entrela�camento com Id = 200 se n~ao houver restri�c~ao
severa de atraso, onde se tem Eb=N0 = 15dB, ou pode-se
optar por n~ao utilizar entrela�camento, sendo necess�ario um
acr�escimo de energia da ordem de 6dB.
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Figura 2: Gr�a�co de PED em fun�c~ao de Eb=N0, tendo como
parâmetro o n��vel de entrela�camento Id.

A Fig. 3 mostra como a PED varia com a freq�uência
Doppler normalizada, para v�arios valores do n��vel de entre-
la�camento. �E importante salientar que para cada valor de
fDT existe um modelo CGE com parâmetros espec���cos.
Para valores mais altos de fDT , por exemplo valores mai-
ores que 10�2, diz-se que o desvanecimento �e r�apido (fast
fading) [2]. Neste caso, a cadeia que modela estes canais
tem um maior transicionamento entre estados, o que �e uma
caracter��stica t��pica dos canais sem mem�oria. Para valores

mais baixos de fDT , digamos menores que 10�4, diz-se que
o devanecimento �e muito lento (very slow fading) [2]. Nes-
tes casos, a cadeia transiciona menos, causando a ocorrência
de surtos, o que caracteriza canais com mem�oria. A curva
mostra que para um valor de fDT aproximadamente igual
a 0; 006 n~ao h�a diferen�ca signi�cativa em se aplicar um en-
trela�camento com Id = 100 e com Id = 200 e, �a medida
em que fDT aumenta, este comportamento torna-se cada
vez mais claro, pois o canal tem caracter��sticas cada vez
mais pr�oximas �as dos canais sem mem�oria, fazendo com
que o n��vel de entrela�camento possa ser reduzido sem per-
da de desempenho, como por exemplo, para fDT = 0; 02
um entrela�camento com Id = 20 �e su�ciente para se obter o
mesmo desempenho que Id = 200. Para valores de fDT me-
nores que 0,006, como o canal tem em m�edia surtos muito
longos, a utiliza�c~ao de um entrela�cador com Id = 200 n~ao
tem mais o efeito desejado. �E interesante notar tamb�em, a
partir do gr�a�co, que, de acordo com as caracter��sticas do
canal, podemos dimensionar um valor �otimo para o n��vel de
entrela�camento Id.
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Figura 3: Gr�a�co de PED em fun�c~ao de fDT , tendo como
parâmetro Id.

A Fig. 4 mostra a probabilidade de erro ap�os a decodi-
�ca�c~ao em fun�c~ao do n��vel de entrela�camento, comparando
o desempenho do CGE obtido atrav�es do modelamento uti-
lizado nas Se�c~oes 3 e 4 e o valor de PED obtido atrav�es de
(6). Utilizamos uma modula�c~ao FSK com Es=N0 = 20dB,
fDT = 10�2 e um c�odigo BCH (7,4). Os parâmetros do mo-
delo CGE obtidos s~ao g = 0; 0018, b = 0; 3355, q = 0; 01244
e Q = 0; 00304. Podemos observar no gr�a�co que, se usar-
mos um c�odigo entrela�cado, o CGE pode ser usado para
modelar este tipo de canal com desvanecimento Rayleigh.

5. CONCLUS~OES

Neste artigo, analisamos o modelamento de canais com des-
vanecimento utilizando o modelo CGE, bem como calcu-
lamos o desempenho dos c�odigos de bloco nestes canais.
Adotamos como crit�erio de desempenho a probabilidade de
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Figura 4: Gr�a�co de PED em fun�c~ao de Id, para o modelo
CGE (linha pontilhada) e o canal discreto (linha s�olida).

erro ap�os a decodi�ca�c~ao. Desenvolvemos um m�etodo para
estimar os parâmetros do CGE e estimamos a melhoria de
desempenho do c�odigo quando �e aplicado o entrela�camento.
A partir destas an�alises, foi poss��vel tamb�em dimensionar
um valor �otimo para o n��vel de entrela�camento Id, para
v�arios parâmetros do canal discreto, tais como, Eb=N0 e
fD T . Por �m, demonstramos a precis~ao da utiliza�c~ao do
modelo CGE para canais com desvanecimento, comparando
seu desempenho com o desempenho do canal real.

Apêndice A

Este apêndice demonstra os resultados obtidos em (7). Seja
Sn o estado da cadeia de Markov ap�os o a n-�esima transi�c~ao
e en a seq�uência de tamanho �nito n de s��mbolos gerados
pelo modelo CGE. De�nimos Q(�; i) = P (en = �; Sn = i).
Seja bi;� a probabilidade do canal gerar o s��mbolo � dado
que a cadeia se encontra no estado i, ou seja, bi;� = P (En =
�jSk = i), por exemplo, b0;1 = g e b1;1 = b. Considere ainda
pi;j a probabilidade de transi�c~ao ao estado j, dado que a
cadeia se encontra no estado i, a saber, pi;j = P (Sk+1 =
jjSk = i), por exemplo, p0;1 = Q.

Denominando i� o estado complementar de i, por exem-
plo quando i = 0 implica i� = 1 e vice-e-versa, podemos
escrever a probabilidade de uma seq�uência qualquer na for-
ma:

P (�) = Q(�; i�) +Q(�; i): (19)

A seguinte raz~ao tamb�em �e v�alida para o modelo CGE:

P (��) = Q(�; i�)bi�;� +Q(�; i)bi;�: (20)

De (19) e (20), obtemos:�
1 1

bi�;� bi;�

� �
Q(�; i�)
Q(�; i)

�
=

�
P (�)
P (��)

�
;

ou�
Q(�; i�)
Q(�; i)

�
=

1

bi;� � bi�;�

�
bi;� �1

�bi�;� 1

� �
P (�)
P (��)

�
:

O que nos leva, de imediato, �as equa�c~oes:

Q(�; i) =
�bi�;�

bi;� � bi�;�
P (�) +

1

bi;� � bi�;�
P (��); (21)

Q(�; i�) =
bi;�

bi;� � bi�;�
P (�)�

1

bi;� � bi�;�
P (��): (22)

Partindo do modelo CGE, podemos deduzir que:

P (��Æ) = Q(�; i�)bi�;�[pi�;i�bi�;Æ + pi�;ibi;Æ]

+ Q(�; i)bi;�[pi;i�bi�;Æ + pi;ibi;Æ]: (23)

Substituindo (21) e (22) em (23), obtemos:

P (��Æ) =

�
bi;�bi�;�

bi;� � bi�;�
P (�)�

bi�;�

bi;� � bi�;�
P (��)

�
(pi�;i�bi�;Æ + pi�;ibi;Æ)

+

�
�bi�;�bi;�

bi;� � bi�;�
P (�) +

bi;�

bi;� � bi�;�
P (��)

�
(pi;i�bi�;Æ + pi;ibi;Æ) : (24)

Rearrumando os termos, conclu��mos:

P (��Æ) = f
bi;�bi�;�

bi;� � bi�;�
(pi�;i�bi�;Æ + pi�;ibi;Æ)

�
bi�;�bi;�

bi;� � bi�;�
(pi;i�bi�;Æ + pi;ibi;Æ)gP (�)

+ f
bi;�

bi;� � bi�;�
(pi;i�bi�;Æ + pi;ibi;Æ)

�
bi�;�

bi;� � bi�;�
(pi�;i�bi�;Æ + pi�;ibi;Æ)gP (��);

onde

c(�; Æ) =
bi;�

bi;� � bi�;�
(pi;i�bi�;Æ + pi;ibi;Æ)

�
bi�;�

bi;� � bi�;�
(pi�;i�bi�;Æ + pi�;ibi;Æ); (25)

d(�; Æ) =
bi;�bi�;�

bi;� � bi�;�
(pi�;i�bi�;Æ + pi�;ibi;Æ)

�
bi�;�bi;�

bi;� � bi�;�
(pi;i�bi�;Æ + pi;ibi;Æ): (26)

Portanto, encontrando-se bi;� e pi;j para todos os valores
de i, j e � e substituindo-se em (26), chega-se �nalmente �a
Equa�c~ao (8).

Apêndice B

Demonstraremos neste apêndice os resultados da Propo-
si�c~ao 1 obtidos em (14) e (15). Manipulando-se as equa�c~oes
de c(�; Æ) e d(�; Æ), podemos demonstrar estes resultados.
Partindo-se de:

c(0; 0) = (1� g)(1�Q) + (1� b)(1� q); (27)

c(1; 1) = g(1�Q) + b(1� q); (28)

d(0; 0) = �(1� q �Q)(1� g)(1� b); (29)

d(1; 1) = �(1� q �Q)gb; (30)



e substituindo (28) em (27), obtemos:

1� c(0; 0)� c(1; 1) = ��; (31)

onde � = 1 � q � Q �e a mem�oria do canal CGE. Logo,
substituindo-se (31) em (30), obt�em-se:

g b = �
d(1; 1)

�
: (32)

Por outro lado, substituindo (30) em (29):

g b(
d(0; 0)

d(1; 1)
� 1) = 1� b� g: (33)

Combinando as equa�c~oes obtidas em (32) e (33) para b e g,
chegaremos �a equa�c~ao quadr�atica (15):

��b
2 + (�+ d(0; 0)� d(1; 1))b+ d(1; 1) = 0; (34)

que �e a mesma se derivada para g. Conclu��mos ent~ao que b
e g s~ao ra��zes desta equa�c~ao.

De posse dos valores de b e g, podemos substituir o
resultado de (31) em (27), obtendo:

q =
c(0; 0)g � c(1; 1)(1� g) + (b� g)

b� g
; (35)

e �nalmente

Q =
c(0; 0)b� c(1; 1)(1� b) + (g � b)

g � b
: (36)
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