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RESUMO

É proposto um equalizador h´ıbrido formado a partir de
um equalizador linear transversal e de uma rede neural
recorrente. Ele se caracteriza por: 1) possuir na pior das
hipóteses um desempenho muito pr´oximo ao da melhor das
sub-estruturas que o comp˜oem sendo melhor que cada uma
delas em situac¸ões cr´ıticas; 2) ter uma complexidade com-
putacional que torna a sua implementac¸ão viável; 3) ser
adaptativo, e 4) ter um bom desempenho em situac¸ões des-
favoráveis como por exemplo canais com fase n˜ao-mı́nima,
com nulos espectrais pronunciados ou mesmo com n˜ao-
linearidades.É mostrado ainda que, com a estrutura pro-
posta, a adaptac¸ão dos coeficientes pode ser feita utilizando-
se os algoritmos LMS e RTRL. S˜ao também apresenta-
dos resultados de simulac¸ões considerando canais fixos e
canais variantes no tempo, lineares e n˜ao-lineares, procu-
rando mostrar o bom desempenho do equalizador proposto.

1. INTRODUÇÃO

A equalizac¸ão adaptativa ´e uma técnica largamente em-
pregada em comunicac¸ões digitais para minorar os efeitos
indesejáveis da interferˆencia intersimb´olica do canal de
transmiss˜ao. Em muitas situac¸ões, por exemplo quando
os canais n˜ao são de m´ınima fase ou quando possuem
nulos espectrais ou ainda n˜ao-linearidades, as soluc¸ões
convencionais apresentam limitac¸ões: o equalizador li-
near e o equalizador linear com realimentac¸ão de decis˜oes
apresentam um desempenho sub-´otimo e equalizadores
ótimos baseados nos crit´erios de Bayes ou da m´axima
verossimilhanc¸a (p. ex. algoritmo de Viterbi) possuem al-
ta complexidade computacional. Al´em disso, equalizado-
res baseados no algoritmo de Viterbi apresentam uma de-
pendência, muitas vezes indesej´avel, do modelo do canal.

A detecç̃ao de s´ımbolos na sa´ıda de canais de
comunicac¸ão pode ser interpretada como um problema de
classificac¸ão não-linear que exige a utilizac¸ão de soluc¸ões
adaptativas. Este fato motiva a utilizac¸ão de estruturas
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não-lineares como redes neurais para a sua soluc¸ão [1].
Al ém disso, na presenc¸a de ru´ıdo Gaussiano, detectores
Bayesianos ´otimos podem ser implementados por redes
neurais RBF (Radial Basis Function). Em geral classifi-
cadores baseados em redes neurais n˜ao exigem informac¸ões
sobre o canal e n˜ao impõem restric¸ões sobre o modelo de
geraç̃ao dos sinais em quest˜ao, como por exemplo a lineari-
dade. Desta forma, em muitas situac¸ões eles tˆem potencial
para apresentar um desempenho melhor do que os equali-
zadores convencionais. Por outro lado, considerando re-
des neurais do tipo MLP (Multilayer Perceptrons), RBF e
SOFM (Self-Organized Maps), o problema de equalizac¸ão
exige redes neurais de complexidade bastante elevada que
apresentam tempos de treinamento excessivos. Quanto mais
geral a rede, isto ´e, quanto maior ´e a sua capacidade de
resolver um problema gen´erico de classificac¸ão, maior vai
ser o número de n´os necess´arios e maior ´e o tempo de
treinamento. Assim, uma sistem´atica menos ambiciosa do
que procurar a rede n˜ao-linear que resolva completamente
o problema da equalizac¸ão é a de utilizar estruturas n˜ao-
lineares menos complexas para melhorar o desempenho dos
equalizadores convencionais. Procura-se assim obter estru-
turas cuja implementac¸ão prática seja vi´avel.

Com este esp´ırito muitos autores propuseram estruturas
hı́bridas constitu´ıdas da junc¸ão de uma estrutura linear co-
mo o LTE (Linear Transversal Equalizer) e de estruturas
não-lineares como as redes neurais [1], [7]. Surgiram
também variac¸ões destas quando se utiliza realimentac¸ão
de decis˜oes. Em [7] foram apresentadas algumas estruturas
hı́bridas utilizadas na equalizac¸ão de canais de sat´elite. Es-
sas estruturas consistem basicamente do LTE em s´erie com
uma rede RBF ou MLP utilizando ou n˜ao realimentac¸ão de
decisões. Os resultados das simulac¸ões lá apresentados evi-
denciam que a utilizac¸ão de uma estrutura h´ıbrida garante
um bom desempenho na equalizac¸ão de canais n˜ao-lineares.
Estes equalizadores h´ıbridos, porém, possuem complexi-
dades computacionais elevadas impostas pelo uso das re-
des RBF e MLP. Por outro lado, foi proposta em [4], [5]
a utilizaç̃ao da rede neural recorrente (RNN -Recurrent
Neural Network) para o problema da equalizac¸ão. Esta



rede se destaca por sua baixa complexidade. Resultados
de simulac¸ões apresentados em [10] comprovaram tanto um
bom desempenho do ponto de vista das taxas de erro de
sı́mbolo como tamb´em uma baixa complexidade computa-
cional do algoritmo de treinamento utilizado (RTRL -Real
Time Recurrent Learning) quando comparada com outras
redes neurais. Considerando este equalizador e o LTE/DFE
(Linear Transversal Equalizer / Decision Feedback Equal-
izer), observou-se em in´umeras situac¸ões que quando um
apresentava um desempenho pobre o outro apresentava um
bom desempenho. Esta observac¸ão motivou o desenvolvi-
mento de um equalizador que procura aproveitar a simplici-
dade e o bom desempenho de ambas as estruturas.

Considerando o cen´ario exposto, neste trabalho ´e propos-
to um equalizador h´ıbrido formado a partir do LTE e da
RNN. Inicialmente ´e feita uma breve descric¸ão da RNN. Em
seguida descreve-se o equalizador h´ıbrido proposto sendo
também apresentados resultados de simulac¸ões consideran-
do canais fixos e variantes no tempo, lineares e n˜ao-lineares.
Al ém disso, ´e feita uma comparac¸ão de complexidades do
equalizador h´ıbrido com o DFE e com o equalizador basea-
do na RNN.

2. ESQUEMA DE EQUALIZAÇÃO UTILIZADO

O esquema de equalizac¸ão aqui considerado ´e mostrado
na Fig. 1, sendo queH(z) é a transformada-Z da respos-
ta ao pulso unit´ario finita (FIR) do modelo do canal,η(n)
é um ru´ıdo branco Gaussiano adicionado `a sa´ıda x(n) do
canal para obter o vetor de observac¸ãou(n) = [u(n) u(n−
1) · · · u(n − Mf + 1)]T usado na estimativa do s´ımbolo
transmitidoa(n− τd) (atrasado deτd amostras). No treina-
mento, o sinala(n − τd) é usado como sinal de referˆencia
e após esta fase, a pr´opria estimativâa(n − τd) é utiliza-
da no cálculo do erroe(n) que por sua vez ´e utilizado na
atualizac¸ão dos parˆametros do equalizador. O equalizador
em quest˜ao pode ser formado tanto por uma rede linear co-
mo por uma n˜ao-linear. O LTE, por exemplo, ´e formado por
um combinador linear sem realimentac¸ão de decis˜oes pas-
sadas enquanto o DFE faz uso desse tipo de realimentac¸ão,
mostrada em destaque na figura. No caso de redes n˜ao-
lineares as mais utilizadas s˜ao as redes MLP, RBF, SOFM e
RNN.
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Fig. 1. Esquema empregado para equalizac¸ ão adaptativa.

3. A REDE NEURAL RECORRENTE (RNN)

Uma RNN deM entradas externas tem em geralN
unidades completamente interconectadas [4]. Um exem-
plo comN = 3 é mostrado na Fig. 2. No caso de uma
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Fig. 2. RNN comN = 3, M entradas e sa´ıday3.

RNN, a sa´ıda de uma unidade no tempon + 1 depende das
entradas externas do instante de tempo anterior (u(n − k),
k = 0, ..., M − 1) e também das sa´ıdas anteriores de to-
das as unidades (yk(n), k = 1, ..., N ). Na sa´ıda de cada
neurônio existe uma n˜ao-linearidade do tipo sigmoidal e na
Fig. 2 foram omitidos os atrasos existentes nas conex˜oes en-
tre neurônios.

4. O EQUALIZADOR HÍBRIDO PROPOSTO

O equalizador h´ıbrido proposto (Fig. 3) ´e formado a partir
de um combinador linear (CL) conectado a duas linhas de
atraso que constituem a sub-estrutura LTE. A entrada desta
sub-estrutura ´e formada pelo vetor de sa´ıda do canal afe-
tado de ru´ıdo u(n) de dimens˜aoMf e pelo vetor de sa´ıda
da RNN de dimens˜aoMb. Já as entradas da sub-estrutura
RNN são dadas pelo mesmo vetor de sa´ıdau(n) do canal
e por um vetor de dimens˜aoMr formado por decis˜oes pas-
sadas realimentadas. Utiliza-se portanto a realimentac¸ão de
decisões (DF -Decision Feedback) para a RNN. Descric¸ões
de cada uma destas sub-estruturas podem ser encontradas
em [4], [3] e [10]. Resultados de simulac¸ões mostram que o
equalizador h´ıbrido da Fig. 3, em que se faz realimentac¸ão
de decis˜oes na RNN, tem em geral um desempenho melhor
do que quando n˜ao se faz esta realimentac¸ão (M r = 0).

4.1. O ALGORITMO DE TREINAMENTO

O treinamento do equalizador h´ıbrido proposto pode ser
feito utilizando o algoritmo RTRL [4], [5] para a adaptac¸ão
dos parâmetros da RNN e o LMS [2] para atualizac¸ão dos



RNN

( )nu 1−z 1−z

LTE

1−z
1−z

( )dna τ−

( )dna τ−ˆ

DECISOR

( )ne

1−z

1−z1−z

Fig. 3. Diagrama do equalizador h´ıbrido proposto considerando DF na
RNN.

pesos do LTE que ´e formado por um combinador linear e
duas linhas de atraso. O ´unico problema a ser considerado
é a propagac¸ão do erro para a adaptac¸ão dos parˆametros da
RNN. Considerando-se o equalizador h´ıbrido da Fig. 3, va-
mos supor inicialmente que n˜ao haja erro na RNN e que a
saı́da do LTEé o próprio sinal desejado (Fig. 4-a). Supondo
que haja erro na RNN, obt´em-se na sa´ıda do LTE o sinal de-
sejadod(n) menos o sinal de erroe(n) (Fig. 4-b). Subtrain-
do os esquemas das figuras 4-a e 4-b, obt´em-se a Fig. 4-c e
o sinal de erro pode ser descrito pela express˜ao

e(n) =
Mf +Mb−1∑

k=Mf

wk(n)eRNN(n − k − Mf),

sendowk, k = Mf , Mf +1, · · · , Mf +Mb−1 os pesos do
LTE correspondentes `a parcela da entrada vinda da RNN,
Mf o número de entradas que constituem a sa´ıda do canal
afetada de ru´ıdo eMb o número de entradas que correspon-
demà sa´ıda da RNN.

A partir desta equac¸ão, pode-se calcular o erro da RNN
como

eRNN(n) =

e(n) −
Mf +Mb−1∑

k=Mf +1

wk(n)eRNN(n − k − Mf )

wMf
(n)

.

Observando a equac¸ão anterior, nota-se que h´a um proble-
ma de divisão por zero, quandowMf

(n) for nulo. Dessa
forma, a fim de evitar este problema e diminuir a complexi-
dade computacional do algoritmo de treinamento da estru-
tura hı́brida, considerou-se simplesmenteeRNN(n) = e(n),
sendowMf

(n) = 1 tanto para o caso real como para o
complexo. A partir de simulac¸ões, verificou-se que esta
simplificaç̃ao não introduz mudanc¸as significativas no de-
sempenho do equalizador desde que os valores extremos da
não-linearidade do neurˆonio de sa´ıda da RNN tenham valo-
res compat´ıveis com os n´ıveis dos sinais em quest˜ao.
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Fig. 4. Propagac¸ão do erro para adaptac¸ão da RNN.

A complexidade computacional do algoritmo de treina-
mento do equalizador h´ıbrido como um todo corresponde
à soma das complexidades computacionais dos algoritmos
utilizados no treinamento de cada sub-estrutura considerada
separadamente desde que se use a propagac¸ão de erro para
a RNN da forma simplificada. Neste trabalho, como foi di-
to anteriormente, foi utilizado o algoritmo RTRL no treina-
mento da RNN e o algoritmo LMS no treinamento do LTE.
No entanto, outras combinac¸ões de algoritmos podem ser
usadas com esta finalidade. Em [6] s˜ao apresentados v´arios
algoritmos para o treinamento de redes neurais recorrentes
que por sua vez podem ser combinados com algoritmos
adaptativos mais complexos (para o LTE) como os baseados
no método dos m´ınimos quadrados [2]. Por´em num estudo
inicial foram escolhidos os algoritmos mais conhecidos para
o treinamentos de cada sub-estrutura.

Na prática se deseja utilizar este equalizador em tempo
real. Assim,é desej´avel que al´em de ter uma baixa comple-
xidade computacional ele tenha tamb´em uma alta veloci-
dade de convergˆencia. Para que esta ´ultima condiç̃ao seja
mantida, os passos de adaptac¸ão do LMS e do RTRL devem
ser tomados da mesma ordem de grandeza (0,01, por exem-
plo). Há situac¸ões, no entanto, em que ´e conveniente au-
mentar o passo de aprendizagem do RTRL tornando-o cer-
ca de 10 vezes maior que o passo do LMS. Na Tabela I
é mostrada a complexidade computacional dos algoritmos
RTRL e LMS para sinais reais. A complexidade do algo-
ritmo de treinamento do equalizador h´ıbrido corresponde `a
soma das complexidades de cada algoritmo considerado se-



paradamente sendo que h´a uma soma a menos no algoritmo
global se a propagac¸ão simplificada de erro for considera-
da. Nesta tabela,N é o número de unidades da RNN,Mf é
o número de entradas da RNN e do LTE correspondentes `a
saı́da do canal,Mb é o número de entradas do LTE corres-
pondentes `a sa´ıda da RNN e finalmenteMr é o número de
entradas da RNN originadas da realimentac¸ão de decis˜oes.

Op. RTRL LMS
× (Mf + Mr)[N2(N + 1) + 2]+ 2(Mf + Mb)+

+(N + 1)(N3 + 1) + 2N2 +1
NL 2N -
+ (Mf + Mr)N(N2 − N − 3)+ 2(Mf + Mb)

+(1 − N)(1 − N3) + 3N2

Tabela I

COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL DOS ALGORITMOSRTRL E LMS

PARA SINAIS REAIS.

No caso de sinais complexos foram utilizadas a vers˜ao
complexa do algoritmo RTRL apresentada em [5] e a vers˜ao
complexa do algoritmo LMS apresentada em [2].

5. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Nas simulac¸ões foram utilizados um canal de r´adio digital
[8], [9], variaç̃oes deste e tamb´em canais variantes no tem-
po [11] cujas caracter´ısticas podem ser vistas na Tabela II.
Para os canaisH3 eH4, T é o número de amostras que con-
trola a variac¸ão no tempo dos coeficientes do canal. Nas
simulaç̃oes foi consideradoT = 3000 amostras. Os co-
eficientesh0(n), h1(n) e h2(n) do canalH5 são obtidos
da filtragem de um ru´ıdo branco gaussiano por um filtro de
Butterworth de2a ordem que ´e projetado para, operando
a uma taxa de 2400 amostras/segundo, simular uma taxa de
desvanecimento de0,1 Hz. Os coeficientes do canal de r´adio
digital são mostrados na Fig. 5.

A fim de verificar o funcionamento do equalizador
hı́brido da Fig. 3, foram medidas curvas de taxa de erro
de s´ımbolo (SER) para as modulac¸ões 2-PAM e 4-QAM.
Na obtenc¸ão destas curvas, ap´os uma convergˆencia inicial,
utilizou-se uma seq¨uência s´ımbolos longa o suficiente para
garantir que o n´umero m´ınimo de erros fosse sempre superi-
or a 30, independente da relac¸ão sinal-ru´ıdo. Para efeito de
comparac¸ão, consideraram-se tamb´em o equalizador RNN
e o DFE separadamente.

As configurac¸ões e as complexidades computacionais
dos algoritmos de treinamento para sinais reais das sub-
estruturas utilizadas est˜ao mostradas na Tabela III. Con-
siderando esta tabela, a complexidade computacional do al-
goritmo de treinamento do equalizador h´ıbridoé maior que
a complexidade do RTRL no treinamento de uma RNN de
2 neurônios e menor que a de uma RNN com 3 neurˆonios.
A propagac¸ão do erro para a RNN na estrutura h´ıbrida é
feita da forma simplificada como explicado anteriormente
e os atrasos considerados s˜ao deτd = 50 amostras para os

H1 (Parte real de um canal de r´adio digital [8],[9])
Modelo FIR de 300 coef. reais indicados na Fig. 5-a
H2 (Não-linear)
xl(n) = H1(z)a(n)
x(n) = xl(n) + 0,1x2

l (n) + 0,05x3
l (n)

H3 (Variante no tempo [11])
H3(z) = 1 + sen(2πn/T )z−1

H4 (Variante no tempo com n˜ao-linearidades)
xl(n) = H3(z)a(n)
x(n) = xl(n) + 0,2x2

l (n) − 0,1x3
l (n)

H5 (Variante no tempo [11])
H5(z) = h0(n) + h1(n)z−1 + h2(n)z−2

H1c (Canal de r´adio digital [8],[9])
Modelo FIR de 300 coeficientes complexos com parte
real e imagin´aria indicadas na Fig. 5
H2c (Não-linear)
xl(n) = H1c(z)a(n)
x(n) = xl(n) + 0,05x2

l (n) + 0,01x3
l (n)

Obs: Entenda-sez−1a(n) = a(n − 1).

Tabela II

MODELOS DOS CANAIS DE COMUNICAC¸ÃO USADOS NAS SIMULAÇÕES

COM O EQUALIZADOR H́IBRIDO.

canais fixos (H1, H2, H1c eH2c) e deτd = 3 amostras para
os canais variantes no tempo (H3, H4 eH5).

Equalizador N Mf Mb Mr × + NL
RNN2 2 5 - - 105 14 4
RNN3 3 5 - - 320 94 6
DFE - 5 4 - 19 18 0
HIB 2 5 4 3 166 28 4

Tabela III

CONFIGURAÇÕES UTILIZADAS E NÚMERO DE OPERAÇ̃OES DOS

ALGORITMOS DE TREINAMENTO PARA SINAIS REAIS.

As Figuras 6-a e 7-a se referem a canais invariantes no
tempo e lineares. Elas procuram exemplificar um compor-
tamento em que na pior das hip´oteses o equalizador h´ıbrido
apresenta um desempenho muito pr´oximo da melhor das
sub-estruturas que o comp˜oem. Nos casos considerados o
DFE tem um desempenho superior ao da RNN, o que nem
sempre acontece. No caso de canais em que a RNN tem
desempenho melhor este comportamento se repete, ou se-
ja, na pior das hip´oteses o equalizador h´ıbrido apresenta um
desempenho pr´oximo ao da RNN. Por outro lado, com a
introduç̃ao de não-linearidades nestes canais (Fig. 6-b e 7-
b) tem-se dois exemplos onde o desempenho do equalizador
hı́brido é bem superior aos das demais sub-estruturas con-
sideradas. Procura-se assim mostrar que o comportamento
do equalizador h´ıbrido não se resume ao anteriormente des-
crito.

No caso da Fig. 8-a ´e considerado um canal linear vari-
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Fig. 5. Coeficientes do canal de r´adio digital.

ante no tempo. Os trˆes equalizadores apresentam desem-
penhos muito pr´oximos para relac¸ões sinal-ru´ıdo (SNR)
abaixo de 15 dB. Nesta faixa o equalizador h´ıbrido tem
um desempenho um pouco pior que o do DFE, mostran-
do que neste caso a sub-estrutura RNN da Fig. 3 n˜ao con-
segue convergir completamente. Isto se deve provavelmente
ao fato de que o algoritmo RTRL n˜ao consegue produzir
boas estimativas dos coeficientes ´otimos devido `a variaç̃ao
do canal e ao alto ru´ıdo. Para relac¸ões sinal-ru´ıdo (SNR)
acima de 15 dB o desempenho do equalizador h´ıbrido é ni-
tidamente superior. Com a introduc¸ão de não-linearidades
(canalH4, Fig. 8-b) os comportamentos s˜ao semelhantes
com a diferenc¸a que at´e SNR=15 dB os desempenhos s˜ao
piores que no caso linear e muito pr´oximos, sendo o equali-
zador h´ıbrido ligeiramente superior.

Na Fig. 9 são mostrados, durante um certo intervalo de
tempo, os erros na sa´ıda dos decisores quando da utilizac¸ão
do canalH5 (linear e variante no tempo).́E considerada
uma relac¸ão sinal-ru´ıdo de 20 dB. Na Fig. 9-d ´e mostra-
do um gráfico das magnitudes dos zeros do canalH5 ao
longo das iterac¸ões. As situac¸ões de maior erro correspon-
demàquelas em que ocorre uma mudanc¸a muito brusca nos
valores das magnitudes dos zeros e tamb´em quando h´a nu-
los espectrais no canal, o que acontece pr´oximo da iterac¸ão
5000. Nestas situac¸ões ocorrem erros em seq¨uência sendo
que o equalizador h´ıbrido apresenta uma recuperac¸ão mais
rápida. De uma forma geral se nota que o desempenho do
equalizador h´ıbrido é bem melhor que os desempenhos das
outras estruturas consideradas.

6. CONCLUSÕES

Constata-se na pr´atica que n˜ao existe um equalizador de
complexidade computacional razo´avel que sempre funcione
bem para um grande n´umero de situac¸ões, como por exem-
plo canais com fase n˜ao-mı́nima, com nulos espectrais, com
não-linearidades, ou para combinac¸ão destas situac¸ões. Mo-
tivado por este fato foi apresentado um equalizador h´ıbrido
de baixa complexidade computacional que tem comporta-
mento mais favor´avel nas situac¸ões mencionadas. Como in-
dicam resultados de simulac¸ões o seu desempenho ´e melhor
do que o dos equalizadores formados somente pelas sub-
estruturas LTE e RNN que o comp˜oem. Exemplificou-se
este comportamento considerando canais variantes e invari-
antes no tempo. Para os lineares os desempenhos obtidos
foram próximos ou melhores que o DFE que nos casos apre-
sentados se mostrou melhor que a RNN. Para os canais n˜ao-
lineares os desempenhos obtidos foram nitidamente superi-
ores. Além disso, concluiu-se que o algoritmo de treina-
mento do equalizador h´ıbrido considerado, formado a partir
de um LTE e de uma RNN com 2 unidades, possui uma
complexidade computacional menor que o de uma RNN
com 3 unidades. Assim, apresentou-se um equalizador de
melhor desempenho e menor complexidade computacional
do que uma RNN de 3 unidades.
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Fig. 6. Curvas de taxa de erro de s´ımbolo considerandoτd = 50, 2-PAM,
configurac¸ões dos equalizadores da Tabela III e canais a)H1 e b)H2.
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Fig. 7. Curvas de taxa de erro de s´ımbolo considerandoτd = 50, 4-QAM,
configurac¸ões dos equalizadores da Tabela III e canais a)H1c e b)H2c.
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Fig. 8. Curvas de taxa de erro de s´ımbolo considerandoτd = 3, 2-QAM,
configurac¸ões dos equalizadores da Tabela III e canais a)H3 e b)H4.
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Fig. 9. a), b) e c) Erros considerando as sa´ıdas dos equalizadores da Tabela
III e canalH5 d) Módulos dos zeros do canalH5.


