UM ALGORITMO RAPIDO PARA A TRANSFORMADA WAVELET EM CORPOS FINITOS
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Resumo Uma nova versdo da Transformada Wavelet foi
recentemente definida, a Transformada Wavelet em Corpos
Finitos (TWCF). Esta transformada apresenta uma estrutu-
ra ciclica e pode ser definida no dominio freqliencial através
da Transformada de Fourier em Corpos Finitos. O potencial
desta ferramenta & promissor considerando a forma com que
surgiram aplicacBes para a Transformada Wavelet Discreta
em diversas areas da Engenharia Elétrica. Um fator decisi-
vo para 0 emprego eficiente desta ferramenta é a existéncia
de algoritmos rapidos para o calculo da mesma. Neste tra-
balho, um novo algoritmo rapido para a TWCF, com base
na Transformada de Fourier em Corpos Finitos, é proposto.

1. INTRODUCAO

A Transformada Wavelet Discreta (TWD), que esta asso-
ciada a técnica de filtragem por sub-bandas, & uma ferra-
menta relativamente recente no campo do processamento
digital de sinais. Recentemente a Transformada Wavelet em
Corpos Finitos foi proposta por Caire et al. [1]. Nenhuma
aplicacdo ainda foi proposta para esta nova ferramenta. En-
tretanto & promissor o emprego desta ferramenta em &reas
que utilizam a Transformada de Fourier em Corpos Finitos
(TFCF), como em Cédigos Algébricos e em Criptografia,
assim como aconteceu para a Transformada Wavelet Dis-
creta que tem aplicagbes em varias areas [2, 3, 4, 5] onde
a Transformada de Fourier é usada. Um fator decisivo para
a aplicacdo destas transformadas discretas € a existéncia de
algoritmos rapidos para o calculo das mesmas. Neste tra-
balho a TWCEF é definida, explicitando sua estrutura ciclica.
O projeto dos filtros g e h (passa-altas e passa-baixas res-
pectivamente) é abordado e um novo algoritmo rapido para
o calculo da TWCF usando a TFCF & apresentado.

2. ATRANSFORMADA WAVELET CiCLICA

As condi¢Bes necessarias obtidas na analise no dominio da
freqiiéncia para a geracdo dos filtros em Quadratura Espe-
lhada (QMF) [6] (filtros passa-altas g e passa-baixas k) nao
sdo sempre suficientes, e outras condicdes devem ser im-
postas para garantir a reconstrucao perfeita [7]. No entan-

to, quando as sequéncias analisadas sdo periodicas, estas
condicBes sdo também suficientes [1]. Neste caso, as ma-
trizes H7 e G/, na escala j, obtidas para os filtros, s30 ma-
trizes circulantes,
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logo esta transformada é ciclica. As matrizes G7 e H’ sdo
completamente definidas pela primeira linha. A dizimagéo
estd embutida nas matrizes com deslocamentos ciclicos du-
plos das linhas. A aplicacdo recursiva destes filtros imple-
menta um algoritmo de Analise de Multiresolugdo (AM)
para o caso de seqiiéncias ¢’ e d’ de periodo igual aos seus
comprimentos (N;41). Além das condi¢Bes para geragéo
serem mais simples para a Transformada Wavelet Ciclica,
a analise no dominio frequiencial em Corpos Finitos s6 é
possivel com a utilizacdo da TFCF, que também é ciclica.
Logo a definicdo da TWCEF & feita para o caso ciclico.

3. ATRANSFORMADA WAVELET EM CORPOS
FINITOS

Seja F = GF(p"),onde p é primo, N = 2" ea € GF(p")
um elemento de ordem 27—, Para projetar transformadas
em Corpos Finitos deve-se construir seqiiéncias {g’, h? €
F}|j =1,2,...,n} que satisfacam as condicBes para a re-
construcdo perfeita, i.e. [1]

G*G+ H*H =1, HG*=0, 1)



onde I denota a matriz identidade. Define-se:
m=TFCF(¢g™), m=0,1,
m =TFCF(h™), m=0,1.

Entdo estas condicBes podem ser transferidas para o
dominio frequencial [1], resultando em

YR+ = s @
Ny = (—l)mkay:m ,m=0,1.

Logo, dadas duas sequiéncias v e n, que satisfacam a
equacdo (2), deseja-se construir seqiiéncias {g’,h’|j =
1,2,...n} que especifiguem um esquema AM. Seqiéncias
¢’ e h7 que permitem uma reconstrucio perfeita podem
ser obtidas através de

Bm = TDF {77 (@ F)k = 0,1,..,277 — 1],

Wy = TDF 7 [{n™(@® " F)k = 0,1,...,27 7 —1}],,

| 3)
paral=0,1,...,2" 7 —-1,em =0,1.

Pode-se mostrar [1] que G’ e HJ satisfazem a equagdo
(1) paracada j.

Um exemplo para a TWCF & apresentado a seguir. Con-
siderando o caso em que

hy = (_1)k9(1—k) (mod N), k=0,1,.., N —1.

Seja F = GF(2¢ + 1) tal que 29 + 1 & um primo de Fer-
mat. Neste caso pode-se definir a transformada para todos
oscasosm < g+ 1. Tem-se o = o29""*Y  onde ag
& um elemento primitivo de F. Por exemplo, em GF(17),

definindo os filtros no dominio da freqiiéncia:

={1 000000 0}
n={16 6 6 6 6 6 6 6},

pode-se verificar facilmente que para qualquer inteiro k&
My +mnty = 1/N',

onde N' = 9. Usando o nicleo ( = 9 € GF(17),
e calculando o filtro h a partir da transforma-
da inversa de Fourier em GF(17), e aplicando
a relagdo hy = (=1)*g_k) (mod n), ODtEM-se
h=1{3,2,14,2,14,2,14,2,14,2,14,2,14,2,14,2} ,e g =
{15,3,15,14,15,14,15,14,15,14,15,14,15, 14, 15, 14}.
A partir de g e da equacgdo (3) pode-se calcular as demais
seqiiéncias:

g% ={13,16,13,6,13,6,13,6},
h? = {16,4,6,4,6,4,6,4},
g9° =1{9,11,9,5},

h? = {11,8,5,8}.

Sejam G e H as matrizes 2-circulantes geradas pelas li-
nhas g e h respectivamente, e GT e HT suas respectivas
transpostas. Pode-se verificar que GHT = HGT = 0e
HTG+G"H = #1.

4. UM ALGORITMO RAPIDO PARA A TWCF
BASEADO NA TFCF

A TWCF de comprimento N pode ser calculada pela
aplicagdo sucessiva dos operadores G e H, de acordo com

(Gz)p = Z%El Gi—2kZ1,
(Hl')k = legl hlf2kl"l-

Sejam ¢ e d as seqiéncias dadas por ¢, = (Hx)i €
dy, = (Gx)y. Estes somatorios equivalem, cada um, a uma
correlacdo seguida de uma subamostragem e podem ser cal-
culados através da TFCF de comprimento N, pelo teore-
ma da convolucdo. Dessa forma pode-se empregar os al-
goritmos rapidos existentes para a TFCF [8]. Neste caso,
se a transformada dos filtros h e g forem pré-calculadas,
sd0 necessarias uma TFCF direta e duas TFCF inversas de
comprimento N, além de 2N multiplicacdes no dominio
frequencial. No entanto, este calculo pode ser mais efi-
ciente. Calculando a TFCF da seqliéncia ¢ usando como
nacleo um elemento ¢ de ordem N /2, tem-se
Ci) = Yl e(k)¢ =

=y TG — 20)a(i) G =

E, o 2 (i) Tale h(j — 2R)CE.

O somatorio interno pode ser calculado de forma separada
para 0s casos em que j é par ou impar, introduzindo novas
sequéncias {h°} e {h!} expressas por

{h°} = { h(0)
{n'} ={ A1)

Logo, para j par:

h(=2) h(=4) --- h(2) },
h(-1) }.

N/2-1 N/2-1
= Y h(j—2k)¢* = Z hO(R)GH G2 = 70 () ¢/,
k=0
onde (i) = TECF(h°(k)).
Para j impar :
S =30 h(j — 2k)¢ =

— ZN/2 17 hl( )Cikci(j—l)/z —
() -1/,

onde 7! (i) = TFCF(h'(k)). Por outro lado,

S a() Sile” b = 2k)CH =
_ZN/Z 137(2])S+ZN/2 L2(2j +1)8.

Substituindo a expressdo de S, tem-se



N/2-1 N/2-1
C@) = > =(2)n° ()7 + Z (24 + D) (i)¢Y.
7=0

Definindo agora as expressdes {:1:0} e {z'} dadas por

{2} ={ 2(0) =(=2) a(-4) 2(2) },
{1} ={2(1) 2(-1) a(-3) 2(3) },
tem-se
N/2-1 N/2—1
c@y= 3 "6 + Z (i)¢Y.
j=0

Sejam {X°} e {X'} asTFCF de {z°} e {z'} , respec-
tivamente. Logo os valores de C(i) podem ser calculados
de acordo com

C@i) = X°@)n° (@) + X' (1)’ (i)-

Finalmente c(k) = TFCF~1(C(i)).
O célculo efetuado para a seqliéncia {d} é anélogo. Se-
jam

{9°r={ 9(0) g(-2) g(-4) 9(2) },
gy ={9(1) g(-1) g(=3) --- g(3) },
3°(i) = TFCF(3°(k)),
3'(i) = TFCF(g' (k).
Tem-se
D@i) =TFCF(d(k))
e

D(i) = X°(0)7°(0) + X' (D)7 (9).
Logo, sdo necessarias duas T'F'CF diretas e duas TFCF

inversas de comprimento N/2. O nimero de multiplicagBes
no dominio freqliencial &€ 2N .

Pode-se observar também que 7°(i) = F'(i), e
7(0) = ~3°0).
Logo

C(i) = X°(1)7' (1) = X' ())7° ().
Observando que as expressdes de C(i) e D(i) possuem

a mesma estrutura de uma multiplicacdo complexa, elas po-
dem ser calculadas por [8, pag. 73]

[56] =

=[197] X X1 (3)—XO(3) [%(1)] [al(i)]
110 X0 x(s | L01 SHON N

Dessa forma, reduz-se o nimero de multiplicagBes no
dominio da freqliencial de 2NV para 3N/2. A figura 1 ilustra
0 esquema do célculo da TWCF pelo algoritmo descrito.

5. CONCLUSOES

O algoritmo proposto reduz a complexidade para o calculo
da TFCF, especialmente quando os filtros sdo definidos na
frequiéncia e possuem poucos elementos nulos. Uma ou-
tra alternativa para reduzir a complexidade do calculo da
transformada consiste no uso de filtros com poucos co-
eficientes nao nulos. Para isso, deve-se projetar os fil-
tros no dominio do tempo, o que & mais dificil que no
dominio frequiencial. Se as linhas das matrizes H’ e G’
possuirem no maximo M elementos ndo nulos, entdo o j-
ésimo estagio da decomposicdo precisara de no maximo
M N2'-J multiplicagdes e (M — 1)N2'~7 adi¢Bes. Lo-
go a decomposicdo completa precisara de no maximo uma
ordem de (2M — 1)N 3777279 = 2(2M — 1)(N — 1)
operagdes, em comparagdo com O(N log,(N)) do algorit-
mo proposto usando a TFCF.

Uma possivel aplicacdo para a TWD & a compressao de
imagens. Um esquema proposto por Ingrid et al. [9], utiliza
a TWD com técnica de pré-codificacdo e de fatoracdo (’lift-
ing’), para permitir o mapeamento de seqiiéncias de Z~ em
ZN, onde ZN denota seqiiéncias de comprimento N com
elementos inteiros, evitando assim os erros de arredonda-
mento. Este esquema pode ser entdo aplicado a compressao
de imagens sem perda. A TWCF parece ser mais apropri-
ada para esta aplicagdo, uma vez que imagens com compo-
nentes em Z% possuem TWCF também com componentes
em Z%, sem que seja necessario qualquer pré-codificagio.
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